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APRESENTAÇÃO

Não há padrões de desempenho em engenharia elétrica que sejam duradouros. 
Desde que Gordon E. Moore fez a sua clássica profecia tecnológica, em meados dos 
anos 60, a qual o número de transistores em um chip dobraria a cada 18 meses - 
padrão este válido até hoje – muita coisa mudou. Permanece porem a certeza de que 
não há tecnologia na engenharia elétrica que não possa ser substituída a qualquer 
momento por uma nova, oriunda de pesquisa científica nesta área. 

Produzir conhecimento em engenharia elétrica é, portanto, atuar em fronteiras 
de padrões e técnicas de engenharia. Algo desafiador para pesquisadores e 
engenheiros de produto.

Neste livro temos uma diversidade de temas nas áreas níveis de profundidade 
e abordagens de pesquisa, envolvendo aspectos técnicos e científicos. Aos autores 
e editores, agradecemos pela confiança e espirito de parceria.

Boa leitura

Henrique Ajuz Holzmann
João Dallamuta

Marcelo Henrique Granza
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RESUMO: Este capítulo apresenta uma 
metodologia para projeto de filtro de Kalman 
fuzzy (FKF) via decomposição espectral dos 
dados experimentais. A metodologia adotada 
consiste na estimação paramétrica dos 
submodelos lineares locais de um modelo fuzzy 
no espaço de estados, referente ao sistema 
dinâmico, por meio de um algoritmo fuzzy 
baseado em mínimos quadrados. A estimação 
dos ganhos do FKF baseado no modelo obtido 
é realizada pelo método de compensação 
paralela e distribuída (CPD). O particionamento 
dos dados experimentais é realizado pelo 
algoritmo Fuzzy C-Means (FCM) para definição 
da base de regras, bem como da característica 
não linear do FKF. Considerando-se o método 
CPD, os ganhos de Kalman no consequente 

de cada regra do FKF são atualizados em 
função das componentes não-observáveis 
resultantes da decomposição espectral do 
sinal ruidoso. Este aspecto, em particular, 
permite a eficiência do FKF diante de variações 
consideráveis do nível de ruído sobre os dados 
experimentais (relação sinal/ruído). Resultados 
computacionais ilustram o bom desempenho 
da metodologia proposta quando comparada a 
abordagens relevantes da literatura.
PALAVRAS-CHAVE: Identificação de sistemas, 
Filtro de Kalman fuzzy, Análise Espectral, 
Estimação Paramétrica, Sistemas fuzzy.  	  

FUZZY KALMAN FILTER BASED ON TAKAGI-
SUGENO MODEL VIA SPECTRAL ANALYSIS 

OF EXPERIMENTAL DATA

ABSTRACT: This chapter presents a 
methodology for design of fuzzy Kalman 
filter (FKF) via spectral decomposition of the 
experimental data, is proposed. The adopted 
methodology consists in parametric estimation 
of local state space linear submodels of a fuzzy 
model of the dynamic system, by means of a fuzzy 
algorithm based on least squares, as well as in 
estimation of FKF gains from the fuzzy model, 
using the parallel and distributed compensation 
(PDC) method. The partitioning of experimental 
data, for definition of the rule base as well as the 
nonlinear FKF characteristic, is performed by 
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fuzzy C-Means (FCM) clustering algorithm. Considering the PDC method, the Kalman 
gains in the consequent of each FKF rule are updated as a function of the unobservable 
components resulting from the spectral decomposition of noisy experimental data. In 
particular, it allows to FKF efficiency in the face of considerable variations in the noise 
level over the experimental data (signal/noise ratio). Computational results illustrate 
the good performance of the proposed methodology when compared to relevant 
approaches from the literature.
KEYWORDS: Systems identification, Fuzzy Kalman Filter, Spectral analysis, Parametric 
estimation, Fuzzy systems. 

1 | 	INTRODUÇÃO

Em ciências e engenharia, é muito comum a solução de problemas de 
natureza estocástica como predição, separação e detecção de sinais na presença 
de ruído (KASASBEH; VISWANATHAN; CAO, 2017) (ZHU et al., 2019). O filtro de 
Kalman (FK) é a ferramenta matemática mais conhecida e utilizada para estimação 
estocástica a partir de medições ruidosas. Ele foi proposto em 1960 por Rudolph E. 
Kalman em seu artigo intitulado A New Approach to Linear Filtering and Prediction 
Problems’’, descrevendo uma solução recursiva para o problema da filtragem linear 
no domínio do tempo discreto (KALMAN, 1960), tornando-se uma abordagem 
padrão para estimação ótima. Desde sua publicação, o filtro de Kalman foi objeto 
de extensa pesquisa e aplicações nas áreas de cálculo de órbita, rastreamento 
de alvos, navegação integrada, posicionamento dinâmico, fusão de dados de 
sensor, microeconomia, controle, modelagem, processamento digital de imagem, 
reconhecimento de padrão, segmentação e detecção de borda de imagem, entre 
outras. Este amplo interesse pelo FK é devido a sua característica de otimalidade, 
forma conveniente para processamento online em tempo real, fácil formulação e 
implementação (SERRA, 2018).

 Nos últimos anos, os sistemas fuzzy vem se destacando em aplicações na área 
de modelagem e controle de sistemas dinâmicos devido a sua estrutura baseada em 
regras capaz de fazer aproximação de funções e tratamento de não linearidades 
e incertezas (SERRA, 2012). Alguns estudos envolvendo a utilização de sistemas 
fuzzy no projeto de filtros de Kalman, já tem sido propostos no intuito de melhorar 
sua robustez em relação a modelagem de incertezas e perturbações do sistema 
dinâmico (PIRES; SERRA, 2019).  

A metodologia apresentada neste capítulo está baseada na construção de um 
Filtro de Kalman utilizando modelos fuzzy Takagi-Sugeno (TS) no domínio do tempo 
discreto. A principal contribuição deste capítulo consiste no mecanismo de ajuste dos 
ganhos de Kalman que compõem a base de regras do filtro de Kalman fuzzy, o qual 
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leva em consideração a decomposição dos estados a serem estimados, corrompidos 
por ruído, utilizando análise espectral singular. A eficiência e aplicabilidade da 
metodologia proposta são ilustradas na sua aplicação ao problema da estimação de 
estados de um sistema dinâmico não linear com comportamento caótico. 

2 | 	ESTIMAÇÃO PARAMÉTRICA DO FILTRO DE KALMAN FUZZY

Nesta seção, é apresentada a formulação matemática da metodologia proposta. 
A classe de modelos fuzzy adotada, para representar o comportamento de um 
sistema dinâmico não linear, apresenta a -ésima regra dada por: 

	 (1)

onde  são as variáveis linguísticas do antecedente,  são os 
respectivos termos linguísticos,  representa os estados estimados do sistema 
dinâmico não linear,  é o sinal de saída estimada e  é o sinal de entrada aplicado 
no sistema não linear. As matrizes  são, respectivamente, de estados, 
entrada e saída, as quais formam um submodelo linear no espaço de estados que 
descreve a dinâmica do sistema não linear em torno de um ponto de operação, no 
consequente da i-ésima regra. O modelo fuzzy aproxima o comportamento do sistema 
dinâmico não linear, através da soma ponderada dos submodelos do consequente, 
em função do grau de ativação normalizado  da i-ésima regra, como segue: 

 	 (2)

	  (3)

onde  é o número de regras do modelo fuzzy, tal que: 

 	 (4)

2.1	Estimação paramétrica do antecedente 

O particionamento dos dados experimentais, de acordo com a metodologia 
adotada, implicará na definição das regiões de operação e, necessariamente, 
do número de regras do FKF. Dentre os diversos algoritmos existentes para esta 
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finalidade, o FCM apresenta importante aplicabilidade devido a sua eficiência e 
simplicidade de implementação (ZHANG et al., 2019)(KIM; OH; PEDRYCZ, 2018). 
O algoritmo de agrupamento FCM é formulado como segue (BABUŠKA, 1998). Seja 
um conjunto de dados  de tamanho , e a matriz de partição inicial ; escolhe-
se o número de agrupamentos , a tolerância  e o expoente de 
ponderação .

Repetir para 
Passo 1: Cálculo dos centros dos agrupamentos:

 	 (5)

Passo 2: Cálculo das distâncias:

 	 (6)

Passo 3: Atualização da matriz de partição: 
Se  para , 

 	 (7)

caso contrário

	

2.2	Estimação paramétrica do consequente

Uma vez que, de acordo com a metodologia adotada, o projeto do FKF é 
baseado em modelo, faz-se necessário a estimação das matrizes que compõem o 
modelo fuzzy, descrito na eq. (1). Para isso, um algoritmo fuzzy baseado em mínimos 
quadrados, usando-se a abordagem local, foi desenvolvido, onde as partições dos 
dados experimentais, obtidas pelo algoritmo de agrupamento FCM, serviram como 
critérios de ponderação para a estimação dos submodelos locais do consequente do 
modelo fuzzy.

A equação de estados do modelo fuzzy da eq. (2), para a i-ésima regra, pode 
ser reescrita da seguinte forma:
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 	 (8)

De acordo com a abordagem local, adotada nesta metodologia, e fazendo-se 
 observações para eq. (8), o i-ésimo submodelo é obtido da seguinte forma:

 	 (9)

onde

	 (10)

Logo, da eq. (9) tem-se que

 	 (11)

A eq. (11) pode ser solucionada para cada submodelo correspondente ao 
consequente das regras fuzzy como segue: 

	 (12)

onde 
 é a é a matriz com os estados em atraso e entrada  aplicada no sistema 

dinâmico;
 é o vetor de estados em avanço; 

 é o vetor com todos os estados do sistema dinâmico;
 é a matriz diagonal de ponderação da i-ésima regra fuzzy obtida a partir do 

algoritmo de agrupamento FCM.

2.3	Modelo do filtro de kalman fuzzy

Nesta seção, a formulação da metodologia adotada para a parametrização do 
Filtro de Kalman Fuzzy baseado em modelo, a partir do processamento dos dados 
experimentais via análise espectral singular, é apresentado.

2.3.1 Pré processamento por análise espectral

Seja o conjunto de dados experimentais ruidosos, do sistema dinâmico sob 
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análise, com  amostras, dado por:

 	 (13)

A partir dos dados experimentais, uma matriz trajetória  é definida 
considerando-se um conjunto de  vetores atrasados com dimensão $ \delta $, 
sendo  um número inteiro definido pelo usuário, com  

, dada por:

 	 (14)

e a matriz de covariância , é obtida da seguinte forma:

 	 (15)

Aplicando-se a decomposição em valores singulares à matriz , obtém-se um 
conjunto de autovalores  em ordem decrescente tal que  
com seus respectivos autovetores . 

Considerando-se , tal que  com 
, a decomposição em valores singulares da matriz trajetória , pode ser 

reescrita por:

 	 (16)

onde a matriz  é elementar, isto é, apresenta rank igual a 1, e é dada por:

 	 (17)

O reagrupamento das matrizes   termos matriciais linearmente 
independentes , tal que , resulta em:

	  (18)

As  componentes não-observáveis  extraídas dos dados 
experimentais, resultam do procedimento de média diagonal sobre a matriz  dado 
por:
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 	 (19)

onde .
Assim, o FKF apresenta o consequente da i-ésima regra, em função da 

componente espectral não-observável  dado por:

 	 (20)

	 (21)

	 (22)

	 (23)

	 (24)

onde
 é o estado estimado a priori correspondente ao i-ésimo submodelo no 

instante de tempo k;
 é o estado estimado a posteriori correspondente ao i-ésimo submodelo 

no instante de tempo passado k-1;
 é matriz de covariância do erro a priori; 
 é a matriz de covariância do erro a posteriori;
 é o ganho de Kalman correspondente ao i-ésimo submodelo;

 é a matriz de covariância do ruído de processo associado a perturbações 
internas do sistema dinâmico;

 é a matriz de covariância do ruído de medição associado a incertezas nas 
observações do sinal de saída do sistema dinâmico;

 é o sinal ruidoso após o pré-processamento por análise espectral singular.

3 | 	RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Nesta seção, um exemplo computacional de rastreamento dos estados de um 
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sistema dinâmico não-linear com comportamento caótico, em ambiente ruidoso, 
será apresentado. Para ilustrar a eficiência da metodologia proposta, será realizada 
uma análise comparativa com um Filtro de Kalman Fuzzy baseado na metodologia 
proposta por (PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017) e largamente citada na literatura, 
sob o contexto de variação dos níveis de ruído SNR (relação sinal/ruído - do inglês 
Signal Noise Ratio). 

O sistema dinâmico não linear sob análise consiste no atrator caótico de Lorenz, 
descrito por (HUANG; ZHANG; ZHAO, 2015):

 	 (25)

 	 (26)

 	 (27)

onde os parâmetros  proporcionam ao sistema não 
linear um comportamento caótico.

Uma vez que a metodologia proposta para o projeto do FKF é baseada em 
modelo, faz-se necessário a identificação do sistema não linear supracitado baseado 
na estrutura de modelo fuzzy adotada conforme eq. (1). Para tal, um conjunto de 
dados experimentais do sistema dinâmico não linear foram adquiridos, de tamanho 

, a um período de amostragem de , e o particionamento 
referente à variável de estado  foi realizado através do algoritmo de agrupamento 
FCM para, assim, definir a estrutura do antecedente e o número de regras do 
FKF. Na implementação do algoritmo de agrupamento FCM, adotou-se a seguinte 
parametrização: número de agrupamentos  e índice de fuzificação .

A partição dos dados experimentais referentes à variável de estado , obtida 
pelo algoritmo de agrupamento FCM, serviu como critério de ponderação para a 
estimação das matrizes que compõem o consequente do modelo fuzzy descrito 
na eq. (1). Para isso, foi empregada a abordagem local na implementação de um 
algoritmo fuzzy baseado em mínimos quadrados para o atrator caótico de Lorenz.

As matrizes estimadas do modelo fuzzy serviram para o projeto e parametrização 
do FKF, conforme eq. (20)-(24). O processamento das variáveis de estado, pelo 
FKF, de acordo com a metodologia proposta, é em função das componentes não 
observáveis extraídas pela análise espectral singular dos dados experimentais 
ruidosos do atrator caótico de Lorenz. A dinâmica das variáveis de estado do atrator 
caótico de Lorenz foram corrompidas por ruído e, variando-se o nível de ruído (SNR), 
foram obtidas as estimativas dos estados usando-se o FKF baseado na metodologia 
proposta, através dos resultados de 10 realizações.  Nesta aplicação, considerou-
se a decomposição dos dados ruidosos referentes à variável de estado  em 2 
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componentes espectrais, e usou-se a componente com maior autovalor associado 
que representasse a dinâmica do atrator caótico de Lorenz.

A fim de demonstrar a eficiência do FKF baseado na metodologia proposta, 
comparada com o FKF proposto por (PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017), utilizou-
se o critério de validação MSE Mean Square Error como índice de avaliação de 
desempenho no processo de estimação dos estados do atrator caótico de Lorenz. 
Os valores de MSE, para diferentes níveis de ruído (SNR), considerando-se o efeito 
de 10 realizações na estimação das variáveis de estado  são mostrados 
nas figuras (1)-(3),  respectivamente.

Figura 1: Valores de MSE resultantes do processo de estimação da variável de estado , 
considerando-se o efeito de 10 realizações.
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Figura 2: Valores de MSE resultantes do processo de estimação da variável de estado , 
considerando-se o efeito de 10 realizações.

Figura 3: Valores de MSE resultantes do processo de estimação da variável de estado , 
considerando-se o efeito de 10 realizações.

Observa-se que, com a metodologia proposta neste artigo, a dinâmica 
das variáveis de estado do atrator caótico de Lorenz foram rastreadas de forma 
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eficiente, apresentando um desempenho superior quando comparado à metodologia 
proposta em (PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017), para diferentes níveis de ruído. 
Considerando-se o caso particular de SNR = 0.65, o comportamento referente à 
variável de estado , do atrator caótico de Lorenz, bem como as componentes 
espectrais extraídas, são mostrados nas Figuras (4)-(6).  Uma vez que a componente 

 mostrada na Figura (6), está mais correlacionada à dinâmica da variável de 
estado , enquanto que a componente , mostrada na Figura (5), apresenta um 
comportamento mais correlacionado ao ruído, a componente  foi utilizada para 
implementação do FKF proposto, no processo de estimação das variáveis de estado 
do atrator caótico de Lorenz. 

Figura 4: Variável de estado  do atrator caótico de Lorenz corrompida por ruído com SNR = 
0.65.
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Figura 5: Componente espectral  extraída da variável de estado  em ambiente ruidoso 
com SNR = 0.65.

Figura 6: Componente espectral  extraída da variável de estado  em ambiente ruidoso 
com SNR = 0.65.

As estimações das variáveis de estado , do atrator caótico de 
Lorenz, usando-se a metodologia proposta neste artigo, estão ilustradas na Figura 
(7). As estimações das variáveis de estado , do atrator caótico de Lorenz, 
usando-se a metodologia proposta por (PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017), estão 
ilustradas na Figura (8). Verifica-se, portanto, a eficiência e o melhor desempenho do 
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FKF proposto neste artigo.

Figura 7: Estimações das variáveis de estado  pelo FKF baseado na metodologia 
proposta neste artigo (linha tracejada), comparadas aos comportamentos nominais das 

respectivas variáveis (linha sólida), para o caso de SNR = 0.65.

Figura 8: Estimações das variáveis de estado  pelo FKF baseado na metodologia 
proposta em Páramo-Carranza et al. (2017) (linha tracejada), comparadas aos comportamentos 

nominais das respectivas variáveis (linha sólida), para o caso de SNR = 0.65.
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4 | 	CONCLUSÕES

Neste artigo, o projeto de um Filtro de Kalman Fuzzy baseado em modelo, 
em função das componentes espectrais dos dados experimentais, foi proposto. A 
partir dos resultados obtidos, o FKF baseado na metodologia proposta mostrou-se 
eficiente na filtragem e estimação dos estados de um sistema dinâmico não linear 
com comportamento caótico. A covariância dos ruídos de processo e de medição são 
variáveis empíricas e foram definidas de acordo com o trabalho utilizado para fins de 
comparação. O número de componentes a serem extraídas dos dados do sistema 
dinâmico pode ser alterado dependendo da necessidade do projetista. Para fins 
de trabalhos futuros, a formulação e aplicabilidade desta metodologia no contexto 
multivariável com modelos fuzzy tipo-2, é de particular interesse.
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