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APRESENTACAO

Os grandes avancgos tecnoldgicos e o desenvolvimento no campo das Ciéncias
Exatas e da Terra fizeram com que essa grande area do conhecimento ganhasse
uma forte interface com diferentes areas dos saberes, da agricultura a pedagogia,
completando o aspecto da didatica-aprendizagem, recursos ambientais e saude.

O leitor de “As Ciéncias Exatas e da Terra e a Interface com Varios Saberes
2” tera oportunidade de conhecer as discussdes atuais sobre e profundas relagdes
das Ciéncias Exatas e da Terra permeando com outras areas do conhecimento, pois
esta obra apresenta uma refinada coletanea de trabalhos cientificos relacionados a
essa tematica.

Portanto, esta obra é direcionada atodos os técnicos, académicos e profissionais
das areas das Ciéncias Exatas e da Terra e das demais areas que, por ventura,
tenham interesse em comtemplar as relacdes e interface das Ciéncias Exatas e da
Terra. Nesse sentido, ressaltamos a importancia desta leitura de forma a incrementar
0 conhecimento dos nossos leitores.

Desejamos uma 6tima leitura.

Raissa Rachel Salustriano da Silva-Matos
Nitalo André Farias Machado
Hosana Aguiar Freitas de Andrade
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CAPITULO 9

ESTUDO DA SERIE DE TAYLOR E APLICACAO
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RESUMO: O presente trabalho procura
apresentar os conceitos e aplicabilidade da
série de Taylor na forma exponencial complexa
e nao complexa, mostrando do ponto de vista
grafico que a funcdo continua considerada
e a expansao dela em série, podem ser
compreendidas no plano cartesiano como
uma convergéncia de varias funcbes a medida
que sao representadas pelos termos da
série, convergindo para o grafico da fungao
original. Para uma melhor compreenséo dessa
convergéncia, utilizam-se a fungdo exponencial,
cosseno e seno levando em conta a tracao
delas com os tracados dos graficos das fung¢des
representadas pelos termos da série. Aplica-se
a série de Taylor em dois importantes problemas
fisicos relacionados com movimentos de corpos
em meios fluidos para um pequeno valor de
coeficiente de atrito para mostrar a importéncia
da série de Taylor nessa area de conhecimento.
A aplicabilidade dessas representacbes surge
devido algumas dificuldades, como aproximar
o valor numérico de fungbes na vizinhanca de
um ponto especifico ou encontrar maximos e
minimos, que de modo direto ndo apresenta
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tanta precisdo e por isso se torna mais conveniente representar tais fungdes por
séries. Desse modo, utilizando a pesquisa qualitativa, especificamente de revisdo
bibliogréafica, a metodologia desenvolvida foi capaz de apresentar de modo satisfatério
a relevancia das séries de Taylor no das aproximacdes numéricas das funcgoes.
PALAVRAS-CHAVE: Série de Taylor. Fungdao exponencial. Aplicagcdes.

ABSTRACT: The present work seeks to present the concepts and applicability of the
Taylor series in a complex and non-complex exponential form, showing graphically that
the function continues to be considered and its expansion in series can be understood
in the Cartesian plane as a convergence of several functions as they are represented
by the terms of the series, converging on the graph of the original function. For a
better understanding of this convergence, we use the exponential, cosine and sine
function taking into account their traction with the graphs of the functions represented
by the terms of the series. The Taylor series is applied to two major physical problems
related to fluid movement of bodies for a small friction coefficient value to show the
importance of the Taylor series in this area of knowledge. The applicability of these
representations arises due to some difficulties, such as approximating the numerical
value of functions in the vicinity of a specific point or finding maximums and minima,
which directly does not present such precision and therefore it is more convenient to
represent such functions by series. Thus, using the qualitative research, specifically
literature review, the developed methodology was able to satisfactorily present the
relevance of the Taylor series in the numerical approximations of functions.
KEYWORDS: Taylor series. Exponential Function Applications.

11 INTRODUGCAO

O presente artigo procura abordar um estudo sobre a série de Taylor enfatizando
importantes aplicabilidade nas areas da Matematica e da Fisica para que seja possivel
mostrar o quanto é util conhecer a série de Taylor parainterpretar e resolver problemas
gue exigem aproximacgdes para pequenos intervalos da variavel x ou de um outro
parametro. O tema se justifica considerando que, por meio desse trabalho, o texto
apresentado permite que na area de matematica seja possivel compreender que a
série de Taylor possui muitas aplicabilidade, como por exemplo no desenvolvimento
da trigonometria com o auxilio da formula de Euler, nas determinacdes das tabuas
trigonométricas, logaritmicas e de raizes quadradas, cubicas e etc.

Dessa forma, o estudo permite que as teorias desenvolvidas possa estimular
o leitor, buscando o interesse na compreensao de tercados de graficos a partir dos
termos da série, levando a uma comparacao com a fungao originaria da série. No
estudo de alguns problemas fisicos, como langamento de corpos com resisténcia do
ar, a série pode ser util para verificar as fungcdes horarias da posicao, velocidade e
aceleracédo do corpo por aproximacgoes, recaindo no caso ideal. Para o movimento
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harménico simples, com a utilizacdo da formula de Euler oriunda do conhecimento
das expansdes em série da exponencial, cossenoide e senoide, tornou-se possivel
realizar aplicabilidade para determinacao da funcéao horario de um corpo que realiza
um MHS (movimento harménico simples)

Por isso, este trabalho tem como objetivo apresentar os conceitos e as
aplicabilidades da série de Taylor, abordando a conceituacéo e algumas relevantes
aplicabilidades. Para tanto, os procedimentos técnicos a serem utilizados é de
pesquisas bibliograficas sendo elaboradas por meio de materiais em sites como livros
e artigos relacionados com o tema, fornecendo conceitos, teoremas, demonstragoes,
evidenciando a relevancia desse assunto para a matematica.

Quanto aos objetivos especificos, enfatizar um estudo sobre as séries com
aplicacdo no teste da razado e da raiz para identificar a convergéncia e e divergéncia;
Compreender alguns importantes conceitos dos niumeros complexos relacionados
com a forma polar e formulas de Moivre, tendo em vista que a formula de Euler é
uma representacdo desses numeros; Mostrar um desenvolvimento em série de
Taylor e aplicabilidade em diferentes problemas nas areas da Matematica e da Fisica
assim como tracados de graficos para melhor entender os extremantes da funcéao (

maximo e minimo).

21 HISTORICO DA SERIE, MAXIMO E MiNIMO E APLICACOES

Nesse topico sdo definidas e desenvolvidas as séries numéricas e suas
propriedades e Algumas vezes se necessario representar funcdes por séries, mais
especificamente série de poténcias. Entretanto, € preciso definir série de poténcia,
estudar as principais propriedades e, além disso, verificar que uma classe restrita de

funcbes é representada através da mesma.

2.1 Histérico Sobre As Séries

A fim de obter a area de um segmento parabdlico, Arquimedes (= 250 a.C.)
necessitou calcular a soma da progressao

1+ %+ (Ya)?+ (Ya)?+...=4/3

Que em outras palavras representa uma PG de razao q = 1/4.

Nesse caso se considerar que a sequencia conduz termo para o infinito, pode-
se usar a notacao de uma PG infinita. Isto &,

a,

1—q

Sendo a; =1, obtém-se para essa soma,

S =

n
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O que mostra que a soma de todos os termos é dada por 4/3.

Embora o célculo ndo tenha sido feito por processos infinitos, que eram mal
vistos naquele tempo, este foi um dos primeiros calculos de somas infinitas. Por
volta de 1350, utilizando “processos infinitos”, R. Suiseth (mais conhecido como
Calculator) resolveu um problema sobre latitude de formas, equivalente ao calculo
da soma

Se for realizado nessa série o teste da razao. Isto eé,

lim | on#l| — g
n—-+o| U,
Vem que
1
y n+1 nL_ n+1_l. 1"';_12
nl_{lgﬂ[w/z—n] = nl—lg(?) = RLHQD(T) =1/

O que mostra ser a série convergente pelo teste da razao.

(Calculator deu uma longa prova verbal, pois ndo conhecia representacao
grafica).

Outros avancos relacionados com séries foram obtidos (em 1668) por J. Gregory
e N. Mercator , que trabalharam as chamadas “séries de poténcias de x” . Estas
séries foram usadas para exprimirem fungcées conhecidas, como sen x, cos x,tg x,

etc. Gregory utilizou que a area sob a curva da funcéo ( Grafico 1)

1
1+x°

y:

Grafico 1: Representacao grafica da funcao y estudado por Gregory.

Fonte: Acervo dos autores
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é obtida através da funcdo arctg x (grafico 2). Desse fato, concluiu que

3 5 7

X X X

actigx =x-—+———+

3 5 7
3
2
1

5 -4 -3 -2 =1 1 2 3 -

-1

- |

Gréfico 2: Esboco do gréfico do artgx
Fonte: Acervo da autora ( JOCILEA , 2019)

Este resultado é conhecido como “série de Gregory”.( Grafico 3)

3

= SiE

S i -6 -5 -4 -3 -2 LU’ 1 2 3 - 5 6 1

4

-2

Grafico 3: Representacao grafica das fungdes y=1/(1+x?) ( cor laranja) e y=arctgx ( cor azul)

Fonte: Acervo dos autores

|
1+ x ( Grafico 4)

entre 0 e x € In(1+ x) ( no mesmo grafico 4) para chegar a expressao (C. Boyer,

Por sua vez, Mercator usou que a area sob a hipérbole ¥ =

pgs. 265, 266)

2 3 4
X X X
mA+x)=X-—+—- —+... ,
2 3 4
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chamada hoje de “série de Mercator” .

Graéfico 4: Esboco do grafico da fungcao y=1/(1+x) ( em laranja) e da funcao ¥ = In(1+ x)

Fonte: Acervo dos autores

E obvio que esses matematicos deveriam chegar a mesma area, pois tendo em

vista que

1
f1+xdx—Ln(1+x)
E que

1
J‘mdx = artgx

A menos da constante de integracao.

Em 1748, L. Euler publicou o texto Introductio in analysin infinitorum, em
dois volumes. O primeiro deles versava sobre processos infinitos, entre os quais
séries infinitas. Euler era pouco cuidadoso no uso de tais séries, e as manipulava

arriscadamente. Usando a série da funcao

senz = z- z3/3 + z°/5!- ...

e de artificios engenhosos, Euler conseguiu resolver uma dificil questdao que
J. Bernoulli ndo tivera sucesso, a de obter a soma dos reciprocos dos quadrados
perfeitos. Apds alguns calculos, Euler obteve que (C.Boyer pg 307).

1 1 1 1 |
+ + + +...=—,

n* (2m)® (Gn)’  (“4n)’ 6

Ou

1 1 1 1y 1
A1 mrat o) =g
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e se conclui que

12 92 32 42 6
Outros nomes ilustres no Sec. XIX compdem o cenario que trata da convergéncia
das séries numéricas e das séries de funcdes, como Lagrange, Laplace, Dirichlet,

Fourier, Cauchy, Bolzano e Weierstrass.

2.2 Analise de maximo e minimo com énfase na série de Taylor

Considere os intervalos (a — h,a) e (a,a + h)

Seja f(x) uma funcdo continua no intervalo dado. Suponha que f(x) seja
uma maxima em o. Nesse caso, se f(a) € um maximo pode-se concluir que
f(a) > f(a— h), ou seja, a funcdo é crescente no intervalo (a — h,a) e como
f(a) > f(a+h) e, portanto, decrescente no intervalo (@ —h,a)e (a,a+ h).
Nesse caso, tem-se que f(a) < f(a—h)e f(a+ h) > f(a). Isto é, afungéo é
decrescente no intervalo (@ — h,a) e crescente em (a @+ h).

Observa-se ainda do ponto de vista geométrico que f'(a) = 0.

Pode-se usar a formula de Taylor para observar esse caso com mais detalhes
e do ponto de vista puramente analitico.

Expondo-se f(a —h) em série de Taylor, vem que,

h* h? h*
fla=h) = f(@) = hf'(@ + 57 £"1(@) = 5; (@) + 57 £ (@) + -

E de modo anéalogo para , vem que,
h? h3 h*
fla+h) =f@ +hf'(@) + o f1'(@) + 5 f1(@) + 7 (@) + -
Vamos considerar apenas os trés primeiros termos da série. Isto é,
h2
fla=h)—f(a) = —f(a)h + Ef”(a)

hZ
fla+h) - fla) =fl(@h+ 51" (@

Como se pode considerar que f'(a) =0
Vem que,

h2
fla=h = f(@) == f"(@)

hZ
fla+h) - f(@ =2 f"@
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Ou se a funcéo apresenta um minimo, vem que, f(a — h) — f(a) > 0, logo,

fl(a) >0

fla+h)—f(a) >0

Logo, f"(a) > 0.
Isso mostra que se a funcado possui uma 22 derivada positiva a funcédo apresenta
um minimo em f(a).

Para o caso de um ponto ser maximo, vem que,
h2
fla=h) = fa) =— f"(a)

B2
fla+h) - f(@ =7 f"@
Se a fungdo apresenta um maximo, vem que,
fla—h)—f(@)<0 ou  f(a)>f(a—h)
fla+h)—f(@) <0 ou  f(a)>f(a+h)

Nesse caso, tem-se que f/(a) < 0.

Vamos supor que f1(a) =0 -

h3 h*
fla=h) = f@) = —f"@ 5+ 1@

h3 h*
fla+h) =f(@) = (@) 5+ V(@5

Se f"(0) =0 -
h4
fla=h) = f@)=f"(@);

h4
fla+h) - fla)=f"(@)

Se f(a—h) — f(@) <0~ f(a) > fla—h)
fla+h) - f(@<0-

Logo, a fungao passa por maximo.
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Se fla—h) = f(@) >0 - f(a) < f(a—h)
fla+h)—f(@) <0~ f(a)<f(a+h)

Em ambos os casos, tem-se que f'V(a) > 0
A fung¢do possui um ponto de minimo.

Assim sendo € possivel construir a seguinte propriedade: todas as fungdes
derivadas de ordem par representa um ponto de maximo ou minimo na funcgao. .

2.3 AplicacoOes da série de Taylor

1-Usando a primeira féormula de Taylor, obtenha os valores dos pontos de
méaximo e minimo da fungdo y = x3 — 2x%2 + x — 1

2 - Dada afungdo y = x> — 4x* + 6x3 — 4x? + x

Obtenha os pontos de maximo e minimo

Solucéo,

Derivando a funcdo vy = x> —4x*+ 6x3 —4x%2+x, tem-se que,
y'(x) =5x* — 16x% + 18x% — 8x + 1

Observando que o valor 1 (um) € raiz da funcdo e fazendo as manipulagcdes
matematica, obtém-se que,

Y'(x) = (x — 1)(5x% — 11x2 + 7x — 1)

Observando os termos entre paréntese, a fungao cubica é ainda divisivel por 1
(um). Logo,

y'(x)=(x—1D(x—1)(5x% —6x+1)

De modo analogo, a funcdo quadratica apresenta como raizes os valore 1 e
1/5. Portanto,

As Ciéncias Exatas e da Terra e a Interface com varios Saberes 2 Capitulo 9




1
Y =@-DE-Dex-D(x-7)
Dessa maneira a funcéo derivavel apresenta tres raizes iguais e uma diferente.
As raizes séo,
x=1lex=1/5

Deve-se investigar para que valores atribuidos a segunda derivada se tem
um maximo ou um minimo. Dada a fungdo que representa a primeira derivada e

derivando, obtém-se,

y'(x) =5x* —16x3 + 18x%? — 8x + 1

y"(x) = 20x3 — 48x? 4+ 36x — 8

Levando o valor de 1/5 em y”(x), obtém-se que,

(3) = 26
y 5 - '

Que representa um ponto de maximo.
rr
De modo anélogo, levando o segundo valor em Y (x), vem que

y'(1)=0
O que leva a calcular a terceira derivada. Assim sendo, para
y'"(x) = 20x% — 48x% + 36x — 8
Derivando, obtém-se,
y'"'(x) = 60x? — 96x + 36

Calculando as raizes dessa funcéo, vem que,

x=1lex=3/5
Fazendo a quarta derivada, tem-se,

y“"(x) = 120x — 96
Substituindo o valor de x = 1 vem que
yi(1) = 24

O que representa um valor minimo.
Observe o tracado do grafico
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3 - Dada a funcdo f(x) =x® —3x%+ 2. Calcule os pontos de maximo e

minimo da funcéo.
Solucao

f) = x°

f'(x) =

3x(x — 2) —>{

—3x%2+42
3x2% — 6x

x=0
x =2

f'(x) =6x—6

f(0) = -6
@ =6

Tracado do gréfico

(ponto de maximo)

(ponto de minimo)

\y | :

4 - dada a Fungdo, f(x) = x* — 8x2 + 2, Obtenha os pontos maximo e

minimo e faca um esboco do grafico
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flx) =x*—8x?+2
f'(x) = 4x3 — 16x
f'(x) = 4x(x* —4)

x1—0
X, =2
X3—_2

f"(x) =12x* - 16
f"(0) =-16 (ponto de maximo)
f'"(=2)=f"(2)=48—-16 = 32 (ponto de minimo)

2.4 Exponencial

Em série de Taylor, tem-se as seguintes expansoes,
xn x2 x3
€x=z;'f=0§=1+X+;+?+"';(17)

oo (_1)nx2n

n=0 " (2p)

2 4 6
cosx = =1—%+Z—!—Z—]+---;(18)
(_1)nx2n+1

x3 IS x?
eI LT TR

senx = Y7,

A constante de Euler e, que é um numero irracional compreendido entre 2 e 3
(e = 2,71828 ...), é dada pela série

_ 1_ 1 1

n=0

que se obtém com x = 1.

Sera tomado o desenvolvimento como base para definir € com z complexo.
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Se €7 ja tivesse significado para z complexo, e o desenvolvimento fosse valido neste
caso, entao se teria, com y real,

iy oo @t @) | @)

e =1+1iy+ T TR T T G
iv _ . yz ‘y3 y‘l- '},5 yﬁ .y'?

eV =1+iy++i;+7+i7+7+Hi+- 2D

Admitindo ainda que seja possivel rearranjar os termos desta série, alocando
os termos reais e separando os termos imaginarios, obteve-se:

2 4 6

iy — YLy _ Yy
€ (1 2!+41 6!

3 5

+...)+i(y_y_+'y _3’_?+...)'(22)

31 51 7l
ou seja, em vista de,
e’ =cosy +iseny.(23)

Essas consideragdes, que puramente sao formais, ndo estabelecem a relacéao,
entretanto servem como motivacdo para se definir a funcdo exponencial. Isto é
feito tomando a relacdo como ponto de partida; ela aqui é utilizada para definir
a exponencial no caso de expoente puramente imaginario [y. Por outro lado, a
definicdo da exponencial no caso de um expoente qualquer Zz = x + Ly é feita de
uma forma a manter a propriedade aditiva da exponencial real:

e*1+¥2 = e*1e%2 (24)

Define-se, entdo, a exponencial €*, para um numero complexo qualquer
Z = X + 1y, mediante a expressao

e? = e**V = e*(cosyiseny). (25)
2.5 A formula de Euler
Observou-se que,
e = cosx + isenx (22)
Se for feito X = —X, tem-se que,
e~ = cos(—x) + i sen(—x)

Como cos(—x) = cos x, uma funcéo par e
sen(—x) = —senx, uma fungao impar
Vem que,

e ™ = cosx — isenx (23)
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Somando as duas expressoes (22) e (23), obtém-se,

eix + eix
cosx = ———— (24)

Derivando a expressao (24),

ieX — gix
—seny = ———
2

i(e_ix — ieix)

senx = -
2
i2 : :
sen— (e ™™ —e'*) -
5 ( )
senx = —— (e —e™ ™
57 ¢ )

Logo,

eix_e ix

senx = ——-— (25)

As expressdes dados por (24) e (25) podem ser uteis para o desenvolvimento

da trigonometria

Exemplo 1
, b X
Usando a férmula de Euler, mostre que cos? >+ sem? -=1

Solugéo:
Tomando (24) tem-se que:
X e% + e_%
s—=——>
2 2
X x o 1
2cos—=e2+—=
2 elE

ix ix
5 x ez-ez+4+1
COS— =
2 i X
2

_>

2 X x
1+ (exi) =2-e2 cosi

Ou
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Xy, 2 x X
(ei) ~2-ezcos5+1=0  (26)

X
A expressao dado por (26) representa uma funcéao quadratica em 615.
X

Denotando e’z = y, vem que

5 X
y —2yc055+1=0—>

Logo,
X
A=b2—4ac=4coszz—4-1-1
X
A=4(c052§—1)—>
X
= COS* = —
VA= 2 2o -1
Logo,
x ’ 2X _
_b++A 2c052i2 CoS . 1
Y=""2a ° 2
x+ , X 1
= COS— COS% — —
Y 252
Ou
x+_ 1 , X
= COS— ) — COS“ —
y 2T 2
Como
;X
y=312—>
ez =cos—+1i 1—c052§
Ou
x+_ X x+_ ) X
cos2 zsenz—cosz_z cos >
X 1 X
sen— = — cos?=—
2 2
Elevando ao quadrado, obtém-se que,
Capitulo 9
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X X

2 2
sen“—=1—cos*— —
2 2
X X
sen2—+c052§= 1

Exemplo 2
Sabe-se que o MHS a elongacao ou posi¢cao de uma particula pode ser expressa

da seguinte maneira,
x = Acos(wt + @)

Onde w é a frequéncia de oscilacdo e @ é a fase inicial. Usando as forcas
atuantes na particula e levando em conta a férmula de Euler, obtenha a expressao
x,vea.

Solucao

Como a particula oscila e n&o considerando a atrito, a forca restauradora F = -

KX (1) e igual a forca resultante f — 1, dz_x, logo,
dt?

d*x
m—os = —Kx = (3)

d?x
mm—l-f'{k’: 0

Ou

Supondo a priori, que

E na verdade a frequéncia de oscilacdo, tem-se que,

d?x )
—+ w’x =0 (6)

dt?
Sendo, para as raizes de r, tem-se que,
r+w?1=0-r?=-w?-
7 = Wi e r, = —wi (7)

Supondo que a solucao da equacao diferencial seja da forma
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x = A;e"t + A et (8)
Vem que,
x=A,e®t + A,emiwt (9)
Derivando até a 2% ordem, obtém-se que:

d?x . .
dtz — _w2Alew1t _ szze—th

Ou

d?x

7= —w?(A et + Aem@t) (10)

Elevado (8) e (10) em (6), vem que:
—w? (A1 + Aye ") + w?(A e + Aye ) = 0

O que mostra que (9) é a solucao de (6).
Devemos agora mostrar que a solucao é periédica. Assim sendo,

X = Al . ewit +A2 . E_iwt
Considerando que,

e®t = cos wt + i sen wt e e~ iwt = cos wt — i sen wt

Vem que,
x = A;(coswt + isenwt) + A,(cos wt — i sen wt)
x = (A, +A4,)coswt + i(A, — A,) sen wt

Como W # 0 e senwt, vem que tendo em vista que a solucdo deve ser real,

A=A, =A
Assim a solucéo sera
x =2Acoswt ou 2A=A4;
- x =A; coswt

Essa é uma solugao particular em que a particula inicia o movimento considerado
uma fase inicial @9 = 0. Se a particula iniciar o movimento com ®o # 0 Tem-se
qgue a posicao da particula sera

x = Acos(@, + wt)

Como era de se esperar.
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Para o caso da velocidade da particula, deriva-se a funcao x, logo,

dx

T V = —-wAsen(@y + wt)

E para a aceleracao, deriva-se novamente, obtendo,

LE S ?A cos(gy + wt
gz = @ = —w Acos(g wt)

Como x = Acos(@y + wt), vem que,

2

a=—w""X

O que mostra a caracteristica fundamental do MHS em que a aceleracao é

proporcional a elongacao.

31 COMPORTAMENTO GRAFICO DAS FUNGCOES E APROXIMACOES POR SERIE
DE TAYLOR

Nesse item é importante considerar que dada uma fungéo continua num intervalo
(a,b), pode-se considerar o comportamento do grafico das funcdes extraidas da série
de Taylor em relac&o a funcéo que gera tal série.

3.1 Funcao exponencial
Seja, por exemplo, a funcdo dada por
w XM x*  x3
e* =En:0E =14+x +z+;+ R

E preciso compreender o que acontece do ponto de vista grafico quando se
compara o comportamento do grafico da fungdo antes do primeiro membro com os
outros termos do segundo membro. O grafico (Figura 1) representa o grafico da

funcéo
_ y= et
Se considerar agora as funcdes
y=1+x

1+x+ a2

= X —

Y 2

1+x+ <

= X —_—

Y 2
1+x+ ul + <
= X — _—
Y 2 "6
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=1+ Jr""erJ"’ng4
M Ty

Considerando essas fungcdes como os termos da fungcdo em (18 ) e tracando os
graficos, tem-se que,

Gréfico :5 Tragado do grafico da fungédo exponencial e das fungdes oriundas da soma dos
primeiros termos da série de Taylor.

Fonte: Acervo dos autores

A primeira funcao que é a linear € denotada por fungao f, a do segundo grau por
funcéo g, a do terceiro grau por funcéo h e do quarto grau por funcéo p. De acordo
com o grafico, observa-se que a medida que vai se tomando os termos da serie de
Taylor, do ponto de vista grafico, eles vao se confundindo até ficarem iguais. Esse
comportamento pode ser observado quando se expande em serie uma detrmindada
funcéo continua num intervalo a e b.

3.2 Funcao cosseno

Considere a fungéo,
COSX= ) —————=1——4———F -}

n=0

Pode-se usar o mesmo raciocinio anterior e chegar nos seguintes graficos
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Grafico 6: Tragcado do grafico da fungdo cosseno e das fungdes oriundas da soma dos
primeiros termos da série de Taylor.

Fonte: Acervo dos autores

Onde se observa que a funcdo g representa a funcéo constante do primeiro
termo da serie de Taylor, a funcao h, sdo os dois primeiros termos, a funcao q os trés
primeiros termos, a funcéo e a fungéo p os quatro primeiros termos da serie. Observe
que a medida que se acrescentam os termos o tracado do grafico vai tomando o
comportamento da funcdo ¥ = COSX o que na verdade é o que se pode esperar.

3.3 Funcao seno

(_1)nx2ﬂ+1 3 x5 '?'
senx =), ——— =X __+___+
n=0 " (2n+1)! 5! (19)

Levando em conta os termos da série, tem-se que ,

X~ 7120 5020 "

Essas trés primeiras fungdes tracadas no plano cartesiano e comparando a

funcao seno, observa-se que ha uma convergéncia para fungcéo seno a medida que
os valores de n aumento (Figura 8)
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Graéfico 7: Tragado do grafico da fungcédo seno e das fungbes oriundas da soma dos primeiros
termos da série de Taylor.

Fonte: Acervo dos autores

Observa-se que desde que uma fungéo seja continua num intervalo [a, b] pode
ser expandida em série e que a medida que se consideram os termos da série cada
grafico da fungcdo considerada vai convergindo para a fungdo continua original. As
aproximacoes de tais fungdes sdo muito utilizadas na area da matematica e da fisica
quando se pode usar alguns termos da série de Taylor, como sdo 0s casos, por
exemplo, de movimentos de corpos com resisténcia do ar, péndulos simples e outros

temas onde a série de Taylor é utilizada.

3.4 Utilizacao da série de Taylor nos movimentos de corpos com forcas de atri-
to

Dessa maneira para o caso de forca dependente da velocidade ou forca de
retardamento, pode-se usar a notacao vetorial,
v

F = |v|"
v

Verifica-se experimentalmente que para objetos relativamente pequenos
movendo-se no ar, x = 1. Para velocidades menores que algo em torno de 24m/s
Para velocidades entre este valor e a velocidade do som (330m/s) A forca de
resisténcia € melhor descrita por 1 = 2.

Nesse sentido, podemos usar a 22 lei de Newton para obtencéo da v(t), x(t)
e V(x), de um objeto que se desloca onde ha a forca de resisténcia.

No caso de forca aplicada que dependem da velocidade, a equacao do

movimento pode ser escrita como:
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v F v dx F») dv F(
_— —_—— = — _—
mdt (v) » m. T dE (v) » mv . V)

Desde que se conheca a forma funcional de :F (v), pode-se realizar integragéo
de qualquer uma das duas formas da equag¢ao do movimento da equacao acima.

1 v dv 1t v dv
Sendom——F(v)%dv——th(v)%m ;dt% %%—;ftodtoum VQF(U)_

vdv

J’ dt>t=to+m] Vel

Conhecida a forma de como F varia com a velocidade, possivel obter a fungao
x(t)

Para obter a funcao x(v) ,vamos considerar a expressao

bv vdv
mva—F(v)%m%—dx%x—x0+ m[

v vdv
o F(v)’

Ao integrarmos esta equacdo, a sua forma funcional &€ que nos dira se
conseguiremos expressa-las em funcdo do tempo. Se a for¢ca de atrito for muito
pequeno, utiliza-se a seire de Taylor para expressar as fungdes velocidade, aceleragao
e posicao do corpo ou da particula para uma melhor compreensdo das grandezas
fisicas envolvidas.

Aplicacao

Considere um barco navegando nas aguas tranquilas de um lago, uma
velocidade Vp. No instante t = 0 desligam-se os motores do barco e considerando

esta posicdo como o marco zero da posicao, Determine as equa¢cdes do movimento

v(t), x(t) e x(v)

Considere que a forca de atrito entre o barco e a agua seja F(v) = —mkv
Solucao

dv dv dv
Sendo Fr=m— - m— = —mkv - — = —kdt

dt dt v

— Do enunciado do problema, temos que:

v t v
—J‘ kdt = —kt — lnv — Invg = —kt - In (—) =—kt > v=uv5ek
) 0 Vo
0
De acordo com essa Ultima expressdo, para t — 00, o banco tem como
velocidade v = (. Isto é:
v=I1imvy,.e ¥t =0

*Calculo de x(t)
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Sendo

dx dx x t
—=v -5 —=vp.e " 5 dx =vy,.e *dx - [ dt = f vo.e "kt dt >
dt dt § -
0=0 1]
‘ ~kt Yo o _kt Yo, —kt
X = v e tdt=——.e7" 5x=——(€""=-1) >
tDZO k k

14
x = fu + ekt

O que mostra a funcdo x(t) como sendo uma fungéo exponencial decrescente.
Para obter a distancia percorrida pelo barco no t, = 0 a t = °, devemos usar
o seguinte limite:

— Jisn 20 (1 _ ,—kty — Yo
x—i;mk(l e ) P

t = oo
*Calculo de x(v)
dv i dv dx I dv i
_— - - —_— — = = —_ —, = —
ar T ™Y T i de Vot v

dv ‘I.? X

—=—k—>J’ dv=—f kdx = —kx —

dx v 0

0

vV =vy— kx

Para t = 00, temos que X =v°/k—>v =0

Para a utilizacéo da série de Taylor, deve-se considerar o k como uma grandeza
fisica muito pequena. Nesse caso, levando a serie de Taylor dada pela expressao
em (16). Isto é,

2 3 n

FG) = F(O) +57.F(0) + 57 £(0) 51 f7/(0) b o f7(0) + -

Supondo a expresséo que corresponde da posicdo do barco e considerando
que a agua tem um coeficiente de arrastamento muito pequeno, pode-se expandir
em série a exponencial da seguinte expressao,

14
x=-"(1+e™)

Seja a fungao
y = ekt

Considerando a série de Taylor. Isto €,

fG) =) + 3 F/() + 55 f7(0) + 5 f7(0) oo+ 2 fH(O) + - (16)
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Pode-se obter a seguinte série exponencial,
E tendo em vista que a exponencial em série é dada pela expressao (17).1sto é,

. DOx'“_1 x?  x3 .
e —ZE— +x+i+§+---,

n=0

Logo,

k%t?  k3t3
—kt
=1—kt -
e + > 6 -+

Suponha que num determinado problema hipotético, o barco viaje numa agua

em que o coeficiente de atrito de arrastamento seja dado por k = 1s71
Nesse caso, levando os valores de K, tem-se que,
t? t3
—t
e =1—-t+—=———+";
2 6

Seja a funcdo que determina a posicéo do barco em cada instante t. Isto é,
Vo
x=—(1+e™
(L™

Considerando que o barco inicia 0 movimento com velocidade vy = 2m/s e
k = 1s7! dado

Levando os valores na expressao em x, vem que,
x=2.(1+e7%

Substituindo a expressao dentro do paréntese de acordo com a expansao em
serie de Taylor, tem-se que,
t? t3

=01 —1+¢t+ +
X =1 >

Ajustando os termos e substituindo os valores das grandezas k e obtem-se,
t? 3

x=2.(1+1-t+5——=+)

1
x=4—2t+t2—§t3+---)

Considerando para o tragado as novas fungdes representadas pelos primeiros
termos da série de Taylor, tem-se que,
Primeira funcdo dada pelos dois primeiros termos da série,

x =4 -2t

Segunda funcéo dadas pelos trés primeiros termos da série,
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x=4—2t+t?
A terceira funcéo dadas pelos quatro primeiros termos da série,

1
x=4—2t+t2—§t3

A quarta fungado dadas pelos cinco primeiros termos da série,

1 1
=4 -2t +t*—=-t3+—t*
X + 3 +12

A figura abaixo mostra o comportamento dos graficos das fun¢cdées em relacéo
o grafico da funcdo exponencial. As fungbes consideradas para analise fisica
do problema do barco mostram que como o problema é real ( fisico), os valores

temporais devem ser positivos.

Grafico 8: Tragado do gréafico da fungdo exponencial e dos gréficos das fun¢des oriundas da
soma dos primeiros termos da série de Taylor.

Fonte: Acervo dos autores

41 CONSIDERAGOES FINAIS

Nesse artigo se propbs estudar o comportamento das funcdes dos primeiros
termos da série da Taylor o possibilitou como aquelas fun¢gées se harmonizavam e
assumindo a forma da fung¢ao que originou a série.

Esse comportamento foi verificado em alguns problemas visto ao longo do
texto desse trabalho. Outra questdo é a verificacdo da tamanha importancia de
estudar e se dedicar no conhecimento da série de Taylor, tendo em vista as inUmeras
aplicagcbes nas areas do conhecimento humano, principalmente, na Fisica e na
prépria Matematica.

Dessa maneira, observou-se ao longo do texto que as formulas de Euler
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representa, a série de Taylor abrem muitos caminhos para interpretacées e
solucdes para outros desenvolvimentos e formulagcdes matematicas, que sob certas
particularidades, mostram-se Uteis para explicar alguns fendbmenos naturais, como
foi 0 caso por exemplo, do MHS e do langamento de um corpo com resisténcia do ar.

A série de Taylor foi usada para restringir a um caso ideal as funcées horarias
do corpo, recaindo na funcéo linear para a velocidade e na funcéo quadratica para
a posicao em funcao do tempo. Do ponto de vista grafico, mostrou-se os intervalos
em que os graficos gerados pelos termos da série podem ser considerados para a
descricdo do movimento do corpo.
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