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APRESENTAÇÃO

Os grandes avanços tecnológicos e o desenvolvimento no campo das Ciências 
Exatas e da Terra fizeram com que essa grande área do conhecimento ganhasse 
uma forte interface com diferentes áreas dos saberes, da agricultura à pedagogia, 
completando o aspecto da didática-aprendizagem, recursos ambientais e saúde. 

O leitor de “As Ciências Exatas e da Terra e a Interface com Vários Saberes 
2” terá oportunidade de conhecer as discussões atuais sobre e profundas relações 
das Ciências Exatas e da Terra permeando com outras áreas do conhecimento, pois 
esta obra apresenta uma refinada coletânea de trabalhos científicos relacionados a 
essa temática.  

Portanto, esta obra é direcionada a todos os técnicos, acadêmicos e profissionais 
das áreas das Ciências Exatas e da Terra e das demais áreas que, por ventura, 
tenham interesse em comtemplar as relações e interface das Ciências Exatas e da 
Terra. Nesse sentido, ressaltamos a importância desta leitura de forma a incrementar 
o conhecimento dos nossos leitores. 

Desejamos uma ótima leitura.

Raissa Rachel Salustriano da Silva-Matos
Nítalo André Farias Machado

Hosana Aguiar Freitas de Andrade
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RESUMO: O presente trabalho procura 
apresentar os conceitos e aplicabilidade da 
série de Taylor na forma exponencial complexa 
e não complexa, mostrando do ponto de vista 
gráfico que a função continua considerada 
e a  expansão dela  em  série, podem ser 
compreendidas no plano cartesiano como 
uma convergência de várias funções à medida 
que são representadas pelos termos da 
série, convergindo para o gráfico da função 
original.  Para uma melhor compreensão dessa 
convergência, utilizam-se a função exponencial, 
cosseno e seno levando em conta a tração 
delas com os traçados dos gráficos das funções 
representadas pelos termos da série. Aplica-se 
a série de Taylor em dois importantes problemas 
físicos relacionados com movimentos de corpos 
em meios fluidos para um pequeno valor de 
coeficiente de atrito para mostrar a importância 
da série de Taylor nessa área de conhecimento.  
A aplicabilidade dessas representações surge 
devido algumas dificuldades, como aproximar 
o valor numérico de funções na vizinhança de 
um ponto específico ou encontrar máximos e 
mínimos, que de modo direto não apresenta 
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tanta precisão e por isso se torna mais conveniente representar tais funções por 
séries. Desse modo, utilizando à pesquisa qualitativa, especificamente de revisão 
bibliográfica, a metodologia desenvolvida foi capaz de apresentar de modo satisfatório 
a relevância das séries de Taylor no das aproximações numéricas das funções.
PALAVRAS-CHAVE: Série de Taylor. Função  exponencial. Aplicações. 

ABSTRACT: The present work seeks to present the concepts and applicability of the 
Taylor series in a complex and non-complex exponential form, showing graphically that 
the function continues to be considered and its expansion in series can be understood 
in the Cartesian plane as a convergence of several functions as they are represented 
by the terms of the series, converging on the graph of the original function. For a 
better understanding of this convergence, we use the exponential, cosine and sine 
function taking into account their traction with the graphs of the functions represented 
by the terms of the series. The Taylor series is applied to two major physical problems 
related to fluid movement of bodies for a small friction coefficient value to show the 
importance of the Taylor series in this area of   knowledge. The applicability of these 
representations arises due to some difficulties, such as approximating the numerical 
value of functions in the vicinity of a specific point or finding maximums and minima, 
which directly does not present such precision and therefore it is more convenient to 
represent such functions by series. Thus, using the qualitative research, specifically 
literature review, the developed methodology was able to satisfactorily present the 
relevance of the Taylor series in the numerical approximations of functions.
KEYWORDS: Taylor series. Exponential Function Applications.

1 |  INTRODUÇÃO

O presente artigo procura abordar um estudo sobre a série de Taylor enfatizando 
importantes aplicabilidade nas áreas da Matemática e da Física para que seja possível 
mostrar o quanto é útil conhecer a série de Taylor para interpretar e resolver problemas 
que exigem aproximações para pequenos intervalos da variável x ou de um outro 
parâmetro.  O tema se justifica considerando que, por meio desse trabalho, o texto 
apresentado permite que na área de matemática seja possível compreender que a 
série de Taylor possui muitas aplicabilidade, como por exemplo no desenvolvimento 
da trigonometria com o auxilio da fórmula de Euler, nas determinações das tábuas 
trigonométricas, logarítmicas e de raízes quadradas, cubicas e etc.  

Dessa forma, o estudo permite que as teorias desenvolvidas possa estimular 
o leitor, buscando o interesse na compreensão de terçados de gráficos a partir dos 
termos da série, levando a uma comparação com a função originária da série. No 
estudo de alguns problemas físicos, como lançamento de corpos com resistência do 
ar, a série pode ser útil para verificar as funções horárias da posição, velocidade e 
aceleração do corpo por aproximações, recaindo no caso ideal. Para o movimento 
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harmônico simples, com a utilização da fórmula de Euler oriunda do conhecimento 
das expansões em série da exponencial, cossenoide e senoide, tornou-se possível 
realizar aplicabilidade para determinação da função horário de um corpo que realiza 
um MHS (movimento harmônico simples)

Por isso, este trabalho tem como objetivo apresentar os conceitos e as 
aplicabilidades da série de Taylor, abordando a conceituação e algumas relevantes 
aplicabilidades. Para tanto, os procedimentos técnicos a serem utilizados é de 
pesquisas bibliográfi cas sendo elaboradas por meio de materiais em sites como livros 
e artigos relacionados com o tema, fornecendo conceitos, teoremas, demonstrações, 
evidenciando a relevância desse assunto para a matemática.

Quanto aos objetivos específi cos, enfatizar um estudo sobre as séries com 
aplicação  no teste da razão e da raiz para identifi car a convergência e e divergência; 
Compreender alguns importantes conceitos dos números complexos relacionados 
com a forma polar e formulas de Moivre, tendo em vista que a fórmula de Euler é 
uma  representação desses números;  Mostrar um desenvolvimento em série de 
Taylor e aplicabilidade em diferentes problemas nas áreas da Matemática e da Física 
assim como traçados de gráfi cos para melhor entender os extremantes da função ( 
máximo e mínimo). 

2 |  HISTÓRICO DA   SÉRIE, MÁXIMO E MÍNIMO E APLICAÇÕES

Nesse tópico são defi nidas e desenvolvidas as séries numéricas e suas 
propriedades e Algumas vezes se necessário representar funções por séries, mais 
especifi camente série de potências. Entretanto, é preciso defi nir série de potência, 
estudar as principais propriedades e, além disso, verifi car que uma classe restrita de 
funções é representada através da mesma. 

2.1 Histórico Sobre As Séries 

A fi m de obter a área de um segmento parabólico, Arquimedes (≅ 250 a.C.) 
necessitou calcular a soma da progressão

1 + ¼ + (¼)2 + (¼)3 + ... = 4/3 
Que em outras palavras representa uma PG de razão q = 1/4.
Nesse caso se considerar que a sequencia conduz termo para o infi nito, pode-

se usar a notação de uma PG infi nita. Isto é,

Sendo , obtém-se para essa soma, 
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O que mostra que a soma de todos os termos é dada por 4/3. 
Embora o cálculo não tenha sido feito por processos infi nitos, que eram mal 

vistos naquele tempo, este foi um dos primeiros cálculos de somas infi nitas. Por 
volta de 1350, utilizando “processos infi nitos”, R. Suiseth (mais conhecido como 
Calculator) resolveu um problema sobre latitude de formas, equivalente ao cálculo 
da soma

Se for realizado nessa série o teste da razão. Isto eé,

Vem que

O que mostra ser a série convergente pelo teste da razão. 
(Calculator deu uma longa prova verbal, pois não conhecia representação 

gráfi ca). 
Outros avanços relacionados com séries foram obtidos (em 1668) por J. Gregory 

e N. Mercator , que trabalharam as chamadas “séries de potências de x” . Estas 
séries foram usadas para exprimirem funções conhecidas, como 
etc.  Gregory utilizou que a área sob a curva da função ( Gráfi co 1)   

Gráfi co 1: Representação gráfi ca da função y estudado por Gregory.
Fonte: Acervo dos autores
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é obtida através da função  (gráfi co 2). Desse fato, concluiu que 

Gráfi co 2: Esboço do gráfi co do 
Fonte:  Acervo da autora ( JOCILEA , 2019)

Este resultado é conhecido como “série de Gregory”.( Gráfi co 3) 

Gráfi co 3: Representação gráfi ca das funções y=1/(1+x2) ( cor laranja) e y=arctgx ( cor azul) 
Fonte: Acervo dos autores

Por sua vez, Mercator usou que a área sob a hipérbole  ( Gráfi co 4) 
entre 0 e x é  ( no mesmo gráfi co 4)  para chegar à expressão  (C. Boyer, 

pgs. 265, 266)
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chamada hoje de “série de Mercator” .

Gráfi co 4: Esboço do gráfi co da função y=1/(1+x) ( em laranja) e da função 
Fonte: Acervo dos autores

È obvio que esses matemáticos deveriam chegar a mesma área, pois tendo em 
vista que 

E que 

A menos da constante de integração. 
Em 1748, L. Euler publicou o texto Introductio in analysin infi nitorum, em 

dois volumes. O primeiro deles versava sobre processos infi nitos, entre os quais 
séries infi nitas. Euler era pouco cuidadoso no uso de tais séries, e as manipulava 
arriscadamente. Usando a série da função 

e de artifícios engenhosos, Euler conseguiu resolver uma difícil questão que 
J. Bernoulli não tivera sucesso, a de obter a soma dos recíprocos dos quadrados 
perfeitos.  Após alguns cálculos, Euler obteve que   (C.Boyer pg 307).

Ou 
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e se conclui que

Outros nomes ilustres no Sec. XIX compõem o cenário que trata da convergência 
das séries numéricas e das séries de funções, como Lagrange, Laplace, Dirichlet, 
Fourier, Cauchy, Bolzano e Weierstrass.  

2.2 Análise de máximo e mínimo com ênfase na série de Taylor

Considere os intervalos 
Seja  uma função contínua no intervalo dado. Suponha que  seja 

uma máxima em α. Nesse caso, se  é um máximo pode-se concluir que 
, ou seja, a função é crescente no intervalo  e como 
 e, portanto, decrescente no intervalo . 

Nesse caso, tem-se que  . Isto é, a função é 
decrescente no intervalo  e crescente em .

Observa-se ainda do ponto de vista geométrico que .
Pode-se usar a fórmula de Taylor para observar esse caso com mais detalhes 

e do ponto de vista puramente analítico.
Expondo-se  em série de Taylor, vem que,

E de modo análogo para , vem que,

Vamos considerar apenas os três primeiros termos da série. Isto é,

Como se pode considerar que 
Vem que,
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Ou se a função apresenta um mínimo, vem que, , logo,

e

Logo, .
Isso mostra que se a função possui uma 2ª derivada positiva a função apresenta 

um mínimo em .
Para o caso de um ponto ser máximo, vem que,

Se a função apresenta um máximo, vem que,

Nesse caso, tem-se que .

Vamos supor que 

Se 

Logo, a função passa por máximo.
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Em ambos os casos, tem-se que 
A função possui um ponto de mínimo.
Assim sendo é possível construir a seguinte propriedade: todas as funções 

derivadas de ordem par representa um ponto de máximo ou mínimo na função. .

2.3 Aplicações da série  de Taylor

1-Usando a primeira fórmula de Taylor, obtenha os valores dos pontos de 
máximo e mínimo da função 

2 - Dada a função 
Obtenha os pontos de máximo e mínimo
Solução,
Derivando a função , tem-se que, 

Observando que o valor 1 (um) é raiz da função e fazendo as manipulações 
matemática, obtém-se que,

Observando os termos entre parêntese, a função cúbica é ainda divisível por 1 
(um). Logo,

De modo análogo, a função quadrática apresenta como raízes os valore 1 e 
1/5. Portanto,



As Ciências Exatas e da Terra e a Interface com vários Saberes 2 Capítulo 9 91

Dessa maneira a função derivável apresenta tres raízes iguais e uma diferente.
As raízes são,

Deve-se investigar para que valores atribuídos a segunda derivada se tem 
um máximo ou um mínimo. Dada a função que representa a primeira derivada e 
derivando, obtém-se,

Levando o valor de 1/5 em  , obtém-se que,

Que representa um ponto de máximo.
De modo análogo, levando o segundo valor em , vem que 

O que leva a calcular a terceira derivada. Assim sendo, para 

Derivando, obtém-se, 

Calculando as raízes dessa função, vem que,

Fazendo a quarta derivada, tem-se,

Substituindo o valor de  vem que 

O que representa um valor mínimo. 
Observe o traçado do gráfi co
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3 - Dada a função . Calcule os pontos de máximo e 
mínimo da função. 

Solução 

Traçado do gráfi co 

4 - dada a  Função, , Obtenha os pontos máximo e 
mínimo e faça um esboço do gráfi co 
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2.4 Exponencial 

Em série de Taylor, tem-se as seguintes expansões,

A constante de Euler e, que é um número irracional compreendido entre 2 e 3 
, é dada pela série 

que se obtém com . 
Será tomado o desenvolvimento como base para defi nir ez com z complexo. 
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Se ez já tivesse signifi cado para z complexo, e o desenvolvimento fosse válido neste 
caso, então se teria, com y real,

Admitindo ainda que seja possível rearranjar os termos desta série, alocando 
os termos reais e separando os termos imaginários, obteve-se:

ou seja, em vista de,

Essas considerações, que puramente são formais, não estabelecem a relação, 
entretanto servem como motivação para se defi nir a função exponencial. Isto é 
feito tomando a relação como ponto de partida; ela aqui é utilizada para defi nir 
a exponencial no caso de expoente puramente imaginário . Por outro lado, a 
defi nição da exponencial no caso de um expoente qualquer  é feita de 
uma forma a manter a propriedade aditiva da exponencial real:

Defi ne-se, então, a exponencial ez, para um número complexo qualquer 
, mediante a expressão 

2.5 A fórmula de Euler

Observou-se que,

Se for feito , tem-se que,

Como , uma função par e
, uma função ímpar

Vem que,
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Somando as duas expressões (22) e (23), obtém-se,

Derivando a expressão (24),

Logo,

As expressões dados por (24) e (25) podem ser úteis para o desenvolvimento 
da trigonometria

Exemplo 1
Usando a fórmula de Euler, mostre que 
Solução:
Tomando (24) tem-se que:

Ou
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A expressão dado por (26) representa uma função quadrática em .
Denotando 
A expressão dado por (26) representa uma função quadrática em 

, vem que

Logo,

Logo,

Ou

Como

Ou

Elevando ao quadrado, obtém-se que, 
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Exemplo 2
Sabe-se que o MHS a elongação ou posição de uma partícula pode ser expressa 

da seguinte maneira,

Onde  é a frequência de oscilação e  é a fase inicial. Usando as forças 
atuantes na partícula e levando em conta a fórmula de Euler, obtenha a expressão  

.
Solução
Como a partícula oscila e não considerando a atrito, a força restauradora F = - 

KX (1) é igual a força resultante , logo,

Ou

Supondo a priori, que

É na verdade a frequência de oscilação, tem-se que,

Sendo, para as raízes de r, tem-se que,

Supondo que a solução da equação diferencial seja da forma
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Vem que,

Derivando até a 2ª ordem, obtém-se que:

Ou

Elevado (8) e (10) em (6), vem que:

O que mostra que (9) é a solução de (6).
Devemos agora mostrar que a solução é periódica. Assim sendo,

Considerando que,

Vem que,

Como  e , vem que tendo em vista que a solução deve ser real,  
 ou

Assim a solução será

Essa é uma solução particular em que a partícula inicia o movimento considerado 
uma fase inicial . Se a partícula iniciar o movimento com  Tem-se 
que a posição da partícula será

Como era de se esperar.
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Para o caso da velocidade da partícula, deriva-se a função x, logo,

E para a aceleração, deriva-se novamente, obtendo,

Como , vem que,

O que mostra à característica fundamental do MHS em que a aceleração é 
proporcional a elongação.

3 |  COMPORTAMENTO GRÁFICO DAS FUNÇÕES E APROXIMAÇÕES POR SÉRIE 
DE TAYLOR

Nesse item é importante considerar que dada uma função continua num intervalo 
(a,b), pode-se considerar o comportamento do gráfi co das funções extraídas da série 
de Taylor em relação a função que gera tal série. 

3.1 Função exponencial 

Seja, por exemplo, a função dada por 

É preciso compreender o que acontece do ponto de vista gráfi co quando se 
compara o comportamento do gráfi co da função antes do primeiro membro com os 
outros termos do segundo membro. O gráfi co (Figura 1) representa o gráfi co da 
função 

Se considerar agora as funções 
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Considerando essas funções como os termos da função em (18 ) e traçando os 
gráfi cos, tem-se que,

Gráfi co :5 Traçado do gráfi co da função exponencial e das funções oriundas da soma dos 
primeiros termos da série de Taylor.  

Fonte: Acervo dos autores

A primeira função que é a linear é denotada por função f, a do segundo grau por 
função g, a do terceiro grau por função h e do quarto grau por função p. De acordo 
com o gráfi co, observa-se que a medida que vai se tomando os termos da serie de 
Taylor, do ponto de vista gráfi co, eles vão se confundindo até fi carem iguais. Esse 
comportamento pode ser observado quando se expande em serie uma detrmindada 
função continua num intervalo a e b. 

3.2 Função cosseno

Considere a função, 

Pode-se usar o mesmo raciocínio anterior e chegar nos seguintes gráfi cos 
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Gráfi co 6: Traçado do gráfi co da função cosseno  e das funções oriundas da soma dos 
primeiros termos da série de Taylor.  

Fonte: Acervo dos autores

Onde se observa que a função g representa a função constante do primeiro 
termo da serie de Taylor, a função h, são os dois primeiros termos, a função q os três 
primeiros termos, a função e a função p os quatro primeiros termos da serie. Observe 
que á medida que se acrescentam os termos o traçado do gráfi co vai tomando o 
comportamento da função  o que na verdade é o que se pode esperar. 

3.3 Função seno 

    (19)

Levando em conta os termos da série, tem-se que ,

Essas três primeiras funções traçadas no plano cartesiano e comparando a 
função seno, observa-se que há uma convergência para função seno à medida que 
os valores de n aumento (Figura 8)
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Gráfi co 7: Traçado do gráfi co da função seno  e das funções oriundas da soma dos primeiros 
termos da série de Taylor.  
Fonte: Acervo dos autores

Observa-se que desde que uma função seja continua num intervalo [a, b] pode 
ser expandida em série e que à medida que se consideram os termos da série cada 
gráfi co da função considerada vai convergindo para a função continua original.  As 
aproximações de tais funções são muito utilizadas na área da matemática e da física 
quando se pode usar alguns termos da série de Taylor, como são os casos, por 
exemplo, de movimentos de corpos com resistência do ar, pêndulos simples e outros 
temas onde a série de Taylor é utilizada. 

3.4 Utilização da série de Taylor nos movimentos de corpos com forças de atri-
to

Dessa maneira para o caso de  força dependente da velocidade ou força de 
retardamento, pode-se usar a notação vetorial,

Verifi ca-se experimentalmente que para objetos relativamente pequenos 
movendo-se no ar, . Para velocidades menores que algo em torno de 
Para velocidades entre este valor e a velocidade do som  A força de 
resistência é melhor descrita por  2.

Nesse sentido, podemos usar a 2a lei de Newton para obtenção da 
e , de um objeto que se desloca onde há a força de resistência.

No caso de força aplicada que dependem da velocidade, a equação do 
movimento pode ser escrita como:
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Desde que se conheça a forma funcional de , pode-se realizar integração 
de qualquer uma das duas formas da equação do movimento da equação acima.

Conhecida a forma de como F varia com a velocidade, possível obter a função 

Para obter a função ,vamos considerar a expressão

Ao integrarmos esta equação, a sua forma funcional é que nos dirá se 
conseguiremos expressá-las em função do tempo. Se a força de atrito for muito 
pequeno, utiliza-se a seire de Taylor para expressar as funções velocidade, aceleração 
e posição do corpo ou da partícula para uma melhor compreensão das grandezas 
físicas envolvidas. 

Aplicação
Considere um barco navegando nas águas tranquilas de um lago, uma 

velocidade . No instante  desligam-se os motores do barco e considerando 
esta posição como o marco zero da posição, Determine as equações do movimento   

Considere que a força de atrito entre o barco e a água seja 
Solução
Sendo 
Solução

→ Do enunciado do problema, temos que:

De acordo com essa última expressão, para , o banco tem como 
velocidade . Isto é:

*Cálculo de 
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Sendo

O que mostra a função  como sendo uma função exponencial decrescente.
Para obter a distância percorrida pelo barco no  a , devemos usar 

o seguinte limite:

*Cálculo de 

Para , temos que 

Para a utilização da série de Taylor, deve-se considerar o k como uma grandeza 
física muito pequena. Nesse caso, levando a serie de Taylor dada pela expressão 
em (16). Isto é, 

Supondo a expressão que corresponde da posição  do barco e considerando 
que a água tem um coefi ciente de arrastamento muito pequeno, pode-se expandir 
em série a exponencial da seguinte expressão, 

Seja a função 

Considerando a  série de Taylor. Isto é,  

 (16)
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Pode-se obter a seguinte série exponencial, 
E tendo em vista que a exponencial em série é dada pela expressão (17).Isto é,

Logo, 

Suponha  que num determinado problema hipotético, o barco viaje numa água 
em que o coefi ciente de atrito de arrastamento seja dado por 

Nesse caso, levando os valores de K, tem-se que, 

Seja  a função que determina a posição do barco em cada instante t. Isto é,

Considerando que o barco inicia o movimento com velocidade  e
dado

Levando os valores na expressão em x, vem que,

Substituindo a expressão dentro do parêntese de acordo com a expansão em 
serie de Taylor, tem-se que,

Ajustando os termos  e substituindo os valores das grandezas k e  obtem-se,

Considerando para o traçado as novas funções representadas pelos primeiros 
termos da série de Taylor, tem-se que, 

Primeira função dada pelos dois primeiros termos da série, 

Segunda função dadas pelos três  primeiros termos da série, 
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A terceira  função dadas pelos quatro  primeiros termos da série, 

A quarta   função dadas pelos cinco  primeiros termos da série, 

A fi gura abaixo mostra o comportamento dos gráfi cos das funções em relação 
o gráfi co da função exponencial.  As funções consideradas para análise física 
do problema do barco mostram que como o problema é real ( físico), os valores 
temporais devem ser positivos. 

Gráfi co 8: Traçado do gráfi co da função exponencial   e dos gráfi cos das funções oriundas da 
soma dos primeiros termos da série de Taylor.  

Fonte: Acervo dos autores

4 |  CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Nesse artigo se propôs estudar o comportamento das funções dos primeiros 
termos da série da Taylor o possibilitou como aquelas funções se harmonizavam e 
assumindo a forma da função que originou a série. 

Esse comportamento foi verifi cado em alguns problemas visto ao longo do 
texto desse trabalho.  Outra questão é a verifi cação da tamanha importância de 
estudar e se dedicar no conhecimento da série de Taylor, tendo em vista as inúmeras 
aplicações nas áreas do conhecimento humano, principalmente, na Física e na 
própria Matemática. 

Dessa maneira, observou-se ao longo do texto que as fórmulas de Euler 
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representa, a série de Taylor abrem muitos caminhos para interpretações e 
soluções para outros desenvolvimentos e formulações matemáticas, que sob certas 
particularidades, mostram-se úteis para explicar alguns fenômenos naturais, como 
foi o caso por exemplo, do MHS e do lançamento de um corpo com resistência do ar. 

A série de Taylor foi usada para restringir a um caso ideal as funções horárias 
do corpo, recaindo na função linear para a velocidade e na função quadrática para 
a posição em função do tempo. Do ponto de vista gráfico, mostrou-se os intervalos 
em que os gráficos gerados pelos termos da série podem ser considerados para a 
descrição do movimento do corpo.
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