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APRESENTAÇÃO

Atualmente, podemos notar a grande necessidade do desenvolvimento das 
ciências, bem como o aprimoramento dos conhecimentos já adquiridos pela sociedade. 
Sabe-se também que as ciências exatas cumprem um papel importantíssimo na 
construção de saberes ligados a humanidade e a tecnologia.

Tal desenvolvimento só se torna capaz por meio de autores que dedicam o seu 
tempo e estudo na construção teórica-metodológica de pesquisas científicas que 
vêm contribuir com a sociedade como um todo, encorpando o conhecimento sobre 
vários assuntos que envolvem as ciências exatas.

Neste e-book como o próprio título sugere, o leitor encontrará uma mescla 
de assuntos ligados a estudos em ciências exatas nas mais diversas áreas do 
conhecimento. Desde temas ligados ao ensino de ciências a temas muito particulares 
envolvendo mecânica, robótica, computação, algoritmos, dentre outros.

Ao leitor, corroboro que esta obra intitulada “Estudos Teórico-Metodológicos nas 
Ciências Exatas” tem muito a contribuir com a área, podendo engrandecer o trabalho 
de pesquisadores em ciências exatas nas mais diversas áreas do conhecimento.

Bons estudos

Felipe Antonio Machado Fagundes Gonçalves
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AVALIAÇÃO DO DESEMPENHO METROLÓGICO DOS 
MÉTODOS DE MQ E MZ UTILIZADOS EM MMC

CAPÍTULO 4
doi

João Pedro Correa Argentin
Centro Universitário FEI, joao.pedro.argentin@gmail.

com

Denise Pizarro Vieira
Centro Universitário FEI, vieiradp@fei.edu.br

RESUMO: Este trabalho tem como objetivo 
avaliar o desempenho metrológico dos dois 
principais métodos, Mínimos Quadrados (MMQ) 
e Mínima Zona (MMZ), utilizados nos programas 
computacionais para determinar as geometrias 
substitutas nas medições em Máquina de Medir 
por Coordenadas (MMCs). Ambos os métodos 
foram implementados e os resultados obtidos 
foram comparados com aqueles resultantes da 
medição em MMCs. Foi possível concluir que 
o MMZ apresentou um erro de circularidade, 
geralmente, pouco inferior ao erro gerado pelo 
MMQ. Porém, nos quesitos repetibilidade e 
esforço computacional o MMQ sobressaiu-se 
ao MMZ.
PALAVRAS CHAVE: Máquinas de Medir por 
Coordenadas, erros de Medição, métodos de 
Ajuste

ABSTRACT: This work aims to evaluate the 
metrological performance of the two main 
methods, Minimum Square (MMQ) and 

Minimum Zone (MMZ), used in computational 
software to determine the substitute 
geometries in Coordinate Measuring Machine 
(CMM) measurements. Both methods were 
implemented and the obtained results were 
compared with those resulting from the MMC 
measurements. It was concluded that the MMZ 
showed a circularity errors, generally, lower than 
those generated by MMQ. However, considering 
the repeatability and the computational effort 
the MMQ showed a better performance than the 
MMZ.

1 |  INTRODUÇÃO

Máquinas de Medir por Coordenadas 
(MMCs) possibilitam efetuar o controle 
dimensional e geométrico das peças de 
forma rápida e simples, utilizando programas 
computacionais dedicados. Estes programas 
utilizam diferentes algoritmos para ajustar a 
geometria substituta, os quais podem produzir 
resultados expressivamente distintos quando 
aplicados para a mesma finalidade. Os dois 
métodos mais difundidos e utilizados nas 
MMCs são: o método dos Mínimos Quadrados 
e o Método da Mínima Zona.

O método da mínima zona (MMZ) consiste 
em determinar a menor diferença radial entre 
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dois círculos concêntricos, um exterior e um interior, que contenha todos os pontos 
apalpados como ilustra a figura 1 (à esquerda). Na literatura existem diferentes 
algoritmos para implementar este método (Xiuming et al., 2014). A figura 1 (à direita) 
ilustra o método dos Mínimos Quadrados (MMQ), este método determina o melhor 
ajuste possível para um conjunto de dados, usando como critério, minimizar a soma 
dos quadrados das diferenças entre o valor estimado e os dados. Essas diferenças 
são conhecidas como resíduos. 

Figura 1. Método da Mínima Zona para determinação do diâmetro de um furo (à esquerda). 
Método dos Mínimos Quadrados para determinação do diâmetro de um furo (à direita)

2 |  METODOLOGIA

O Método dos Mínimos Quadrados e o Método da Mínima Zona foram 
implementados na plataforma do MatLab R2017a. Nos programas os dados de 
entrada foram o número de pontos utilizados para definir a geometria furo e o conjunto 
de pares ordenados destes pontos. Como resultado, os programas forneceram as 
coordenadas de centro do furo  e o raio do furo . Para desenvolvimento 
do programa responsável pelo MMZ utilizou-se o algoritmo apresentado por Dhanish 
(2002) e para o MMQ utilizaram-se as equações propostas por Sato (2002).

O diâmetro de quatro furos também foi medido utilizando duas MMCs, uma 
pertencente ao Centro Universitário FEI e a outra da Universidade Federal de 
Uberlândia (UFU). Os valores decorrentes das medições efetuada em ambas as 
MMCs foram comparados com os valores fornecidos pelos programas desenvolvidos 
neste trabalho. 

Além da comparação com os valores obtidos em medições em MMCs, os 
programas desenvolvidos também foram submetidos a testes de sensibilidade, 
alterando os valores das coordenadas dos pontos de entrada da máquina e observando 
as variações causadas nas respostas dos mesmos. O tempo de resposta de cada 
algoritmo, assim como, o desvio de circularidade gerado foi observado e registrado 
em cada caso.
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Visando avaliar a sensibilidade dos métodos, pequenas alterações foram 
introduzidas nos valores das coordenadas dos pontos a partir dos quais são 
determinadas as geometrias substitutas. Para tanto foi considerado o desvio de 
circularidade determinado variando-se o número de pontos. As alterações introduzidas 
em cada caso e o número de pontos considerado são mostrados na Tab. (1). Os 
valores de circularidade obtidos em cada caso são mostrados nas Figs. 8 a 11. 

Alteração MMQ MZ MC

4 Pontos

Raio Real 2,0000 2,0000 2,0000

Alterando X em -0,001 2,0005 2,0003 2,0005

Alterando X em +0,001 1,9998 1,9998 2,0000

Alterando Y em +0,002 1,9995 1,9995 2,0000

Alterando X (-0,001) e Y(+0,002) 1,9998 1,9998 2,0000

8 pontos
Raio Real 10,00000 10,00000 10,00000

Causando disturbios de 10-5 10,00011 10,00000 10,00002

12 Pontos

Raio Real 10,00000 10,00000 10,00000

Disturbio na ordem 10-5 10,00000 9,99999 10,00007

Disturbio na ordem 10-3 10,00029 10,00049 10,00369

20 Pontos
Raio Real 10,00000 10,00000 10,00000

Disturbio na ordem 10-3 10,00000 10,00000 10,00101

Tabela 1. Alterações introduzidas nas coordenadas dos pontos e o número de pontos 
considerado. Todos os valores são expressos em mm.

3 |  RESULTADOS

Na Figura 2a são mostrados os valores médios de diâmetros obtidos na MMC 
e pelo programa desenvolvido, aplicando o MMQ. Nesta figura são mostradas as 
barras de erro representado os valores de desvio padrão para uma confiabilidade 
de 95,45 %. Para facilitar a análise a Fig. 2b mostra as diferenças observadas entre 
estes valores para os quatro furos avaliados.

Figura 2. Valores médios de diâmetros obtidos na MMC e pelo programa desenvolvido, 
aplicando o método dos Mínimos Quadrados (a). Diferença entre os valores fornecidos pela 

MMC e pelo programa desenvolvido (b)



Estudos Teórico-Metodológicos nas Ciências Exatas Capítulo 4 30

A partir da Figura 2a se conclui que os valores fornecidos pelo programa 
desenvolvido e pela MMC foram similares. Observa-se que os valores fornecidos 
pelo programa desenvolvido sempre foram maiores. As diferenças observadas 
foram iguais ou menores que 2 µm para os furos 1, 2 e 3, e podem ser considerados 
adequados com relação à exatidão da medição. Já o furo número 4 apresentou 
uma diferença de 6 µm. Uma análise deverá ser conduzida visando identificar as 
possíveis causas. Muito provavelmente houve um erro no registro dos valores de 
entrada no programa. A Partir da Fig. 2a se conclui que a repetibilidade associada 
aos valores médios de diâmetro obtidos pelo programa desenvolvido foi similar e 
ligeiramente pior que a observada para a MMC.

Na Figura 3a são mostrados os valores médios de diâmetros obtidos na MMC e 
pelo programa desenvolvido, aplicando o MMZ. Nesta figura são mostradas as barras 
de erro representado os valores de desvio padrão para uma confiabilidade de 95,45 
%. Para facilitar a análise a Fig. 3b mostra as diferenças observadas entre estes 
valores para os quatro furos avaliados. A partir da Fig. 3a se conclui que os valores 
fornecidos pelo programa desenvolvido e pela MMC foram similares. Na Figura 3b 
se observa que não houve uma tendência definida do comportamento dos valores 
de diâmetro fornecidos pelo programa desenvolvido. Estes foram maiores para os 
furos 2 e 3 e menores para os furos 1 e 4. Os valores de diferença observados neste 
caso foram expressivos. 

Figura 4. Valores médios de diâmetros obtidos na MMC e pelo programa desenvolvido, 
aplicando o método da Mínima Zona (a). Diferença entre os valores fornecidos pela MMC e pelo 

programa desenvolvido (b)

A Partir da Figura 4a se conclui que a repetibilidade associada aos valores 
médios de diâmetro obtidos pelo programa desenvolvido é similar à observada para 
a MMC. Não se observou uma tendência definida, uma vez que a repetibilidade pode 
ser melhor para a MMC em um determinado furo (Furos 2 e 4) e pior (Furos 1 e 3). 
Fazendo uma comparação entre a repetibilidade associada aos valores médios de 
diâmetro obtidos pelos MMZ e MMQ pode-se concluir que o MMQ foi superior. 

A Figura 5 mostra os valores médios de diâmetro obtidos pelos MMQ e MMZ. 
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Figura 5. Valores médios de diâmetro obtidos pelos MMQ e MMZ

Na Figura 5 se observa que o desempenho do MMQ foi superior fornecendo 
valores de diâmetros mais próximos. Vale lembrar que para a determinação do círculo 
por mínima zona, Barczak (1996) destacou que são utilizados diversos algoritmos 
heurísticos, algoritmos de aproximação linear e algoritmos baseados em geometria 
computacional. Assim as diferenças observadas podem ser atribuídas a este fato. Por 
ser matematicamente mais simples o MMQ é o mais utilizado. Este dispensa o uso 
de recursos computacionais avançados para sua implementação. Ainda, apresenta 
baixa sensibilidade à presença de pontos extremos (outliers) e é aplicável para ajuste 
da maioria das geometrias substitutas. Weckenmann et al., (1995) destacaram que 
é importante entender e quantificar a diferença entre os valores fornecidos pelos 
métodos de ajuste, a fim de que decisões coerentes sejam tomadas. Rosa (2016) 
observou ao medir diâmetros de anéis–padrão que os MMQ e MMZ apresentaram 
valores de erros sistemáticos e exatidão similares. 

Na Figura 6 se observa que os valores de circularidade fornecidos pelos 
métodos MQ e MZ foram similares quando pequenas alterações foram introduzidas 
nas coordenadas dos pontos. Enquanto que o método MC forneceu valores 
significativamente diferentes. Este comportamento foi observado mesmo com o 
aumento do número de pontos considerado, como mostram as Figs. 7 e 8.
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Figura 6. Valores de desvio de circularidade obtidos introduzindo pequenas alterações nas 
coordenadas dos pontos. Quatro pontos

Figura 7. Valores de desvio de circularidade obtidos introduzindo pequenas alterações nas 
coordenadas dos pontos. Oito e doze pontos

Figura 8. Valores de desvio de circularidade obtidos introduzindo pequenas alterações nas 
coordenadas dos pontos. Vinte pontos

Percebeu-se que ao aumentar o número de pontos diminui-se a variação 
geradas pelas alterações nos resultados obtidos, provando assim, que o aumento 
do número de pontos diminui a sensibilidade aos outliers em ambos os métodos. 
Fazendo uma comparação entre a repetibilidade associada aos valores médios de 
diâmetro obtidos pelo MZ e pelo MMQ pode-se concluir que o segundo foi superior.
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Levando em consideração todas as medições tomadas neste trabalho foi 
possível observar que o MZ obteve leve vantagem em relação MMQ no quesito erro 
de circularidade, tendo resultados, geralmente, semelhantes ou pouco inferiores aos 
do MMQ.  Observou-se que o tempo de resposta, no mesmo computador e para a 
mesma medida, nos dois algoritmos implementados era diferente. O MMQ, em geral, 
retorna uma resposta mais rápida do que o MZ, comprovando que o primeiro exige 
um esforço computacional menor do que o segundo. 

4 |  CONCLUSÕES

Dos métodos implementados e da análise de dados pode-se concluir que:
Os algoritmos implementados mostraram-se eficientes para determinar as 

coordenadas do centro e do raio do furo.
A repetibilidade associada aos valores médios do diâmetro obtido pelo MMQ foi 

melhor do que a do MMZ.
O esforço computacional associado à implementação do MMQ foi menor do 

que a do MMZ.
O MMZ apresentou erros de circularidade na mesma ordem de grandeza ou 

inferiores aos erros de circularidade obtidos nas medições utilizando o MMQ. 
Os valores dos diâmetros dos furos obtidos pelo MMZ, dados pela MMC da 

UFU e do programa implementado foram significativamente diferentes. Diversos 
algoritmos heurísticos, algoritmos de aproximação linear e algoritmos baseados em 
geometria computacional são usados para determinar o círculo de mínima zona. As 
diferenças observadas podem ser atribuídas a este fato. Cabe ressaltar que os erros 
de circularidade foram similares. 
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