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APRESENTAÇÃO

A obra “As Diversidades de Debates na Pesquisa em Matemática 3” aborda uma 
série de livros de publicação da Atena Editora. Este Volume em seus 13 capítulos 
apresenta resultados de pesquisas que trazem a matemática como caminho de 
leitura, análise e reflexões sobre uma diversidade de temáticas da atualidade, de 
um ponto de vista crítico e sistemático, apresentando compreensões a partir de um 
diálogo da educação matemática e da matemática enquanto ciência aplicada em 
uso social.

Os trabalhos que evidenciam inferências frente ao campo da Educação 
Matemática expõem conclusões a respeito do uso de tecnologias nas aulas de 
matemática alavancada pelo uso de softwares educativos, o uso de jogos como uma 
metodológica ativa para o ensino e para a aprendizagem, incluindo neste escopo o 
uso de games de consoles para a aprendizagem matemática em sala de educação 
especial. Traz a transdisciplinaridade, fundamentada pela teoria da complexidade, 
como aporte para a compreensão da diversidade. Apresenta pesquisa sobre como 
despertar nos alunos o interesse pela estatística e a probabilidade por meio de suas 
diversas aplicações, assim como sobre o uso dos números racionais em atividades 
de compostagem para estimular consciências, ações e atitudes ecologicamente 
corretas.

No que tange ao uso da matemática como ferramenta para interpretações nos 
fenômenos sociais, apresenta pesquisas sobre o Número de Euler em constantes 
financeiras como ferramenta tecnológica na resolução de problemas diários, sobre 
as ideias de ângulos de contato em casos físico-químicos de molhabilidade na 
produção de tintas, sobre o uso da modelagem matemática aplicada em casos 
de dessalinização da água, assim como o seu uso na redução dos riscos de 
investimentos em pesquisa norteada pela Teoria de Carteiras. O uso de ferramentas 
matemáticas, como técnicas de verificação estatística também é evidenciada pelas 
séries temporais na pesquisa sobre modelos numéricos de previsão do tempo. 
E a estatística em suas séries temporais como uma ferramenta de abordagem 
quantitativa para questões socioeconômicas.

Este volume é direcionado para todos os pesquisadores que fazem uso da 
matemática como ferramenta no âmbito da ciência sociais e aplicadas, e aos 
educadores que pensam, refletem e analisam o ensino e a aprendizagem no âmbito 
da educação matemática.

Annaly Schewtschik
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OTIMIZAÇÃO DE CARTEIRAS DE INVESTIMENTO DE 

RISCO
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RESUMO: Os estudos de Markowitz, 1952 
foram a base para a Moderna Teoria de 
Carteiras, que apresenta a diversificação 
como principal instrumento para a redução 
do risco global de uma carteira (portfolio) de 
investimentos. A Moderna Teoria de Carteiras 
teve início com a publicação do artigo Portfolio 
Selection por Markowitz (1952). A utilização 
da diversificação como forma de redução do 
risco de uma carteira foi amplamente discutida 
e comprovada por meio de estudos sobre a 
correlação entre os ativos. A eficiência de uma 
carteira é relacionada pelo binômio risco e 
retorno, ou seja, o investidor pode sempre que 
desejar reduzir o risco de seus investimentos, 
alterando a alocação, com o intuito de manter 

o retorno desejado. Assim sendo, é necessário 
que carteiras sejam submetidas periodicamente 
ao monitoramento da performance e da 
composição dos ativos investidos. Para resolver 
este problema é de grande utilidade a aplicação 
de modelos matemáticos que ofereçam suporte 
às escolhas dos ativos e na definição de seus 
percentuais em uma carteira. A finalidade deste 
trabalho, é empregar o modelo de Markowitz 
para otimizar carteiras de ações atuais. Utilizar 
o software R-project na modelagem dos dados, 
bem como aproveitar as atuais funcionalidades 
de conectividade do software para coletar os 
dados com isso ser capaz de construir a base 
de dados necessária para a otimização.
PALAVRAS-CHAVE: Otimização; Markowitz; 
Diversificação.

APPLICATION OF THE MARKOWITZ 

MODEL IN THE OPTIMIZATION OF RISK 

INVESTMENT PORTFOLIOS

ABSTRACT: Markowitz’s 1952 studies were 
the basis for the Modern Portfolio Theory, which 
presents diversification as the main instrument 
for reducing the overall risk of an investment 
portfolio. Modern Portfolio Theory began with 
the publication of the Portfolio Selection article 
by Markowitz (1952). The use of diversification 



 
As Diversidades de Debates na Pesquisa em Matemática 3 Capítulo 10 79

as a way to reduce a portfolio’s risk has been widely discussed and proven through 
studies on the correlation between assets. The efficiency of a portfolio is related to 
the risk and return binomial, that is, the investor may always wish to reduce the risk 
of his investments by changing the allocation in order to maintain the desired return. 
Accordingly, portfolios are required to be periodically monitored for the performance 
and composition of the invested assets. To solve this problem it is very useful to apply 
mathematical models that support the choice of assets and the definition of their 
percentages in a portfolio. The purpose of this paper is to employ the Markowitz model 
to optimize current equity portfolios. Using R-project software in data modeling, as well 
as taking advantage of the software’s current connectivity features to collect the data, 
will be able to build the database needed for optimization.
KEYWORDS: Optimization; Markowitz; Diversification.

1 |  INTRODUÇÃO

Os estudos de Markowitz foram à base para a Moderna Teoria de Carteiras, 
que apresenta a diversificação como principal instrumento para a redução do risco 
global de um portfólio de investimentos. A eficiência de uma carteira é relacionada 
pelo binômio risco e retorno, ou seja, o investidor pode reduzir o risco de seus 
investimentos, alterando a alocação, com o intuito de manter o retorno desejado. 
Para resolver este problema utiliza – se modelos matemáticos que ofereçam suporte 
à seleção dos ativos.

Apesar de existirem diversos modelos para otimização de investimentos, o 
presente trabalho utilizará o modelo de Markowitz. O economista Harry Markowitz 
desenvolveu, pela aplicação de programação quadrática aos ativos que formam 
o conjunto de possíveis aplicações de um investidor, um processo de otimização 
que permite a minimização do risco do investidor para um determinado valor de 
retorno desejado. Ao se realizar o processo para vários valores de retorno, cria-se a 
denominada curva de Markowitz, que determina a fronteira para a qual as diferentes 
combinações de proporções de ativos que formam uma carteira de investimentos 
promovem os maiores retornos com os menores riscos possíveis.

Essa teoria nos mostra que o risco de uma carteira não é dado simplesmente 
pela soma ponderada do risco dos ativos individuais, para calcular esse risco com 
eficiência é preciso considerar a correlação entre os ativos. Se os Ativos fossem 
perfeitamente correlacionados, a diversificação do portfólio poderia eliminar o risco. 
O fato de os retornos dos ativos terem um alto grau de correlação, mas não serem 
perfeitamente correlacionados, implica em que a diversificação pode reduzir, mas 
não eliminar o risco.



As Diversidades de Debates na Pesquisa em Matemática 3 Capítulo 10 80

2 |  OBJETIVO

Aplicar a teoria de otimização de portfólio de investimentos de Markowitz para 
otimizar carteiras de ações, em um único período, que atualmente são listadas na 
bolsa de valores brasileira (B3), afi m de obter diferentes alocações para as classes 
de ativos que maximizem o retorno que é tão almejado pelo investidor.

3 |  MATERIAL E MÉTODO

3.1 Risco

Na área fi nanceira existem diversos tipos de risco, segundo ASSAF (2006) 
chama-se de risco o grau de incerteza sobre a rentabilidade de um investimento. A 
volatilidade, ou desvio padrão, é uma medida de dispersão dos retornos de um título 
ou índice de mercado, ou seja, quanto mais o preço de uma ação varia num período 
curto de tempo, maior o risco de se ganhar ou perder dinheiro negociando esta 
ação. Risco de mercado pode ser defi nido como as oscilações de preço decorrentes 
de eventos que atingem sistematicamente todo o mercado. Por isso, também é 
conhecido como risco sistêmico.

O risco é um dos fatores principais a ser considerado pelos investidores, ao 
lado da rentabilidade e do prazo de retorno. Visando mensurar o risco de uma 
carteira, para um retorno pré-defi nido, foi que surgiu a teoria de Markowitz, a qual 
traz a equação do risco (desvio-padrão) de uma carteira de dois ativos (i e j) como 
sendo:

   (3.1)

Segundo (SHARPE, 1995) as premissas adotadas por Markowitz para a 
construção de sua inovadora teoria foram: os investidores avaliam as carteiras 
baseando - se no retorno esperado e no desvio padrão dos retornos em um 
dado período, repelem o risco e escolhem carteiras com o menor risco dentre as 
carteiras de mesmo retorno, são completamente racionais, sejam eles iniciantes 
ou profi ssionais da área, sempre escolhendo a carteira de maior retorno dentre as 
carteiras de mesmo risco, os ativos individuais são continuamente divisíveis, o que 
possibilita aos investidores a compra de frações dos ativos, existe uma taxa livre 
de risco, na qual os investidores podem tanto emprestar quanto tomar emprestado, 
os investidores têm a mesma opinião acerca da distribuição das probabilidades 
das taxas de retorno dos ativos, havendo, assim, um único conjunto de carteiras 
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eficientes, impostos e custos de transação são irrelevantes. Após o estudo das 
premissas, Markowitz-1952 afirma que as variáveis que interessam aos investidores 
na hora de selecionar uma carteira, seriam o retorno esperado e o risco.

3.2 Retorno esperado de uma carteira 

No mercado financeiro a expectativa em relação a um investimento é conhecida 
como retorno esperado do mesmo. É quanto se espera ganhar ao investir em 
determinado ativo. 

Segundo (SAMANEZ, 2007), o retorno esperado de um ativo em uma carteira 
de ativos é a média central da distribuição probabilística dos retornos desse ativo. 
O retorno de uma carteira de ativos pode ser estimado calculando-se a soma dos 
produtos dos retornos dos ativos pelos respectivos pesos de cada ativo na carteira.

3.3 3.3 Modelo de Markowitz: a origem da moderna teoria de carteiras

Na literatura financeira, os agentes econômicos, buscam obter o maior 
rendimento dos seus investimentos e ao mesmo tempo querem minimizar o risco 
dos mesmos. A principal contribuição aos modelos de finanças no que diz respeito 
aos desenhos dos fundamentos da teoria de composição de carteiras deve-se aos 
trabalhos de Harry Markowitz na década de 1950. A Teoria Moderna de Carteira é 
utilizada há muitos anos para seleção de carteiras de investimento, demonstrando 
como investidores podem utilizar o princípio da diversificação para buscar a melhor 
relação risco versus retorno de suas carteiras de investimentos.

Os conceitos desta teoria foram inicialmente formulados por H. Markowitz, 
com a publicação do famoso artigo Portfolio Selection em 1952, assim foi instituída 
a nova abordagem para o conceito de risco dos investimentos. Contrariando a ideia 
de que a melhor opção para a composição da carteira consistia na concentração 
de investimentos em ativos que ofereciam os maiores retornos e menores riscos, o 
que limitava as opções de investimentos e nem sempre fornecia o retorno desejado, 
Markowitz propôs que seria possível obter combinações mais eficientes de alocação 
de recursos por meio da diversificação do risco dos ativos que compunham a 
carteira e, assim, estruturou as bases sobre as quais se firmou a Teoria Moderna 
de Carteiras. O método de Markowitz possibilita que os investidores sejam capazes 
de definir todas as carteiras ótimas, em relação ao binômio risco versus retorno 
formando assim a fronteira eficiente, que nada mais é do que a combinação de 
um conjunto de ativos que forneça o maior retorno dado um nível de risco ou que 
forneça o menor risco para um determinado retorno (SANTOS, 2006).
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3.4 Fronteira eficiente

O conceito de Fronteira Eficiente trata da combinação de um determinado 
grupo de ações formando infinitas e diferentes carteiras. As carteiras na fronteira 
eficiente são chamadas de carteiras ótimas, ou seja, pela definição de Markowitz, 
fronteira eficiente é a linha das carteiras que apresentam o máximo retorno para um 
determinado valor de risco.

3.5 Índice Bovespa (IBOVESPA)

A Bolsa de Valores de São Paulo - Bovespa por muito tempo foi a bolsa oficial do 
Brasil, até se fundir com a BM&F para criação de uma nova instituição, denominada 
BM&FBovespa no dia 8 de maio de 2008. Nela os investidores podem comprar e 
vender ações de companhias que funcionam como empresas abertas. A BOVESPA 
é uma associação civil sem fins lucrativos, com autonomia administrativa, financeira 
e patrimonial.

O Índice Bovespa1 é o mais importante indicador do desempenho médio das 
cotações das ações negociadas na Bolsa de Valores de São Paulo. É formado por 
uma carteira das ações com o maior volume negociado nos últimos meses.

4 |  RESULTADOS E DISCUSSÃO

Foram utilizadas funções criadas no R para calcular o modelo de Markowitz 
média-variância eficiente, essas funções devem ser usadas para mostrar a aplicação 
da teoria de Markowitz, juntamente com o pacote fPortfolio.

Para a realização da análise foram coletados dados dos retornos diários de 4 
grandes empresas de setores que compõem o Índice BOVESPA, ou seja, o mais 
importante indicador do desempenho médio das cotações das ações negociadas na 
B3 (Brasil, Bolsa, Balcão), formado pelas ações com maior volume negociado nos 
últimos meses. Os dados são referentes ao período de 1 a 9 de janeiro de 2019, 
totalizando 7 observações para cada ativo.

As quatro ações analisadas, seus códigos e respectivos setores estão 
relacionados na tabela 1.

1. Ibovespa
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Empresa e código Classificação sectorial
Brasil BBAS3 Financeiro / Intermediários Financeiros / Bancos 
CCR SA CCRO3 Bens Industriais / Transporte / Exploração de Rodovias
Gerdau GGBR4 Materiais Básicos / Siderurgia e Metalurgia / Siderurgia
Petrobras PETR4 Petróleo. Gás e Biocombustíveis 

Tabela 1 – Ações consideradas
Fonte: Elaboração própria, 2019

Considerando um intervalo de tempo diário, pode - se observar abaixo na 
tabela 2, as estatísticas descritivas da rentabilidade de cada ativo. Nota - se que o 
Ativo com menor risco é o GGBR4, o Ativo com maior risco e rendimento diário é o 
PETR4, e o de maior rendimento BBAS3.

Ativos        Mín           Média           Máx          Variância          Desvio padrão         
BBAS3      45,39          45,98            46,34             0,14                        0,37
CCRO3     11,61          12,04            12,60             0,12                        0,35      
GGBR4     14,84          15,23            15,73             0,08                        0,28
PETR4      23,77          24,59             25,17            0,21                        0,46                  

 Tabela 2 – Rentabilidade dos Ativos

Fonte: Elaboração própria com base nos dados publicados

4.1 Análises

Para especificar uma carteira, precisa-se da matriz de covariância dos ativos 
selecionados para carteira ou portfólio. Para cálculo dos portfólios utilizou – se os 
seguintes dados:

Nome dos Ativos > asset.names <- c(“BBAS3”, “CCRO3”, “GGBR4”, “PETR4”) 
Matriz de Covariância > covmat <- cov(dados)

Tabela 3 – Dados de entrado no programa R-porject
Fonte: Elaboração própria, 2019

Para a criação de portfólios dos ativos selecionados, e para mostrar pontos 
relacionados a cada ativo individualmente, foram utilizados inicialmente os pacotes 
fportfolio e timeSeries. Para uma melhor compreensão sobre a modelagem, 
foram criadas séries temporais dos ativos com a função as.timeSeries do pacote  
timeSeries.

Para realizar a otimização inicialmente aplicou - se a função tangencyPortfolio, 
que retorna o portfólio com a maior relação risco/retorno na fronteira eficiente. Para 
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o modelo de portfólio de Markowitz, isso é o mesmo que o índice de Sharpe.
Na tabela 4 observa - se os pesos e os riscos individuais de cada ativo no 

portfólio com a maior relação risco/retorno.

Ativos        Peso        Risco(Cov)

BBAS3        0,457             0,717                

CCRO3       0,000             0,000                  
GGBR4       0,542             0,282               
PETR4        0.000             0,000                

Tabela 4 – Portfólio de Tangência
Fonte: Elaboração própria com base nos dados publicados

A tabela 5 apresenta o retorno esperado de 29,286 e o risco do portfólio de 
0,114. Neste portfólio obteve - se a melhor relação risco/retorno dentre os ativos 
selecionados, onde há um equilíbrio entre o risco e o retorno esperado pelo investidor.

Retorno             Risco

29,286               0,114                 

Tabela 5 – Retorno e Riscos – geral
Fonte: Elaboração própria com base nos dados publicados

Na figura 1 pode – se visualizar graficamente o portfólio de tangência, 
observando os pesos dos ativos.

FIGURA 1 –  Portfólio de tangência. Fonte: Elaboração própria (2019).

Aplicando o princípio da dominância para todas as combinações possíveis de 
carteiras, chega - se a um dos pontos principais da teoria do portfólio de Markowitz 
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a Carteira de Variância Mínima (CMV). Com a função minvariancePortfolio obteve - 
se o portfólio da fronteira eficiente com o risco mínimo. Podemos observar os pesos 
e riscos do portfólio com risco mínimo, na tabela 6.

Ativos      Pesos        Risco   

BBAS3       0,420           0,420                 

CCRO3      0,009           0,009                  
GGBR4      0,570           0,570                
PTR4          0,000          0,000                

Tabela 6 – Portfólio de Variância Mínima
Fonte: Elaboração própria com base nos dados publicados

A tabela 7 apresenta as estatísticas da Carteira de Variância Mínima, observa 
- se um retorno esperado de 28,131, para um risco de 0,111, este é o portfólio de 
menor risco dentre os Ativos selecionados inicialmente. O processo utilizado para 
encontrar a Carteira de Variância Mínima (CMV) se resume em encontrar o portfólio 
de menor desvio-padrão dentre todas as combinações possíveis dos Ativos.

Retorno      Risco

28,131          0,111                 

Tabela 7 – Retorno e Riscos - geral
Fonte: Elaboração própria com base nos dados publicados

Na figura 2 pode – se visualizar graficamente os pesos dos ativos na carteira 
de variância mínima (CMV).

FIGURA 2 –  Carteira de variância mínima CMV. 
Fonte: Elaboração própria (2019).
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Analisando os portfólios que oferecem o maior retorno para um determinado 
nível de risco foi possível determinar a Fronteira Eficiente (figura 3). Com a variação 
do nível de tolerância ao risco, as proporções investidas mudam em cada classe de 
ativo. Os portfólios obtidos neste trabalho foram denominados por Markowitz (1952) 
de portfólios eficientes, e o conjunto deles de Fronteira Eficiente. Os portfólios que 
compõem a fronteira possuem o máximo retorno para um dado nível de risco, a 
partir da CMV, foi feito um ponto em todas as combinações de Ativos que possuem 
o menor nível de risco para qualquer retorno superior ao da CMV. Ainda observando 
a figura 3, de acordo com a Teoria de Markowitz, não são indicados investimentos 
nos portfólios abaixo do ponto destacado em vermelho, pois com o mesmo nível de 
risco pode - se investir nos portfólios a cima do ponto, obtendo um retorno estimado 
maior. No geral o gráfico inclui a fronteira eficiente, a linha de tangência e o ponto 
de tangência para uma taxa livre de risco, o portfólio de pesos iguais, nomeado por 
EWP. A linha de Sharpe também é mostrada, com seu máximo coincidindo com o 
ponto do portfólio de tangência. O intervalo da proporção Sharpe é impresso no eixo 
do lado direito do gráfico. 

FIGURA 3 – Fronteira Eficiente. Fonte: Elaboração própria (2019).

A diversificação melhora a eficiência do portfólio, pois na medida em que 
novos ativos são adicionados, o risco total é reduzido, quando favorecidos por 
correlações negativas, já o retorno do portfólio será determinado pela ponderação 
dos retornos dos ativos individuais. A diversificação entre investimentos é importante 
para melhorar a relação risco/retorno do portfólio, deixando-o mais eficiente para 
se adequar melhor ao perfil de cada investidor, ou seja, a figura 3 propõe a melhor 
relação possível entre retorno e risco, indicando qual o ponto ótimo da carteira do 
retorno esperado em relação ao risco a ser tomado.
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Na figura 4 observa-se os pesos ao longo da fronteira eficiente, os gráficos de 
cima para baixo mostram os pesos, os retornos, ou seja, atribuição de desempenho 
e risco. O eixo superior rotula o risco alvo e o inferior rotula o retorno. A linha vertical 
separa a fronteira eficiente da variação mínima. O eixo de risco, como pode ser 
visto, aumenta em valor para ambos os lados da linha vertical separadora.

 
FIGURA 4 – Pesos ao longo da fronteira eficiente de uma variação média. 

Fonte: Elaboração própria (2019).

5 |  CONCLUSÃO

A Teoria desenvolvida por Markowitz (1952) é muito interessante para o cálculo 
de proporção de ativos em um portfólio diversificado. Este trabalho objetivou utilizar 
a Teoria Moderna do Portfólio para aumentar o retorno esperado, no entanto sem o 
aumento de risco, mostrando que o risco de uma carteira não é dado simplesmente 
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pela soma ponderada do risco dos ativos individuais, precisando considerar a 
correlação existente entre os ativos, evidenciando as vantagens de uma correlação 
negativa entre os mesmos, para que estes compensem em suas oscilações diárias 
as grandes volatilidades. Partindo do entendimento que todo investidor busca o 
maior retorno possível dado certo nível de risco. 

Para qualquer valor de risco, a fronteira eficiente de Markowitz identifica um 
ponto que é a carteira eficiente de maior retorno para um dado risco, assim como, 
para qualquer valor de retorno, a fronteira também identifica carteira com risco 
mínimo. A Fronteira Eficiente é representada por uma linha composta de infinitos 
pontos correspondentes a diferentes carteiras e se estende da carteira de retorno 
máximo à Carteira de Variância Mínima. Essa diversidade de carteiras possibilita a 
escolha da melhor opção para cada investidor de acordo com suas preferências em 
relação ao risco retorno do investimento (SUCOLOTTI, 2007). A Teoria apresentada 
é uma ferramenta útil para a composição de carteiras que maximizem a relação 
risco retorno frente à volatilidade do mercado financeiro, os estudos de Markowitz 
(1952) trouxeram a diversificação de ativos como forma de redução do risco de uma 
carteira.

Obteve-se um portfólio de tangência com um nível de retorno esperado igual a 
de 29,286, para um risco de 0,114, sendo este o portfólio com melhor relação risco 
e retorno para os ativos selecionados.  Para a Carteira de Variância Mínima (CMV) 
observa-se um retorno esperado de 28,13 com um nível de risco de 0,111, dentre 
todos os portfólios gerados para tais ativos, este portfólio é o de menor risco.

Os resultados encontrados demonstram o mérito do desempenho da carteira 
gerada através do modelo Markowitz, com a aplicação do modelo foi alcançado o 
resultado esperado, determinando a Fronteira Eficiente dos ativos e a carteira de 
variância mínima (CMV).
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