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APRESENTACAO

O terceiro volume da obra “Ensino de Ciéncias e Educacao Mateméatica” aborda
assim como o0s volumes anteriores, uma gama de trabalhos que tém por objetivo
contribuir para o Ensino como um todo.

O desenvolvimento de pesquisas na area de Ensino e Educacao se fazem
essenciais atualmente, ja que vivemos em crescente mudancga, necessitando cada
vez mais o desenvolvimento de propostas para os mais diversos niveis de ensino.

Nesta obra, o leitor encontrara aporte para pesquisas em Educacéo Matematica,
vislumbrando o conhecimento de autores que demonstram através de cada capitulo
propostas que engrandecem o estudo das Ciéncias e Matematica.

Para os professores em exercicio, sem duvidas cada capitulo tem muito a
contribuir com sua atuacéo em sala de aula, ja que temas como a interdisciplinaridade,
jogos didaticos, tecnologia no ensino, dentre outros temas que permeiam a Educacéo,
sao debatidos e dialogados com a literatura que trata destes temas.

Que cada capitulo possa enriquecer os estudos e praticas dos professores de
cada area, fomentando pesquisa para o Ensino de Ciéncias e Educacéo Matematica.

Felipe Antonio Machado Fagundes Goncgalves
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CAPITULO 2

ENGENHARIA DIDATICA PARA O ENSINO DA
SEQUENCIA DE PADOVAN: UM ESTUDO DA
EXTENSAO PARA O CAMPO DOS NUMEROS

Francisco Regis Vieira Alves
Instituto Federal de Educagéo, Ciéncia e
Tecnologia do Estado do Ceara

Fortaleza — Ceara
Renata Passos Machado Vieira

Instituto Federal de Educacgao, Ciéncia e
Tecnologia do Estado do Ceara

Fortaleza — Ceara
José Gleison Alves da Silva

Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e
Tecnologia do Estado do Ceara

Sobral- Ceara
Milena Carolina dos Santos Mangueira

Instituto Federal de Educacgao, Ciéncia e
Tecnologia do Estado do Ceara

Fortaleza — Ceara

RESUMO: O presente trabalho apresenta uma
proposta para uma futura acéo investigativa
utilizando as duas fases iniciais da Engenharia
Didaticacomometodologiadepesquisa,podendo
ser aplicada posteriormente. Evidenciando a
concepcao de situagbes-problema amparada
na Teoria das Situagbes Didaticas, ressalta-
se os elementos epistemologicos, cognitivos e
didaticos em torno do objeto de estudo através
da Sequénciade Padovan. Assim, esta pesquisa
possui 0 viés de investigar e explorar a extensao
para os numeros inteiros dessa sequéncia linear
e recorrente, que é considerada como prima da

Ensino de Ciéncias e Educagcdo Matematica 3

INTEIROS

Sequéncia de Fibonacci.
PALAVRAS-CHAVE:
Numeros

Engenharia  Didatica,
Inteiros, Sequéncia de Padovan,
Situacéo-Problema, Teoria das Situacdes
Didaticas.

DIDACTICS ENGINEERING FOR PADOVAN
SEQUENCE TEACHING: A STUDY OF
EXTENSION FOR THE ENTIRE NUMBER
FIELD

ABSTRACT: This paper presents a proposal for
a future investigative action using the two initial
phases of Didactic Engineering as a research
methodology, which can be applied later.
Evidencing the conception of problem situations
supported by the Theory of Didactic Situations,
we highlight the epistemological, cognitive
and didactic elements around the object of
study through the Padovan Sequence. Thus,
this research has the bias of investigating and
exploring the extension to integers of this linear
and recurrent sequence, which is considered as
prime of the Fibonacci Sequence.
KEYWORDS: Didactic Engineering, Integers,
Padovan Sequence, Problem Situation, Theory
of Didactic Situations.
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11 INTRODUCAO

No locus académico é natural encontrar dificuldades, sejam elas motivados por
causa de assuntos matematicos que ainda estédo em fase de pesquisa assim limitando
o0 conhecimento sobre determinado contetdo, ou ainda, vindo de professores a
respeito do ensino da matematica. Neste sentido, tem-se a intencdo de demarcar
o contato dos estudantes com o estudo da Sequéncia de Padovan que depois do
contato inicial desse conteudo, e com certa familiaridade, seja capaz de explorar a
extensao para o campo dos numeros inteiros.

Utilizando a Sequéncia de Padovan como conteudo matematico e através
das duas metodologias, de pesquisa utilizando a Engenharia Didatica de Artigue
(1988) e de ensino através da Teoria das Situagoes Didaticas de Brousseau (1982).
Assim, sera possivel apresentar um estudo referente a extensédo da sequéncia para
0s numeros inteiros. Buscando justificar esta pesquisa com base em sua pergunta
norteadora, dada pela seguinte questdo: como realizar situagbes didaticas para
explorar a extensdo para o campo dos numeros inteiros da Sequéncia de Padovan a
fim de compreender o seu contexto epistemologico?

Assim, é possivel tracar o objetivo geral, a saber: explorar a extensao para
o campo dos numeros inteiros da Sequéncia de Padovan através de situacoes
didaticas, a fim de compreender o seu contexto epistemoldgico. Contudo, esta
pesquisa esta associada a exploracao das definicdes e extensédo da Sequéncia de
Padovan para os numeros inteiros nao positivos, em aulas para cursos de formacao
inicial de professores.

Como a Sequéncia de Padovan € um assunto pouco conhecido, assim
apresentaremos, durante o trabalho, informacdes sobre este conteudo que tem como
finalidade facilitar no processo de aprendizado. E ainda, elegemos a apresentacao
tedrica e sistematica das duas etapas iniciais da Engenharia Didatica: analises
preliminares e analise a priori, que servird como aparato para que proporcione o
desenvolvimento de conhecimentos cientificos sobre o determinado problema que
buscamos compreender. A metodologia da Engenharia Didatica ndo sera afetada
ao realizar apenas as duas fases iniciais, visto que as demais fases contam da
aplicacao e analise dos dados coletados, assim como abordado em Alves (2016a;
2016b).

2|1 SOBRE A ENGENHARIA DIDATICA

Como metodologia de pesquisa utiliza-se neste caso a Engenharia Didatica
(ED), surgindo na década de 80 na Franca e, pertencendo a um campo de
investigacao relacionado a Didatica da Matematica. De acordo com Artigue (1995)
a ED se compara a um trabalho de um engenheiro em sua forma de preparar um
projeto ao ponto de ser efetuado com qualidade.
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A Engenharia Didatica segundo Almouloud (2007):

“Vista como metodologia de pesquisa é caracterizada, em primeiro lugar, por um
esquema experimental com base em “realizacdes Didaticas” em sala de aula,
isto é, na construcéo, realizacéo, observacéo e analise das sessdes de ensino.
Caracteriza-se também como pesquisa experimental pelo registro em que se
situa e pelo modo de validacdo que lhes sdo associados: a comparacao entre
analise a priori e a posteriori”. (ALMOULOUD, 2007, p. 171).

O modo de validagdo citado anteriormente é a validacdo interna onde o
pesquisador/professor confronta os dados, coletados na etapa de experimentacéo,
de duas etapas a analise a priori e a analise a posteriori. O presente artigo deve
propor apenas duas situacdes didaticas construidas na analise a prioricomo proposta
de aplicacéo na fase de experimentacao.

Sendo assim, serao relatadas de forma sucinta, as quatro etapas da ED que
poderao ser utilizada em trabalhos futuros por professores que pretendem validar o
aprendizado sobre o conteudo apresentado, ou seja, a Sequéncia de Padovan. Mas,
a investigacdo sistematizada ocorrera apenas nas duas primeiras etapas, sendo
elas: as analises preliminares e analises a priori € construcéo da situacao didatica,
nao sendo afetadas as demais etapas.

A seguir detalharemos as quatros etapas da Metodologia de pesquisa ED
sistematizada segundo Artigue (1995) em: andlises preliminares, analise a priori e
construcédo da Situagao Didatica, experimentacdo e analise a posteriori e validagéo
(interna).

Em sua primeira etapa nas analises preliminares permite-se realizar um estudo
bibliografico acerca dos problemas que ocorrem sobre o contetdo que pretende
abordar, Alves (2016a, p. 118) “Assim, nas analises preliminares ou prévias, tem
como objetivo a identificagdo/demarcagao dos problemas de ensino e aprendizagem
de determinado objeto de estudo”. Além destes, esta etapa ainda propde segundo
Artigue (1995):

A anélise epistemoldgica dos conteddos que contemple o ensino; A anélise do
ensino tradicional e seus efeitos; A analise das concepc¢des dos estudantes, das
dificuldades e obstaculos que determinam sua evolucdo; A analise do campo
de restricdo onde se deve aplicar a situacéo Didatica e; tudo o que foi realizado
anteriormente levando em conta os objetivos especifico da investigacao.
(ARTIGUE, Traducéo nossa, 1995, p. 38).

De uma forma resumida pode-se restringir-se os objetivos da primeira etapa
em trés dimensdes: epistemolbgica, cognitiva e didatica.

A segunda etapa denominada analise a priori e construcao da situacao didatica
€ 0 momento de responder as questdes levantadas na fase anterior, a partir das
variaveis que irao permitir ao pesquisador/professor subsidios para a construcéao da
situacao didatica e, a partir da vivéncia, por parte do aluno, superar os obstaculos
encontrados no processo de aprendizagem.

Artigue (1995) denomina essas variaveis em dois tipos: variaveis macro-
didaticas, se referindo ao todo o processo que o cerca o sistema de ensino; e as
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variaveis micro-didaticas, relacionada a organizag¢ao da sequéncia didatica. Segundo
Almouloud (2007, p.175) o objetivo dessa fase “é determinar como as escolhas
efetuadas permitem controlar os comportamentos dos alunos e explicar seu sentido”.

Na fase de experimentacédo, o professor coloca em pratica a sua sequéncia
didatica construida na fase anterior. Além disso, também é o momento da observacao
e da coleta de dados.

E por fim a fase de analise a posteriori e validagado consolidando, a partir da
analise dos dados, se seus objetivos e hipoteses foram respondidos. Segundo
Almouloud (2007):

A andlise a Posteriori de uma sessao é o conjunto de resultados que se pode
tirar da exploracdo de dados recolhidos e que contribui para a melhoria dos
conhecimentos didaticos que se tem sobre as condicdes da transmissao do
saber em jogo. (ALMOULOUD, 2007, p. 177).

Neste artigo, como falado anteriormente, desconsideremos as fases de
experimentacdo e analise a posteriori e validacdo. A seguir abordamos a Teoria das
Situacdes Didaticas (TSD) como metodologia de ensino em complementaridade com
a ED.

3 1 SOBRE A TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS

Com o propésito de criar um ambiente propicio ao estudante, onde o préprio
a partir de uma vivéncia sobre determinada situacéo didatica consiga construir de
forma autdbnoma o seu conhecimento, utiliza-se, neste artigo, a metodologia de
ensino TSD. Segundo Almouloud (2007), seu objetivo principal é:

Caracterizar um processo de aprendizagem por uma série de situacdes
reprodutiveis, conduzindo frequentemente a modificagdo de um conjunto de
comportamentos dos alunos. Essa modificacédo é caracteristica da aquisicdo de
um determinado conjunto de conhecimentos, da ocorréncia de uma aprendizagem
significativa (ALMOULOUD, 2007, p.31).

Ainda segundo essa teoria 0 autor aborda seu objeto central como sendo a
situacao didatica construida pelo professor/pesquisador, onde a mesma deve incluir
a participacao direta entre professor—aluno—conhecimento a partir da vivéncia na
resolucao do problema proposto.

Sendo assim, o professor deve se basear nessa hipétese para a construcao
de uma situagado didatica que segundo Brousseau, Brousseau e Warfield (2014) o
chama de categoria. E, dentro desta o estudante possa vivenciar trés subcategorias
necessdarias para a génese do conhecimento sobre o conceito matematico, a
saber: situacédo de acéao, formulacdo e validac&o. Ainda de acordo com Brousseau,
Brousseau e Warfield (2014):

Situacdes de acao revelam e provocam a evolucdo de modelos de agcdo sem

que o aluno precise forma-los. O aluno pode, imediatamente ou mais tarde,
aprender a identifica-los, formula-los em situagdes de formulacéo (expressado ou
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comunicacéo) e justifica-los em situagcdes de prova (validagdo ou argumentacao
(BROUSSEAU, BROUSSEAU e WARFIELD, traduc&o nossa, 2014, p. 203).

Destas trés subcategorias Almouloud (2007, p.33) o denomina como situag¢des
adidaticas uma “situacao na qual a intencao de ensinar nao € revelada ao aprendiz,
mas foi imaginada planejada e construida pelo professor para proporcionar a estas
condicbes favoraveis para a apropriacdo do novo saber”, ou seja, o professor
acompanha sem interferéncia deixando os sujeitos criarem suas conjecturas de
formas autbnomas ou em grupo sem sua participagao.

Na quarta etapa, a institucionalizacéo, € o momento da participacao efetiva do
professor, para consolidar o aprendizado ou corrigir determinados entraves que 0s
sujeitos obtiveram nas etapas anteriores, segundo Brousseau, Brousseau e Warfield
(traducéo nossa, 2014, p. 204) ela “é a apropriacéao do saber e de suas conexdes
pertinentes como Obvias, como expressdes diretas e comuns do pensamento”. No
topico a seguir inicia-se a pesquisa relacionada ao objeto de estudo, cujo conteudo
€ a Sequéncia de Padovan, investigando o seu processo de extensao para o campo
dos numeros inteiros.

4 | ANALISE PRELIMINAR REFERENTE A SEQUENCIA DE PADOVAN

As andlises preliminares reune os elementos epistemoldgicos, cognitivos e
didaticos. Assim, a analise epistemologica desta pesquisa é realizada através de
conceitos matematicos relacionados ao objeto de estudo, sendo portanto a Sequéncia
de Padovan. Contudo, o estudo sobre essa sequéncia tem como objetivo investigar
a sua extensao para o campo dos numeros inteiros, realizando um levantamento
bibliografico sobre o contexto histérico e matematico presente nos trabalhos de Alsina
e Nelsen (2015), Vieira e Alves (2018; 2019), Voet e Schoonjans (2012), Ferreira
(2015), Spinadel e Buitrago (2009), Falcon e Plaza (2007) e Sokhuma (2013).

Considerada como “prima” da Sequéncia de Fibonacci (ALSINA E NELSEN,
2015), a Sequéncia de Padovan foi criada pelo arquiteto italiano Richard Padovan
(1935 - ), exercendo ainda a profissao de professor Universidade de Bath e na
Faculdade de Ensino Superior de Buckinghamshire. Considerado como homénimo
desta sequéncia, Padovan definiu essa sequéncia linear e recursiva, apresentando
0s seus trés primeiros termos como P, = P, = P, = 1 e possuindo a sua férmula de
recorréncia conforme definicdo abaixo.

Definicao 1. Para todo n € N ,n = 3, tem-se que a relacéo de recorréncia da
Sequéncia de Padovan é dada por:

Pn= Pn—2 + Pn-S
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Assim, temos os primeiros termos desta sequéncia 0s numeros
1,1,1,2,2,3,4,5,7,... Uma representacdo geométrica destes termos é realizada no
trabalho de Vieira e Alves (2018).

Os numeros de Padovan representam uma sequéncia de terceira ordem,
possuindo sua equacao caracteristica dada por x® -x - 1 = 0, existindo duas solucdes
complexas e conjugadas e uma solugdo real como sendo aproximadamente 1,32
(VOET E SCHOONJANS, p. 255, 2012). Essa solugao também é conhecida como
numero plastico podendo ser encontrada em trabalhos de Ferreira (2015), Spinadel
e Buitrago (2009) e Vieira e Alves (2019).

Existem diversas formas de obter os termos de uma sequéncia recursiva,
sendo uma através da matriz geradora (FALCON; PLAZA, 2007). Aplicada também
para os termos de Fibonacci, a Sequéncia de Padovan, de maneira similar, possui
uma matriz geradora Q de ordem 3x3, onde elevada a n-ésima poténcia, pode-se
obter os termos desta sem o calculo da recursividade.

A matriz geradora Q da Sequéncia de Padovan, é dada por (SOKHUMA, 2013):

01 0
Para Q=1 0 1| tem-seque Q" =|P

n-l

1 00 P,

e

4
. |, paratodo n=5.

i~ R -

-2 1

ia I i

14 135

Nesta secéao foi abordado o conceito historico da Sequéncia de Padovan, de
forma sucinta, podendo ainda ser investigada em trabalhos mencionados no decorrer
deste estudo. As definicbes matematicas confirmam o processo matematico e
epistemoldgico evolutivo discutido primordialmente pelo arquiteto Richard Padovan,
sendo entdo investigado mais adiante através de situacdes-problema propostas.

51 CONCEPCAO E CONSTRUCAO DAS SITUAGOES DIDATICAS

As situagdes didaticas foram elaboradas com foco na TSD, estimulando a
cognicao do aluno para que desenvolva o conhecimento matematico tedrico durante
as fases desta metodologia de ensino. Doravante, sao descritas duas situacoes-
problema, em torno do conteudo da extensao para o campo dos numeros inteiros nao
positivos da Sequéncia de Padovan. Assim, sao discutidos possiveis comportamentos
dos estudantes durante as fases de acéo, formulacéo e validacéo, finalizando com a
institucionalizagcéo contando a participacao do professor.

Iniciamos com a primeira situagao-problema proposta. Situacao-problema 1:
De acordo com a recorréncia dada na definicdo 1 (P. =P_,+P__,n=3eP =P,
= P,= 1), encontre os dez primeiros termos do lado esquerdo (indice inteiro n&o
positivo) da Sequéncia de Padovan. Estabeleca uma outra relacdo, com base na
recorréncia dada para os termos positivos.
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Na situacéo da acéo, posse da formula de recorréncia e das condigdes iniciais,

os discentes deverao perceber que com a substituicdo do valor de n para n < 3,
pode-se obter os termos da sequéncia para indices inteiros nao positivos.

Na situacdo de formulacédo, os alunos, apropriados das ideias iniciais, irédo

substituindo os valores para n, conforme formulado na situacao anterior, e assim obter

0s seguintes valores, através de manipulacdes algébricas na formula de recorréncia:

Durante a situacao de validagcao, os discentes deverdao obter a nova formula,
gerada a partir da recorréncia original de Padovan, onde:

P=P,+P =P =P -P =P =P -P_ =P =P__-P

3 3 -n -n-2 -n -n+3 -n+1

Comprovando assim a sua validade de acordo com os resultados encontrados
durante a formulacdo dos dados.

Na situacao da institucionalizagdo, o professor devera verificar as producdes
realizadas pelos estudantes, com o objetivo de conjecturar uma nova formula de
recorréncia para os termos negativos da sequéncia, baseada na definicdo 1. Visto
que a recorréncia original necessita realizar manipulacbes algébricas para que
sejam calculados os termos do lado esquerdo, essa situacao didatica visa calcular
os termos da sequéncia de modo imediato.

Situacao-problema 2: Encontre a matriz geradora da Sequéncia da Padovan
para os termos do lado esquerdo (indice inteiro ndo positivo) da sequéncia.

Desse modo, na situagao da acao, espera-se que os estudantes percebam
que a matriz geradora para os termos do lado esquerdo da sequéncia, pode ser
obtida através do calculo da matriz inversa. E importante ter em mente conceitos
basicos de matrizes para que seja resolvida esta situacao proposta.

Na situacao da formulagao, os estudantes deverao realizar o calculo da matriz
inversa, apropriando-se de uma linguagem mais formal, e assim obter a seguinte

matriz:
00 ' =1
U {-} 1 P.I:IE P.l;l 3 PJ!4—l
Para@'=[1 0 O |,tem-seque: Q@ "=|P,, P,, P,.|,para n>0.
U l _l P.l.' 3 n—4 Prlﬁj

Para a situacéo da validacao, os estudantes deveréo realizar a demonstragéo
da matriz geradora obtida por meio do principio da inducéo finita, verificando que a
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propriedade é valida para n = 1, gerando depois a hipbtese que vale para um n = k
com ke N . E assim, demonstrar que também vale para o seu sucessor. Para facilitar
esse processo, pode-se atribuir Q' = 0, chegando mais facilmente a demonstracao
dessa conjectura.

Durante a institucionalizacdao, o professor retoma para a situacéo didatica,
revelando a intencdo dessa atividade proposta, sendo portanto a obtencéo e
validacdo de uma matriz geradora para os termos negativos da sequéncia.

Concluisse esta segcdo com as discussdes realizadas sobre as situagdes-
problema em que destacam os aspectos e perspectivas em torno do ensino da
Sequéncia de Padovan, podendo reproduzi-las em sala de aula nos cursos de
formacao inicial de professores, passiveis de modificacbes diante do publico que
sera analisado.

6 | CONSIDERACOES FINAIS

Foi abordado neste trabalho, os fatores essenciais que devem estar presentes
no planejamento de uma etapa de preparacéo fundamentadas na metodologia de
pesquisa da ED, com o intuito de realizar uma transposicao didatica envolvendo a
Sequéncia de Padovan e a sua extensao para o campo dos numeros inteiros. Vale
salientar que esta sequéncia é pouco conhecida nos livros de Historia da Matematica,
sendo portanto encontrada na literatura através de artigos de Matematica Pura.

Para esse objeto de estudo, foram apresentadas algumas definicbes e
propriedades, a saber: formula de recorréncia, a equacao caracteristica e a sua matriz
geradora, bem como seu conceito historico de forma sucinta como forma de investigar
os elementos epistemologicos, cognitivos e didaticos. Com a intencéo de diminuir as
dificuldades o processo de aprendizagem, tem-se o intuito de aplicar a metodologia
de pesquisa, Engenharia Didatica, na qual evidencia a modelizacéo e planejamento
das acdes didaticas dos professores. A proposta de utilizar a Engenharia Didatica,
restrita as fases analises preliminares e analise a priori possibilita que os estudantes
possam conjecturar propriedades matematicos, ressaltando o seu lado investigativo.

Contudo, pode-se investigar a especificacao das situacdes didaticas envolvendo
algumas propriedades que foram verificadas por manipulac¢des algébricas e inducéao
matematica. Dessaforma, o objetivo de explorar a extenséo para o campo dos numeros
inteiros da Sequéncia de Padovan deve ser alcancada utilizando essa metodologia
de pesquisa (ED), associada a metodologia de ensino (TSD). E ainda, durante as
aulas é necessario que os professores nao deixem de apresentar informagdes sobre
o conteudo e estar sempre disponivel a possiveis alteracbes caso a abordagem
didatica nao esteja ocorrendo como planejado.
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