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CAPITULO 16

UM BREVE ESTUDO SOBRE AS CONICAS E SUAS

Data de aceite: 03/12/2019

Wendell de Queir6z Lamas
Universidade de Séao Paulo, Escola de Engenharia
de Lorena

Lorena — Séo Paulo
Giorgio Eugenio Oscare Giacaglia

Universidade de Taubaté, Departamento de
Engenharia Mecénica

Taubaté — Sao Paulo

RESUMO: Este trabalho apresenta uma
pesquisa  bibliografica com  abordagem
qualitativa cujo objetivo €& apresentar
as principais caracteristicas dos temas
relacionados as conicas. Foram, também,
apresentadas aplicacbes das seccdes cdnicas
em diversas areas da engenharia, corroborando
sua importancia e eficiéncia nos projetos nos
quais tal conhecimento é utilizado.
PALAVRAS-CHAVE: éalgebra linear, geometria
analitica, sec¢des conicas.

A BRIEF STUDY ON CONICS AND THEIR
APPLICATIONS

ABSTRACT: This work presents a qualitative
bibliographic research whose objective is to
present the main characteristics of the themes
related to conics. Applications of conical
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APLICACOES

sections in various engineering areas were also
presented, corroborating their importance and
efficiency in projects in which such knowledge
is used.

KEYWORDS:
sections, linear algebra.

analytical geometry, conical

11 INTRODUCAO

Os primeiros estudos sobre a geometria
remontam a Grécia antiga, onde, apesar
da genialidade dos pensadores da época,
a matematica nédo estava preparada para
fornecer conhecimento com a estrutura hoje
apresentada. Porém, o gedbmetra Apol6nio de
Perga (262 a.C.-194 a.C) jaescreveraumaobra
bem aprofundada sobre as conicas, constando
de oito volumes sobre o tema (BOYER, 1996).

No século XVI, surgem avancos nos
estudos da matematica e afins, os quais
proporcionaram, mais especificamente por
meio, ou melhor, com a associa¢éo a algebra,
que a geometria alcangasse a forma de
conhecimento que se tem nos dias atuais
(GARNICA; SOUZA, 2012).

Nesse quadro geral, René Descartes
(1596-1650) e Pierre de Fermat (1601-1665),
curiosamente ambos formados em direito, que

possibilitaram a formalizagcdo do estudo das
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quadricas a partir da definicdo dos espacos de primeira ordem ([J), por meio da
equacéao do primeiro grau que, no plano, representa uma reta, e de segunda ordem
([?), por meio da equacao do segundo grau que, no plano, representa uma cénica
(DOMINGUES, 2013).

Portanto, se denominam as secc¢bes cOnicas, curvas originadas de cortes
em cones, como sendo o lugar geométrico dos pontos do [? cujas coordenadas
(x, ¥), com relacdo a base canénica, satisfazem a equacéo do segundo grau, Eq.
(BARISON, 2018).

ax®+ by? +2cxy +dx+ey+f=0

2| METODOLOGIA

Este trabalho conta com uma abordagem qualitativa, haja vista que apresenta
somente um resumo das principais caracteristicas das secc¢des conicas. Este estudo
nao conta com carater empirico, tampouco fora realizado em campo. Assim sendo,
conta apenas com apoio bibliografico. Ha precedentes da natureza do trabalho, pois
a finalidade do mesmo se remete a uma breve revisao da literatura sobre o tema,
com o objetivo de descrever um resumo que sirva de inicio e de orientacéo basica
no estudo sobre as secgdes conicas.

31 SECCOES CONICAS

Em geometria, chama-se de seccado cbnica, ou simplesmente de cbnica,
a qualquer curva produzida pela interseccdo de um plano e um cone circular.
Dependendo do angulo relativo entre o plano e o cone, a intersec¢cao pode ser uma
circunferéncia, uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola, conforme ilustrado na
Figura 1 (TAISBAK, 2018).

Uma circunferéncia, ou circulo, € uma forma fechada simples, formada quando

o angulo relativo entre o cone e o plano é igual a zero.
Segundo Euclides,

Um circulo é uma figura plana delimitada por uma linha e tal que todas as linhas
direitas, desenhadas a partir de um determinado ponto dentro dela, até a linha
delimitadora, séo iguais. A linha delimitadora € chamada sua circunferéncia e o
ponto, seu centro. (DODGSON, 1883, p. 4)

Quando um plano atravessa a superficie de um cone, nessa interse¢ao, tem-se

uma elipse.
A parabola também é definida na interseccdo de um plano que penetra
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obliguamente a superficie de um cone.
A hipérbole é definida na intersecdo de um plano que penetra um cone em
paralelo ao seu eixo.

circle
ellipse
parabola

hyperbola

Figura 1. Secgbes conicas (TAISBAK, 2018).

Varios parametros estdo associados a uma secao cOnica. Sendo que o eixo
principal € a linha que une os focos de uma elipse ou hipérbole, e 0 centro, nesses
casos, é o ponto médio do segmento de linha que une os focos. Algumas das outras
caracteristicas comuns e/ou parametros de cOnicas sdo dadas a seguir (AKOPYAN;
ZASLAVSKY, 2007).

Excentricidade é um parametro comum a toda secc¢ao conica, representado por
um numero real, que significa a medida de o quanto uma secg¢do conica se desvia
de ser circular.

A Tabela 1 lista as equacgdes e a excentricidade das sec¢des cbnicas.

Coénica Tipo Equacao Excentricidade (e)
Circunferéncia xX° + y2 =a 0
. 2 2
centro na origem e| XV _,
eixo maior horizontal | 42 = K2 =
Elipse 1-—
. 2 2 a
centro na origem e y_+X_ —1
eixo maior vertical 22 B -
_ 2 2
centro na origegm e| X _ YV _ 4
focos no eixo Ox 3 B =
Hipérbole 1+ =—
_ 2 2 a°
centro na origem e| Y X 1
focos no eixo Oy b2 g -
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vértice na origem,
concavidade para 2 _»o

o . =2PX
a direita e eixo de y P
simetria horizontal
vértice na origem,
concavidade para a yz — —2px
esquerda e eixo de

3 simetria horizontal
Parabola — - 1
vértice na origem,

cpncawdade. para x2 =2 py
cima e eixo de
simetria vertical
vértice na origem,
concavidade para 5
. . X =-2py
baixo e eixo de
simetria vertical

Tabela 1. Parametros das secc¢bes cOnicas (AKOPYAN; ZASLAVSKY, 2007).

A elipse tem uma série de elementos constituintes que estdo identificados na
Figura 2.

Figura 2. Detalhamento de uma elipse (SO MATEMATICA, 2018).

Da Figura 2, tem-se os elementos descritos a seguir: focos: os pontos F, e
F,, centro: o ponto O, que é o ponto médio de ﬁ; semi-eixo maior: a; semi-eixo
menor: b; semi-distancia focal: c; vértices: os pontos A, A, B,, B,; eixo maior:
|AA|=2a: eixo menor: |BB,| = 2b; distancia focal: |FF;|=2c.

As elipses podem ser representadas com seu centro na origem e 0 eixo maior
sendo horizontal (Figura 3) ou vertical (Figura 4).

AV
Px,y)

A(-,0) 0|  A,0

Figura 3. Elipse com centro na origem e eixo maior horizontal (SO MATEMATICA, 2018).

A Aplicagdo do Conhecimento Cientifico nas Engenharias 4 Capitulo 16




‘V

7, o
x
>
B, |——0 B,
b
5
b

Figura 4. Elipse com centro na origem e eixo maior vertical (SO MATEMATICA, 2018).

A hipérbole tem uma série de elementos que estao identificados na Figura 5.

Figura 5. Detalhamento de uma hipérbole (SO MATEMATICA, 2018).

Da Figura 5, tem-se os elementos descritos a seguir: focos: os pontos F, e F,;
vértices: os pontos A, e A,; centro da hipérbole: o ponto O, que é o ponto médio
de m; semi-eixo real: a; semi-eixo imaginario: b; semi-distancia focal: c;
distancia focal: \EF2| =2C: eixo real: ‘A,AE| = 2a (contém os focos); eixo menor:
|BB,|=2b (b>0etal que & + b* = ¢* - relagéo fundamental).

Para fins de uma melhor compreensao, dois casos seréo considerados a seguir:
hipérbole com centro na origem e focos no eixo Ox (Figura 6) e hipérbole com centro
na origem e focos no eixo Oy (Figura 7).
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Figura 6. Hipérbole com centro na origem e focos no eixo Ox (SO MATEMATICA, 2018).
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Figura 7. Hipérbole com centro na origem e focos no eixo Oy (SO MATEMATICA, 2018).
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Uma hipérbole é chamada equilatera quando as medidas dos semi-eixos real e
imaginario sao iguais, Figura 8.

A

b{ | / |
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N

Figura 8. Caracterizacéo de uma hipérbole equilatera (SO MATEMATICA, 2018).

Assintotas sao retas que contém as diagonais do retédngulo de lados 2a e
2b de uma hipérbole.

Quando o eixo real € horizontal, o coeficiente angular dessas retas é m = ig
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i . - , a
; quando é vertical, o coeficiente € m = iB .

Figura 9. Assintotas de uma hipérbole equilatera (SO MATEMATICA, 2018).

Para fins de uma melhor compreenséao, dois casos serdo considerados a seguir:
Eixo real horizontal e C(0, 0) (Eq. (2)); e Eixo vertical e C(0, 0) (Eq. (3)).

yzigx
a (2)
a
g
y=x,X

3)

Figura 10. Pontos de uma parabola no plano (SO MATEMATICA, 2018).

A parabola tem uma série de elementos que estdo identificados na Figura 11.

A Aplicagdo do Conhecimento Cientifico nas Engenharias 4 Capitulo 16




&
d
D
W TF
|
|
I
P
PR |
L 4

Figura 11. Detalhamento de uma parabola (SO MATEMATICA, 2018).

Da Figura 11, tem-se os elementos descritos a seguir: foco: o ponto F; diretriz:
a reta d; vértice: o ponto V; parametro: p.

Para fins de uma melhor compreenséo, quatro casos serdo considerados
a seguir: parabola com vértice na origem, concavidade para a direita e eixo de
simetria horizontal (Figura 12), pardbola com vértice na origem, concavidade para a
esquerda e eixo de simetria horizontal (Figura 13), parabola com vértice na origem,
concavidade para cima e eixo de simetria vertical (Figura 14), parabola com vértice
na origem, concavidade para baixo e eixo de simetria vertical (Figura 15).

e Ay

Mix, v] o s deda

Figura 12. Pardbola com vértice na origem, conca,vidade para a direita e eixo de simetria
horizontal (SO MATEMATICA, 2018).
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Figura 13. Parabola com vértice na origem, concavidade para a esquerda e eixo de simetria
horizontal (SO MATEMATICA, 2018).
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Figura 14. Parabola com vértice na origem, concavidade para cima e eixo de simetria vertical
(SO MATEMATICA, 2018).
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Figura 15. Parabola com vértice na origem, concavidade para baixo e eixo de simetria vertical
(SO MATEMATICA, 2018).

41 ALGUMAS APLICACOES DAS CONICAS

O interesse pelo estudo das cOnicas vem de épocas ha muito distas. De fato,
essas curvas desempenham um papel importante em varios dominios da fisica,

incluindo a astronomia, na economia, na engenharia e em muitas outras situagoes.
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Isso explica por que o interesse pelo seu estudo seja t&o antigo.

A seguir, se relacionarao algumas situagdes onde tais curvas aparecem.

O feixe de luz emitido por uma lanterna direcionada para uma parede desenhara
nessa parede uma curva cOnica. Esse fato se da porque o feixe de luz emitido pela
lanterna forma um cone e, também, porque a parede funciona como um plano que
corta o cone formado. Dependendo da inclinagdo da lanterna com relacéo a parede,
se obterd uma circunferéncia, uma elipse, uma parabola ou uma hipérbole.

Certos candeeiros de cabeceira, cujo quebra luz (abajur) é aberto segundo
uma circunferéncia, desenham na parede uma hipérbole e no teto uma elipse. De
fato, os projetistas da area de iluminacdo usam essa informacéao, entre outras, para
construirem candeeiros, lanternas, etc.

O deslocamento de ar provocado pelo som emitido por um avidao a jato
supersdnico tem o formato de um cone e forma uma curva cénica. Assim, dependendo
dainclinacao do avido comrelacéo ao solo, se obtém elipses, parabolas ou hipérboles.
A audiometria usa esse fato, entre outros, para saber a que distancia do solo o aviao
pode ultrapassar a velocidade do som.

A superficie formada pela agua dentro de um copo é eliptica, sendo circular
apenas no caso em que o copo esteja alinhado com o nivel, na horizontal. Se o copo
for agitado com um movimento rotativo sobre si préprio, a superficie do liquido nele
inserido sera a de um paraboloide. Essa técnica € frequentemente usada para se
obter esse tipo de superficie.

Na astronomia, Kepler mostrou que os planetas do sistema solar descrevem
Orbitas elipticas, as quais tém o Sol em um dos focos, Figura 16.

Figura 16. Planeta com Orbita eliptica ao redor do Sol (OLIVEIRA; VARANDAS, 1999).

A exemplo do planeta da Figura 16, a Terra descreve uma trajetoéria eliptica em
torno do Sol, que é um dos focos dessa trajetéria.

A Lua em torno da Terra e os demais satélites em relacdo a seus respectivos
planetas também apresentam esse comportamento. Também os satélites artificiais
enviados para o espaco percorrem trajetérias elipticas. Mas nem todos os objetos

que circulam no espaco tém orbitas elipticas.

A Aplicagdo do Conhecimento Cientifico nas Engenharias 4 Capitulo 16



Existem cometas que percorrem trajetérias hiperbélicas, os quais ao passarem
perto de algum planeta com grande densidade, alteram a sua trajetéria para outra
hipérbole com um foco situado nesse planeta. H4 também aqueles cometas cujas
trajetérias sao parabolas, sendo que o Sol ocupa o foco. O cometa de Halley segue
uma orbita eliptica, tendo o Sol como um dos focos.

Como a parabola é um caso de equilibrio entre a elipse e a hipérbole (a
excentricidade da parabola é igual a um), a probabilidade de existir algum satélite
com Orbita parabdlica é quase nula. Mas isso ndo impede a existéncia de satélites
com essa trajetoria.

Os telescopios refletores mais simples tém espelhos com seccdes planas
parabdlicas.

A superficie de um liquido contido em um cilindro que gira em torno de seu eixo
com velocidade constante é parabdlica.

Também as trajetorias dos projéteis, em um ambiente sob a acdo da forca de
gravidade, sdo parabdlicas. J& no ambiente terrestre, onde existe a resisténcia do
ar, essas trajetorias séo elipticas, mais propriamente, arcos de elipses. No entanto,
por vezes, as diferencas entre as trajetdrias elipticas e as parabdlicas sdo quase
indiscerniveis, pelo que, pode-se facilmente verificar tais fatos tomando atencéao ao
jato de dgua de uma mangueira, cuja abertura esta inclinada para cima. A balistica,
ciéncia que estuda as trajetérias de projéteis, faz uso desse fato para determinar o
local da queda de um projétil.

No estudo dos atomos, um campo da Fisica e da Quimica, as Orbitas dos
elétrons em torno do nucleo séo elipticas.

Fazendo uso da propriedade refletora da parabola, Arquimedes construiu
espelhos parabdlicos, os quais por refletirem a luz solar para um s6 ponto, foram
usados para incendiar os barcos romanos quando das invasdes de Siracusa.

Esse mesmo principio € utilizado pelas antenas parabdlicas, onde, ao contrario
do calor, concentram-se micro-ondas que séo refletidas para uma determinada
posicéo logo a cima de sua superficie, onde um equipamento chamado LNB (Low
Noise Block converter), que fica "apontado" para um satélite que transmite o sinal
que se deseja capturar.

De fato, as propriedades refletoras das conicas tém contribuido para a
construcédo de telescopios, antenas, radares, fardis, Opticas dos carros, lanternas
etc. Na verdade, alguns dos objetos mencionados também obedecem a propriedade
refratora das cbnicas. Como exemplo de objetos mais comuns que usam tal
propriedade, estdo os 6culos graduados, as lupas e 0s microscopios.

Apartir da propriedade refletora das parabolas, os engenheiros civis construiram
pontes de suspensao parabdlica, conforme a ilustrada na Figura 17.
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Figura 17. Construcao de uma ponte com suspenséao parabdlica (OLIVEIRA; VARANDAS,
1999).

Ao imaginar os cabos que prendem o tabuleiro da ponte como raios de luz,
facilmente se verifica que o cabo principal, aquele que passa pelos pilares da ponte,
tem a forma de uma parabola.

As extremidades das asas do famoso aviao britanico Spitfire, usado com grande
sucesso na Il Guerra Mundial, eram arcos de elipses, conforme se pode observar na
Figura 18.

Figura 18. Um grupo de avibes Spitfire que foram cruciais para a defesa da Inglaterra em 1940.
(Fonte: WikiPhotos)

Embora a razdo da sua escolha se prenda ao fato de se obter mais espaco para
transportar municées, esse tipo de asa diminuia a resisténcia do ar, favorecendo
melhores manobras ao avido em voo.

O sistema de localizacdo de barcos denominado por LORAN (Long Range
Navigation), faz uso das hipérboles confocais, onde os radares estdo nos focos. Aideia
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€ baseada na diferenca de tempo da recepg¢ao dos sinais emitidos simultaneamente
pelos dois pares de radares, sendo um dos radares comuns aos dois pares. O mapa
assim construido apresenta curvas hiperbodlicas. Essa técnica foi usada na Il Guerra
Mundial, para detectar barcos japoneses.

51 CONSIDERACOES FINAIS

Observou-se que had uma vasta literatura voltada ao estudo das seccdes
cOnicas, em nivel de ensino médio e de ensino superior, que propiciariam um extenso
trabalho a respeito do assunto e o alcance de um maior detalhamento.

As aplicacdes praticas das secgdes cdnicas também sado vastas e podem ser
observadas em nosso cotidiano. Viu-se que a observacgao de tais aplicagdes e o seu

uso vem de longa data e nas mais variadas areas.
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