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APRESENTAÇÃO

A    obra  “Engenharia de Construção Civil e Urbana” contempla dezoito 
capítuloscom abordagens sobre as mais recentes pesquisas relacionadas a construção 
civil e modificação do ambiente urbano.A   utilização   de   novas   tecnologias,   
desenvolvimento   de   novos   materiais promovem  um  avanço  na  construção  
civil,  permitindo  a  execução  de  novas construções,  promovendo  a  reutilização  
de  diversos  materiais  que  antes  eram descartados. O   uso   de   ferramentas 
computacionaispermite   um   maior   controle   e gerenciamento  de  obras,  proporcionando  
uma  melhor  compatibilização  de projetos, e evitando diversos problemas na sua 
execução.  Existem aplicativos que permitem realizar o dimensionamento de diversos 
elementos, contribuindo para a agilidade na execução de projetos.O  estudo  sobre  o  
comportamento  de  materiais  utilizados  na  construção  civil permite o desenvolvimento 
de novas soluções, bem como o aprimoramento de sistemas  construtivosexistentes, 
proporcionando  maior qualidade,  eficiência e segurança às obras.A  utilização  de  
resíduos  de  construção  nodesenvolvimento  de materiais,  têm sido  amplamente  
utilizados  e  além  de  gerar  novas  soluções, resulta  embenefícios ao meio ambiente. 
Da mesma forma, o uso da eficiência energética também tem sido utilizado em busca 
de soluções sustentáveis.Ante  aoexposto,  esperamos  que  esta  obra proporcioneao  
leitor uma  leitura agradável e traga conhecimento técnico, contribuindo para uma 
reflexão sobre os impactos que as pesquisasgeramnaengenharia deconstrução civil e 
urbana, eque seu uso possa trazer benefícios a sociedade.

Franciele Braga Machado Tullio
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CAPÍTULO 3

VARIAÇÃO DE CALOR EM UMA PLACA: 
ANÁLISE EXPERIMENTAL E SIMULAÇÕES 

COMPUTACIONAIS

Fábio Gaspar Santos Júnior
Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro

Rio de Janeiro – RJ

Ana Carolina Carius
Universidade Católica de Petrópolis

Petrópolis – RJ 

Mariana Anastácia de Oliveira
Universidade Católica de Petrópolis

Petrópolis – RJ

RESUMO: O presente trabalho objetivou 
a discussão do problema de variação de 
temperatura em estruturas bidimensionais dos 
pontos de vista computacional e experimental. 
A equação diferencial parcial que rege este 
problema depende, apenas, de variáveis 
espaciais. A formulação do problema para 
materiais que se comportam de forma 
homogênea, a exemplo dos metais como o 
aço ou o titânio, é simples e, a partir do método 
de Separação de Variáveis para Equações 
Diferenciais Parciais, é possível obter uma 
solução analítica para este problema. A 
proposta desse trabalho foi analisar a 
construção dessa solução analítica e verificar a 
implementação desta solução do ponto de vista 
computacional, através do aplicativo GeMA. 
Este software utiliza, na obtenção das soluções 
aproximadas, o Método de Elementos Finitos. A 

fim de avaliar a discrepância entre os resultados 
computacionais a partir do GeMA e os resultados 
experimentais, elaborou-se um roteiro de 
experimentos laboratoriais utilizando placas de 
aço e titânio, verificando-se diferentes valores 
para as temperaturas ao longo das placas, uma 
vez que para esse tipo de experimento não há 
normas ABNT que orientassem as medições, 
assim como a quantidade de dados mínima 
para validar o experimento laboratorial. Por 
fim, comparou-se os resultados experimentais 
e com os resultados computacionais, obtendo-
se erros absolutos e relativos compatíveis, 
que indicaram a não necessidade de ensaios 
laboratoriais para se compreender a variação de 
temperatura ao longo de placas homogêneas, 
uma vez que as simulações do GeMA foram 
capazes de validar os resultados experimentais.
PALAVRAS-CHAVE: Variação de temperatura, 
separação de variáveis, Método dos Elementos 
Finitos, GeMA.

VARIATION OF HEAT ON A PLATE: 
EXPERIMENTAL ANALYSIS AND 

COMPUTATIONAL SOLUTION

Abstract: The present work aimed at discussing 
the problem of temperature variation in two - 
dimensional structures from a computational 
and experimental point of view. The partial 
differential equation governing this problem 
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depends only on spatial variables. The formulation of the problem for materials that 
behave homogeneously, for example metals such as steel or titanium is simple and, 
from the method of Separation of Variables for partial differential equations, it is 
possible to obtain an analytical solution for this problem. The purpose of this work was 
to analyze the construction of this analytical solution and verify the implementation 
of this solution from the computational point of view, through the GeMA application. 
This software uses Finite Element Method to obtain approximate solutions. In order to 
evaluate the discrepancy between the computational results from the GeMA and the 
experimental results, a script of laboratory experiments was elaborated using plates 
of steel and titanium, being verified different values ​​for the temperatures along the 
plates, one since for this type of experiment, there are no ABNT standards that guide 
the measurements, as well as the minimum amount of data to validate the laboratory 
experiment. Finally, we compared the experimental results and the computational 
results, obtaining absolute and relative errors compatible, which indicated the need for 
laboratory tests to understand the variation of temperature along homogeneous plates, 
since the simulations of the GeMA were able to validate the experimental results.
KEYWORDS: Temperature variation, separation of variables, Finite Element Method, 
GeMA.

1 | 	INTRODUÇÃO 

O processo de transferência de calor é amplamente estudado em diversas áreas 
da engenharia, destacando-se a importância deste estudo, sobretudo, na engenharia 
civil e na engenharia mecânica. Sempre que há um gradiente de temperatura no 
interior de um sistema ou quando há contato entre dois sistemas com temperaturas 
diferentes, há um processo de transferência do calor. Este trabalho concentrou-se no 
estudo de transferência do calor através do processo de condução, representado, em 
sua forma estacionária, pela Equação de Laplace

	

cujo domínio é um retângulo.
A Equação de Laplace apareceu, pela primeira vez, em um artigo de Euler 

sobre hidrodinâmica em 1752. A equação ficou com o nome de Laplace em honra 
a Pierre-Simon Laplace (1749-1827) que, a partir de 1782, estudou extensivamente 
suas soluções enquanto investigava a atração gravitacional entre corpos no espaço. A 
Equação de Laplace é figura conhecida em muitos problemas da Física Matemática, 
como, por exemplo, no estudo de campos eletrostáticos, na função potencial elétrico 
em um meio dielétrico sem cargas elétricas e, para interesse deste trabalho, na 
representação temperatura no estado estacionário (IÓRIO, 2010).

Devido ao caráter histórico do problema apresentado neste trabalho, muito 
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investigou-se, até o presente, a respeito do papel das soluções analíticas encontradas 
para a Equação de Laplace no contexto do problema de condução do calor, sobretudo 
do ponto de vista matemático, uma vez que a Equação de Laplace possui solução 
analítica através do método de Separação de Variáveis para Equações Diferenciais 
Parciais (EDP’s).

Desta forma, este trabalho consiste na análise computacional da variação de 
calor em uma placa retangular, objetivando a verificar se a Equação de Laplace pode, 
de fato, ser utilizada para determinar o valor da temperatura em pontos distribuídos 
de um objeto retangular. A questão da análise de calor é problema recorrente em 
diversas áreas na engenharia, podendo ser aplicada na determinação do valor da 
temperatura em um ponto de uma caldeira, de um motor ou outro objeto de estudo. 
Entretanto, quantificar o valor dessa temperatura em um material e selecionar os 
parâmetros necessários para sua determinação são processos altamente complexos. 
Uma possível solução seria a determinação de valores verossimilhantes por meio de 
uma análise computacional.

O trabalho buscou comparar valores computacionais para a temperatura em uma 
placa retangular com valores reais obtidos de forma experimental em laboratório. A fim 
de garantir as duas análises citadas anteriormente, utilizou-se o software computacional 
GeMA, desenvolvido no Tecgraf, laboratório computacional da Engenharia Civil da 
Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. Simulou-se a condução do calor 
em placas retangulares de diferentes materiais: aço e titânio.

Após a obtenção dos resultados computacionais para o problema em questão, 
foram realizados diversos experimentos laboratoriais envolvendo placas retangulares 
de aço e titânio. Não há, na ABNT (Associação Brasileira de Normas Técnicas), normas 
específicas para esse tipo de experimento. Por fim, as temperaturas foram registradas 
em dois pontos diferentes das placas, que eram idênticas, porém de materiais distintos 
e comparou-se esses resultados com os resultados computacionais obtidos através 
do GeMA.

2 | 	OBJETIVOS

Este trabalho objetivou avaliar o fenômeno do transporte do calor em uma placa 
retangular constituída por materiais que se comportam de maneira homogênea quando 
submetidos à uma fonte de calor. Analisou-se a transferência do calor, de forma 
estacionária, através de simulações numéricas e experimentos laboratoriais. Ao final 
de ambos os processos, comparou-se a temperatura da placa em cada par ordenado 
(x,y) sob as duas perspectivas, utilizando-se, como materiais experimentais, o aço e 
o titânio. Nesse sentido, o trabalho conseguiu verificar se a modelagem matemática, 
em conjunto com as simulações computacionais, foi capaz de reproduzir os resultados 
experimentais e, portanto, gerar resultados confiáveis para problemas reais.
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3 | 	MÉTODOS

Nesta seção descreve-se as duas metodologias de pesquisa que foram 
utilizadas durante o trabalho: modelagem matemática, nesta parte inclui simulações 
computacionais, e os experimentos laboratoriais, simulando situações reais de 
transferência de calor em placas retangulares de diferentes materiais.

3.1	Modelagem Matemática: Equações Diferenciais Parciais e a Transferência do 

Calor Estacionária

Conforme já descrito, a transferência do calor ocorre de diferentes formas e pode 
ser estacionária ou transiente. Para efeitos de estudo neste trabalho, considerou-se 
o problema de transferência do calor de forma estacionária em uma placa retangular, 
modelado através da Equação de Laplace. Esta solução possui solução analítica através 
do método de separação de variáveis para Equações Diferenciais Parciais (EDP). 
Deduz-se, a seguir, a solução para o problema de condução do calor estacionário em 
uma placa retangular, a exemplo de Iório (2016).

Considere a equação de Laplace (1), onde Ω é o espaço bidimensional que, para 
este trabalho, é representado por um retângulo. A Figura 1 ilustra o domínio proposto.

A fim de desenvolver a solução para a equação (1), considerou-se a placa 
retangular em regime estacionário, sem geração de calor interno e a temperatura igual 
a em três bordas. De forma ilustrativa, pode-se considerar a temperatura  nas bordas 
inferior, lateral esquerda e lateral direita da placa. A borda restante é submetida a uma 
temperatura diferente     Portanto

que é equivalente a 

Figura 1: Placa [0,a]×[0,b].
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Fonte: Os autores, 2018.

Moreira (2015) propõe a seguinte mudança de variáveis para o problema descrito 
pela equação (1)

A partir da definição desta nova variável, as condições de contorno para problema 
podem ser redefinidas da seguinte forma

Portanto a equação (1) pode ser reescrita em função da variável 

Considerando  a função que analisa a variação de temperatura, tem-se

onde X é uma função dependente de x e Y é uma função dependente apenas de 
y. Derivando duas vezes em função de cada parâmetro, tem-se:

Dividindo essas equações pelo produto XY e considerando a definição para a 
função , obtém-se
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É possível mostrar que a solução para esta equação é
.	

Impondo-se as condições de contorno (3), é possível determinar os valores para 
as constantes presentes na solução (5), assim como o valor para 

Logo, a solução para o problema (4), com as condições de contorno (3), é dada 
por

Considerando, novamente, a mudança de variáveis de  para  descreve-se a 
solução para a Equação de Laplace (1)

onde  é a largura da placa e  é a altura da placa. A solução , Equação de calor de 
Lewis descrita por (7) é analítica, permitindo-se que se calcule o valor da temperatura 
para cada par ordenado No entanto, em função das funções hiperbólicas que 
estão presentes nesta solução, o cálculo manual não é tão simples. A fim de se obter a 
distribuição de temperatura no domínio bidimensional Ω, foram realizadas simulações 
computacionais.

3.2	Simulações computacionais através do GeMA

O software GeMA foi desenvolvido na Pontifícia Universidade Católica do Rio de 
Janeiro (PUC-Rio) através de uma plataforma digital. O objetivo do software é atuar 
como uma biblioteca que usa modelos matemáticos e físicos aplicados à engenharia 
com finalidade de obter soluções através de simulações numéricas, deixando a parte 
da estrutura e informação de dados na responsabilidade do engenheiro. Os programas 
dentro dessa plataforma podem simular diversos problemas, dos mais simples aos 
mais complexos, tendo como exemplo problemas físicos dependentes do tempo, que, 
em geral, não são de fácil resolução. O programa suporta múltiplas soluções, porém 
seu foco é voltado para a área de Elementos Finitos, utilizando discretizações das 
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malhas e a análise necessária para a solução de um dado problema. É utilizada uma 
“caixa de ferramentas” para o auxílio na obtenção da solução através do programa, 
reduzindo custos e aumentando a produtividade dele. Essa caixa de ferramentas 
é definida no meio computacional como framework. Esse framework é o programa 
GeMA (Análise de Modelagem Geográfica) que utiliza a linguagem de programação 
“Lua” em sua estrutura, que se assemelha bastante a linguagem C++ e, também, tem 
a vantagem de ser de fácil entendimento e fácil programação. Cabe ressaltar que a 
linguagem Lua também foi desenvolvida na Pontifícia Universidade do Rio de Janeiro 
(PUC-RJ).

A solução é construída, resumidamente, em três partes: dados do modelo, método 
da solução  e  monitor de resultados. Neles, são definidos como será a simulação 
e os resultados obtidos. A execução da simulação utiliza os dados do modelo e o 
método da solução em um arquivo (monitor de resultados) e, em seguida, o script de 
orquestração calcula os resultados. O script de orquestração é o local que as soluções 
são calculadas e é ali que são aplicados os dados e a sequência do processo para a 
solução. Esse script é escrito em linguagem Lua.

Os processos de desenvolvimento são de alto nível e os processos de análise, 
como de elementos finitos, ajudam na obtenção de objetos físicos para a modelagem 
matemática simulada. Com a linguagem de programação necessária, é possível a 
execução do programa.

O ambiente GeMA é uma estrutura multifísica, ou seja, lida com diferentes 
problemas. Sendo assim há uma disponibilidade da utilização desse programa para a 
análise computacional do problema de calor em questão.

Como a proposta é a comparação dos resultados matemáticos com experimentos 
laboratoriais, a solução desse programa é feita pela plataforma GeMA, gerando 
as malhas necessárias para a análise computacional a ser feita. Assim, é possível 
comparar se a solução computacional se equipara com a solução física real.

A arquitetura do programa é bastante didática, apresentando organização, 
facilidade e objetividade no entendimento por parte de pessoas que já possuam um 
conhecimento prévio acerca de programação.

O fornecimento da solução se dá por meio da solução do método em questão, 
com matrizes específicas para cada tipo físico que, no caso deste trabalho, é a 
solução para uma placa de calor. O programa implementa, em sua solução, malhas 
que definem a geometria do problema, parâmetros físicos como material, densidade, 
temperatura, tamanhos etc.

Sua solução é bastante flexível e de fácil acesso. 
Para a visualização da simulação computacional, é utilizado o ParaView, um 

software que transforma as malhas calculadas em imagem, e projeta o gráfico da figura 
em análise. No caso deste trabalho, o ParaView mostrará a simulação computacional 
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das placas de metal simuladas pela GeMA. 

3.3	Solução computacional

A equação de solução que o programa GeMA calcula gerando suas malhas é 
baseada em uma placa quadrada em função dos eixos x e y, que mostra a temperatura 
em cada ponto dessa placa, dada pela equação (7).

4 | 	RESULTADOS

Primeiramente, apresentam-se os resultados computacionais obtidos a partir 
da inserção de dados no programa GeMA. Os dados serão inseridos no programa 
baseando-se no maior calor obtido na fonte em cada material durante a parte 
experimental, para o estabelecimento de um parâmetro para comparação. Os maiores 
valores de temperatura obtidos nas fontes foram após cinco minutos de cada teste 
laboratorial, então, as comparações são feitas nesse tempo fixo. Para a simulação no 
GeMA, tem-se a fonte como parâmetro inicial para temperatura superior, enquanto para 
outras temperaturas, lateral e inferior, será adotado o valor da temperatura ambiente. 
A simulação é feita sendo necessário colocar no programa os valores de temperatura 
superior, lateral e inferior, o tamanho da placa, que neste trabalho é uma placa de 
metal de 2 polegadas (5,1 cm) x 1 polegada (2,54 cm), e a condutividade térmica de 
cada material (k).

Para fazer a comparação com a parte teórica desenvolvida e a veracidade entre 
a modelagem matemática, simulações computacionais e experimentos laboratoriais, 
foi realizada uma experiência no Laboratório de Materiais Mecânicos na Universidade 
Católica de Petrópolis (UCP). O experimento foi conduzido da seguinte forma: através 
de uma resistência elétrica em contato com uma placa, que funcionou como fonte de 
calor, realizou-se a transferência de calor por condução pelos grãos que compõem o 
material. Com um termômetro, aferiu-se os valores da temperatura em dois pontos 
distintos da placa.

4.1	Resultados Teóricos

Para o Titânio: O material para a primeira simulação foi o Titânio que possui, 
como propriedade específica, a condutividade térmica (k) com valor de k = 21,9 W/mC. 
A temperatura da fonte na simulação foi de T fonte = 130 °C. Colocando esse valor 
de temperatura para a fonte, obtemos gráfico na Figura 2, levando em consideração 
a temperatura lateral como a temperatura ambiente, sendo nesta simulação o valor 
utilizado de T ambiente/lateral = 22°C.
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Figura 2: Placa de Titânio gerada no GeMA.
\Fonte: Os autores, 2018.

Para o aço: O material para a segunda simulação foi o Aço que possui, como 
propriedade, a condutividade térmica (k) com valor de k = 50,2 W/mC. A temperatura 
da fonte na simulação foi de T fonte = 125 °C. Colocando esse valor de temperatura 
para a fonte, obtemos gráfico na Figura 3, levando em consideração a temperatura 
lateral como a temperatura ambiente, sendo nesta simulação o valor utilizado de T 
ambiente/lateral = 22°C.

Figura 3: Placa de Aço gerada no GeMA.
Fonte: Os autores, 2018.

4.2	Resultados Práticos

Os resultados a seguir são os valores obtidos na medição da variação de calor 
em uma placa. Em cada placa foram feitas as medições e convergiram para um valor. 
A seguir, estão indicados nas tabelas 1 e 2 as temperaturas, em °C (graus Celsius), na 
fonte (f) e nos pontos, em milímetros, nas placas de Titânio e Aço. 
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Titânio
(x;y) em milímetros t=0 min. t=5 min.

Fonte 23,5 °C 132,3 °C
(12,7;30) 23,5 °C 30,2 °C
(12,7;15) 23,5 °C 26,3 °C

Tabela 1 - Resultados dos valores obtidos em laboratório para a placa de Titânio.

Aço 
(x;y) em milímetros t=0 min. t=5 min.

Fonte 20,5 °C 126,0 °C
(12,7;30) 21,8 °C 29,4 °C
(12,7;15) 21,8 °C 22,6 °C

Tabela 2 - Resultados dos valores obtidos em laboratório para a placa de Aço.

5 | 	DISCUSSÃO

A obtenção dos valores obtidos pela simulação teórica e os experimentos 
laboratoriais, possibilita o estabelecimento de uma comparação entre eles, expressa 
nas tabelas 3 e 4:

Titânio – Comparação
Temperatura ambiente 21,80 °C

(x;y) em milímetros Temperatura laboratorial
Temperatura com-
putacional

Fonte 132,30 °C 132,30 °C
(12,7;30) 30,20 °C 31,40 °C
(12,7;15) 26,30 °C 23,27 °C

Tabela 3 - Comparação dos valores obtidos em laboratório e computacional para a placa de Titânio.

Aço – Comparação
Temperatura ambiente 21,70 °C

(x;y) em milímetros
Temperatura la-

boratorial
Temperatura com-
putacional

Fonte 126,00 °C 126,00 °C
(12,7;30) 29,40 °C 29,58 °C
(12,7;15) 22,60 °C 21,80 °C

Tabela 4 - Comparação dos valores obtidos em laboratório e computacional para a placa de 
Aço.

Então, mesmo com pequenas diferenças, pode-se perceber que as variações de 
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temperatura nas placas tanto de titânio quanto nas de aço se dão de uma forma bem 
aproximada, tanto na simulação computacional quanto na parte prática.

A partir dessa análise pode-se dizer que para materiais homogêneos apenas a 
simulação computacional é necessária. Os valores do programa GeMA se aproximam 
dos valores reais. Portanto, não é necessário fazer medições práticas, com a peça no 
seu ambiente de atuação, para obter os valores da variação de temperatura em um 
material exposto a troca de calor com uma fonte quente.

6 | 	CONCLUSÃO

Levando em consideração os valores analisados, tanto na parte teórica quanto 
na parte prática deste trabalho, é possível verificar que os valores se comparam. Haja 
vista que o programa GeMA é para cálculo de variação de temperatura em placa, 
os valores determinados pela simulação no programa condizem com os valores 
obtidos em laboratório. Há um pequeno erro de aproximação devido a fatores físicos, 
como a interferência do calor por convecção e radiação (convecção e radiação foram 
desprezadas neste, já que a intenção era o cálculo por condução), a umidade do ar, 
densidade do ar e pressão atmosférica e outros valores que não são levados em conta 
nesse trabalho. A variação devido a esses fatores é pequena comparado aos valores 
altos de temperatura gerados na fonte.

A Equação de calor (Lewis) que determina a temperatura em cada ponto de uma 
estrutura é analisada no programa da plataforma GeMA e determina a variação em uma 
placa de aço e titânio. Como os resultados obtidos no estudo em laboratório condizem 
com os valores (bem próximos) do programa, a análise desses pôde permitir que são 
condizentes. Portanto, a Equação de calor e o programa são ótimas aproximações 
para valores reais. Tal fato é de suma importância na engenharia, visto que permite 
a obtenção de valores de temperatura em estruturas sem o uso de termômetro ou 
outra medição no objeto físico em estudo. Nesse contexto, somente o uso de uma 
simulação computacional se torna suficiente, uma vez que permite avaliar o valor da 
temperatura em cada ponto do corpo ou analisar a variação de temperatura nesse, 
a partir da informação acerca de fatores básicos, como a temperatura em torno do 
objeto e a condutividade térmica do material.

Com o intuito de comprovar a eficiência da equação e do programa, este trabalho 
analisou uma placa retangular.

Por fim, propõe-se, para estudos futuros, a análise dos fatores físicos e como 
eles podem interferir na comparação entre os valores real e teórico, e assim, chegar 
em um valor teórico mais próximo ainda do real. 
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