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APRESENTAÇÃO

Os pensadores que realizaram as primeiras investidas efetivas no campo dos 
estudos sociológicos em fins do século retrasado, nomes como Marx e Durkheim, 
ocuparam-se de pintar com uma paleta científica paisagens até então dominadas 
pelas cores planas e pouco variadas do senso comum, do pensamento religioso 
e de uma ampla cadeia de preconceitos. Para estes pensadores, o desafio era 
desenvolver regras gerais e algo semelhante a uma física para uma matéria prima 
aparentemente tão amorfa e envolta em tabus quanto o complexo emaranhado de 
relações estabelecidas no seio das aglomerações humanas.

A afirmação de que, em relação a outros campos de conhecimento, as Ciência 
Sociais são jovens, já se converteu em uma máxima confortável, demasiado utilizada. 
Por um lado, é certo que o interesse por observar os fenômenos sociais à luz do 
método científico se articulou concretamente entre os séculos XIX e XX, mas estes 
fenômenos já haviam sido estudados, ainda que em menor escala, mediados por 
outros filtros.

Talvez em razão disso, as Ciências Sociais se debatam, na economia simbólica 
do cotidiano, com lutas ainda mais ferozes que outros saberes mais estabelecidos. Há 
quem questione a forma do planeta, o nível de participação humana no aquecimento 
global ou a efetividade das vacinas, especialmente nos dias em que vivemos, quando 
a negação da validade do conhecimento de ordem científica cresce a olhos vistos. 
Entretanto, a rejeição em relação aos conhecimentos que a Física, a Geografia e a 
Biologia têm a oferecer ainda é pequena em comparação àqueles que emanam das 
Ciências Sociais e de sua área irmã, as Humanidades.

São realmente muitos os tabus envoltos na vida em sociedade, dado o 
volume de tópicos fundamentais à vida em sociedade que são considerados por 
vezes imperscrutáveis. A religião. O gênero. As dinâmicas de classes. As relações 
econômicas como um todo. O significado de determinados papéis sociais enquanto 
lugares de prestígio ou de repulsa. Tudo isso concerne às Ciências Sociais. Tudo 
isso é problemático, subjetivo e indiscutível para quem vê a realidade através das 
lentes de preconceitos que sequer compreende como surgiram e funcionam. Cabe, 
deste modo, aos estudos aqui apresentados, a tarefa de cometer esse delito social, 
discutindo o indiscutível.

Boa leitura!

Denise Pereira
Maristela Carneiro
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RESUMO: A pesquisa apresenta as 
contribuições para o desenvolvimento de um 
Sistema Tutor Inteligente que auxilia crianças 
no processo de aprendizagem de operações 
aritméticas de adição. O objetivo é fornecer 
ao estudante problemas a serem resolvidos. 
As respostas são avaliadas automaticamente 
pelo sistema, e nos casos em que na resolução 
obtém-se êxito, novos problemas são 
fornecidos, nos casos contrários, um exemplo 
resolvido é recomendado. Assim, possibilita ao 
estudante analisar o próprio erro, corrigi-lo e 
aprender durante o processo. De forma geral, 
os resultados dos experimentos empíricos, 
corroboram com a proposta de que a solução 

é plausível a ser adotada em ambientes digitais 
de ensino. 
PALAVRAS-CHAVE: Aprendizado de Máquina, 
Sistemas Tutores Inteligentes, Aprendizado 
Baseado em Vizinhança, Comitês de Máquinas, 
Redes Neurais Artificiais de Múltiplas Camadas.

INTELLIGENT TUTORING SYSTEM FOR 
ASSIST CHILDREN IN ARITHMETICAL 

ADDITION OPERATIONS

ABSTRACT: This research shows the 
contribution of the development of an intelligent 
tutoring system to help children in the learning 
process   of addition arithmetic. The aim is to give 
problem for the student to solve. The answers 
are automatically evaluated by the system, 
in case success, new problems are shown, 
otherwise, a resolved sample is recommended. 
This possibility to student analise own mistake, 
correct it and learn with the process. In a 
nutshell, the empirical results confirm that the 
proposed is a plausible solution to be used over 
virtual learning environment. 
KEYWORDS: Machine Learning, Intelligent 
Tutoring Systems, Neighborhood Based 
Learning, Ensemble, Multi-layer Artificial Neural 
Network. 
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1 |  INTRODUÇÃO

Nas últimas décadas a evolução tecnológica tem sido a principal causa de 
inúmeros avanços, iniciando uma revolução em diversas áreas da sociedade. Em 
setores de produção industrial podemos observar como a automação tem tornado a 
execução de tarefas mais rápida, uniforme e causando menos desperdício. No setor de 
telecomunicações os avanços foram ainda mais evidentes, sendo possível atualmente 
enviar grande quantidade de dados em tempo recorde ou realizar videoconferências 
que conectam pessoas de várias partes do mundo praticamente sem nenhum atraso 
de transmissão, mudando completamente a forma com as pessoas se comunicam 
e se relacionam. Na educação não vem sendo diferente, várias pesquisas estão 
sendo realizadas incansavelmente para que novas ferramentas possibilitem que a 
aprendizagem ocorra de forma satisfatória e eficiente.

Entretanto, quando novas descobertas são feitas e tecnologias são criadas e/
ou aprimoradas, novos questionamentos e desafios começam a surgir. Apesar de 
todo o avanço, a capacidade de processamento aumentada e os novos recursos 
tecnológicos descobertos, os computadores ainda não eram capazes de realizar 
tarefas diárias simples, como por exemplo, reconhecer uma pessoa pelos seus traços 
ou voz, distinguir entre duas espécies de flores, analisar a semântica de um texto, 
ou até mesmo auxiliar um estudante na resolução de um exercício prático, levando 
em consideração as suas especificidades de aprendizado. Um ser humano leva 
anos para aprender e aperfeiçoar essas habilidades, e mesmo assim não consegue 
total domínio de todas as áreas, porém, quando se depara com uma nova situação 
problema é capaz de usar conhecimentos adquiridos previamente para poder propor 
uma solução. Essa capacidade de evoluir e aprender de forma inteligente acaba por 
dar a nós humanos uma enorme vantagem sobre as máquinas, por mais avançadas 
que essas sejam.

Paralelamente com a evolução computacional, foram surgindo novas ideias de 
como utilizá-los em diversas situações de cunho profissional e do cotidiano. Uma 
dessas ideias diz respeito à utilização de computadores na resolução de problemas 
que até então só humanos eram capazes resolver. A partir desse momento foram 
dados os primeiros passos nos estudos sobre Inteligência Artificial (IA) que nada mais 
é do que o estudo das faculdades mentais através do uso de modelos computacionais 
[Charniak e McDermott 1985]. Um problema frequente que vem recorrendo a IA para 
achar soluções é o de classificação. O Aprendizado de Máquina (AM) é uma subárea 
da Inteligência Artificial que tem como objetivo o desenvolvimento de técnicas e 
sistemas que são capazes de adquirir conhecimento autonomamente, e com isso, ter 
a capacidade de tomar suas decisões baseado em experiências que se mostraram 
corretas anteriormente [Monard and Baranauskas 2003].
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Com o avanço nas pesquisas em IA e AM, programas inteligentes começaram 
a atuar cada vez mais em situações em que somente humanos tinham autonomia. 
No setor automobilístico já existem carros sendo comercializados com um programa 
integrado que através de sensores tem a capacidade de perceber o ambiente 
externo, e a partir dele, toma decisões em tempo real, podendo evitar acidentes e 
até mesmo guiar o carro sem o auxílio de um humano. Na educação, por exemplo, 
o uso de AM pode otimizar a construção do conhecimento e a experiência educativa 
do aluno, sendo um programa computacional capaz de orientá-lo levando em 
considerações suas características pessoais, havendo assim, uma aprendizagem 
significativa [Ausubel 1963]. O conceito de Aprendizagem Significativa vem sendo 
muito utilizado em conjunto com Agentes Inteligentes, que de acordo com [Coppin 
2004], são entidades capazes de realizar uma determinada tarefa normalmente com 
o intuito de auxiliar um usuário humano, podendo essas entidades serem dos tipos 
biológica, robótica ou computacional.

O presente artigo está organizado em cinco seções que incluem esta. Na 
Seção 2 são apresentados os conceitos de Sistemas Tutores Inteligentes, bem 
como o desenvolvimento do trabalho. Na Seção 3, é apresentada a metodologia 
adotada para realização do trabalho. Já na Seção 4, são realizadas as análises 
sobre os resultados alcançados. E por fim, o artigo é finalizado na Seção 5, e são 
apresentados as considerações finais e previsão de trabalhos futuros.

2 |  SISTEMAS TUTORES INTELIGENTES

Diversos estudos vêm sendo realizados ao redor do mundo sobre o 
desenvolvimento e aplicação de Sistemas Tutores Inteligentes (STI) para o auxílio 
no processo de aprendizagem de diversas áreas. Na pesquisa de [Kurup et al. 2016] 
por exemplo, os autores desenvolvem um STI para ajudar crianças a aprender as 
regras de pontuação em inglês, oferecendo frases sem pontuação onde as crianças 
deverão realizá-las, caso necessário o próprio sistema ajuda os alunos na correção. 
Já na pesquisa de [Britto et al. 2017], os autores apresentam um STI para auxiliar 
estudantes do ensino médio no processo de aprendizagem de eletrônica básica, 
considerado por muitos estudantes, de acordo com sua pesquisa, uma disciplina 
complexa.

O sistema aqui proposto tem seu uso totalmente voltado para um público infantil, 
formado por crianças entre cinco e seis anos de idade. Para esse propósito, é de 
extrema importância que o sistema possua uma interface gráfica amigável e atrativa 
para seus usuários. Usando para isso, cores e desenhos animados, que possibilitem 
com que as crianças se interessem pelo programa. A ideia principal da tela inicial do 
sistema é apresentar um problema de adição que consiste em somar dois números 
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inteiros. Como exemplo, usaremos a soma dos valores 99 e 103. Para realizar a 
operação de modo satisfatório, a criança deve não somente realizar a adição, mas 
considerar as transposições de algarismos (vai um) necessárias. O primeiro passo 
para a criança seria realizar a soma dos valores 9 e 3 (referentes a coluna das 
unidades), que equivale a 12, nesse caso devido o resultado da soma conter dois 
dígitos, as unidades devem ser separadas das dezenas. Repetindo o processo para 
as colunas das dezenas e centenas. Após a crianças terminar o cálculo a mesma 
irá informar a ação ao sistema, que por sua vez, poderá seguir por dois caminhos, 
sendo estes: a criança acertar ou errar o cálculo.

A correção do cálculo realizado pela criança é feita de forma computacional, 
e no caso de acerto, uma mensagem de sucesso, juntamente com um convite a 
resolver outro problema irá ser apresentada ao usuário, incentivando-o a continuar 
praticando. A importância desta mensagem está no fato de dar um retorno positivo 
a criança, se tornando assim uma forma de apoio e de tornar o processo de 
aprendizagem mais prazeroso.

2.1 Situação de erro

Caso a criança não acerte na resolução do problema proposto, o sistema irá 
apresentar uma mensagem informando ao usuário do erro. Neste momento, o sistema 
também irá fazer uso da função de recomendação, que escolherá um exemplo correto 
semelhante ao problema proposto, e o apresentará à criança juntamente com a 
mensagem. O exemplo será escolhido da base gerada anteriormente, caso a mesma 
venha a ser devidamente validada. A Figura 1 ilustra um protótipo da tela em situação 
de erro. É possível perceber que além de exibir uma mensagem informando que a 
criança não obteve êxito na realização do cálculo, de forma descontraída, o sistema 
exibe um exemplo de uma adição semelhante, porém resolvida corretamente. Após 
a criança observar o exemplo recomendado pelo sistema, ela tem a chance de voltar 
ao problema original e descobrir onde errou e tentar novamente.

Figura 1: Protótipo da tela de erro do sistema.
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É importante analisar nesta tela o modo como o não êxito da criança é 
informado, pois ao se usar de uma mensagem mais descontraída, a criança não se 
sente desmotivada a continuar o processo de aprendizagem. Devido ao fato de se 
mostrar um exemplo correto, juntamente com a opção de voltar ao problema original 
observando onde errou, a criança tem a chance de refletir sobre o seu trabalho e 
através do processo de observação, deduzir onde a mesma cometeu o erro, tornando 
assim o processo de construção do conhecimento muito mais sólido e fundamentado.

3 |  METODOLOGIA

Para o desenvolvimento da pesquisa foi usado o framework scikit-learn 
[Pedregosa et al. 2011], este por sua vez possui a implementação de diversos 
algoritmos de AM de forma bem consolidada. Para esta pesquisa foram usados 
os algoritmos: KNN, Redes Neurais com múltiplas camadas (RNA) e o comitê de 
máquina Bagging. Esses algoritmos são identificados no framework com os seguintes 
nomes: KNeighborsClassifier, MLPClassifier e BaggingClassifier, respectivamente.

3.1 Base de dados 

Para a pesquisa foram usadas três bases de dados principais distintas, a 
primeira contendo 1.000 padrões, a segunda 10.000 padrões e a terceira contendo 
100.000 padrões. Cada uma das três bases, foram transformadas em mais três 
bases contendo erros aleatórios em um percentual controlado de 10%, 20% e 30%, 
simulando um aluno errando ao tentar resolver uma questão de adição aritmética. 
As porcentagens de erro foram escolhidas com a intenção de testar a capacidade 
de generalização dos algoritmos durante a fase de treinamento, garantindo assim 
a validade das bases. A Figura 2 ilustra como se deu a geração das bases, onde 
cada uma das bases originais se desdobra em mais três, totalizando nove bases de 
dados.

Figura 2: Ilustração da geração das bases de dados.

A geração das bases foi feita por um algoritmo escrito em Python que escolhe 
dois números aleatórios, e os soma levando em consideração o método usado pelos 
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usuários do sistema. A soma realizada é persistida em uma estrutura de lista de 
modo que a mesma soma não venha a se repetir em uma mesma base de dados. 
Logo após, a soma como um todo é convertida do formato natural em um formato 
representativo, que pode ser usado pelos algoritmos de AM, e salva em um arquivo 
com a extensão csv (comma separated values). A Figura 3 apresenta a mesma 
operação tanto em sua forma natural (a), como na sua forma convertida para um 
formato de leitura direta dos algoritmos (b), pode-se destacar também o fato que na 
imagem (b) o último dígito representa a classe, ou seja, se a soma está correta ou 
não.

Figura 3: Formato da soma real e o formato transformado para ser usado nos algoritmos de AM.

4 |  ANÁLISE DOS RESULTADOS

Para quantifi car e validar o desempenho de cada algoritmo foi escolhida a técnica 
de validação cruzada, vide Figura 4, que consiste em dividir os dados de treinamento 
em  partes, e treinar o algoritmo usando  das partes resultantes, deixando 
a última para teste. O processo é repetido até que todas as  partes tenham sido 
usadas como base de testes. Cada um dos testes realizados tem seu resultado 
adicionado a uma estrutura de array, que no fi nal terá o mesmo tamanho de , de 
onde pode-se obter a média dos resultados e o desvio padrão [Faceli et al. 2015]. 
Para todos os testes realizados nesta pesquisa assume-se  = 10. Na Tabela 1, 
são apresentados os resultados para média e desvio padrão das execuções da 
validação cruzada para os algoritmos KNN, RNA e Bagging sobre os conjuntos de 
dados gerados.
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Figura 4: Funcionamento da validação cruzada.

Nº Padrões % de Erro KKN RNA Bagging

1.000

10%
20%
30%

0,8970 ± 0,0046
0,7850 ± 0,0157
0,6570 ± 0,0374

0,8980 ± 0,0040
0,7960 ± 0,0169
0,6850 ± 0,0297

0,9000 ± 0,0000
0,8010 ± 0,0137
0,7060 ± 0,0262

10.000

10%
20%
30%

0,8989 ± 0,0011
0,7943 ± 0,0029
0,6868 ± 0,0101

0,9943 ± 0,0019
0,9935 ± 0,0013
0,9950 ± 0,0016

0,9937 ± 0,0014
0,9929 ± 0,0015
0,9936 ± 0,0025

100.000

10%
20%
30%

0,9009 ± 0,0006
0,8067 ± 0,0015
0,7198 ± 0,0031

0,9994 ± 0,0003
0,9993 ± 0,0002
0,9990 ± 0,0003

0,9993 ± 0,0002
0,9993 ± 0,0002
0,9993 ± 0,0002

Tabela 1: Resultados das simulações por algoritmo e percentual de erro

É possível afirmar que de acordo com resultados dos testes apresentados na 
Tabela 1, que nas bases contendo 1.000 padrões todos os algoritmos obtiveram 
resultados bem semelhantes. Devido ao fato de haver poucos padrões para 
treinamento, o uso do Bagging possibilitou tanto um aumento da taxa de precisão 
quanto à diminuição no desvio padrão em todas as diferentes porcentagens de erro. 
Outro comportamento que todos os algoritmos apresentaram, foi a perda de precisão 
em razão do aumento do percentual de padrões contendo erro nas bases. Esta 
característica apresentada acaba por evidenciar que os resultados estão diretamente 
associados a quantidade de exemplos errados. Em relação ao desvio padrão, todos 
os algoritmos tiveram o seu valor aumentado em função do aumento do percentual 
de erro nos padrões. O Bagging manteve seus valores mais baixos, uma vez que o 
mesmo possui um melhor suporte a ausência e/ou ruídos nos dados de treinamento, 
com uma melhor adaptação e capacidade de generalização em comparação com um 
algoritmo de AM atuando isoladamente.

A simulação realizada nas bases com 10.000 padrões obteve um comportamento 
diferente da simulação anterior em alguns dos algoritmos. A RNA e o Bagging 
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obtiveram um aumento considerável em suas taxas de acerto, fi cando ambos acima 
de 99% em todos os cenários, isso se deve ao aumento no número de exemplos na 
fase treinamento. Como descrito na seção anterior, Redes Neurais tendem a ter um 
melhor desempenho com uma maior quantidade de treinamento. Nesta simulação, a 
RNA e o Bagging também mudaram drasticamente a perda de performance em função 
do aumento de erro nas bases, havendo em alguns casos uma relação inversamente 
proporcional como pode ser notado na Tabela 1. Assim como nas bases de 1.000 
padrões, o KNN nas bases de 10.000 e 100.000 manteve a perda de precisão ao se 
aumentar o percentual de erro nas bases, porém o aumento no número de padrões 
também proporcionou uma melhora nos resultados do mesmo.

Relacionando o RNA com o Bagging, pode-se notar que em alguns casos, a 
RNA obteve um melhor resultado que o seu comitê, mesmo que de forma modesta, 
tanto nas bases de 10.000 padrões, como nas bases de 100.000 padrões. Apesar 
dos números, a RNA tem obtido um resultado melhor. [Dietterich 2000] afi rma que 
nesses casos o uso do Bagging ainda é mais aconselhável, tendo em vista sua maior 
capacidade de lidar com uma baixa quantidade de dados de treinamento, assim 
como em situações específi cas da base, uma vez que cada um dos estimadores 
treinados pode se especializar em diferentes visões dos dados de treinamento.

Com base nos resultados obtidos nos testes, foi possível classifi car as bases 
de dados como aptas a serem usadas no sistema, uma vez que todos os algoritmos 
conseguiram uma taxa de generalização elevada, provando que apesar de geradas 
artifi cialmente, as bases possuem padrões que possibilitam uma boa recomendação. 
A base escolhida para ser usada pelo sistema é a de 100.000 padrões, porém sem 
a presença de erros, uma vez que será utilizada somente para recomendação de 
adições como forma de apoio.

Uma vez escolhida a base de recomendação devidamente validada, foi 
chegada a hora de escolher a metodologia usada para a função de recomendação. 
Para desempenhar esta tarefa foi defi nida a distância euclidiana, que consistem na 
diferença entre os pontos que se deseja comparar elevado a segunda potência como 
mostra na Equação (1). Porém, antes de realizar qualquer cálculo, foi necessário 
fazer a distribuição dos dados de recomendação em um espaço multidimensional, 
onde o número de dimensões é igual ao número de atributos de um padrão da base. 
Logo após, o cálculo contendo erro, que se deseja achar o padrão mais próximo, 
é também inserido no espaço e os seus vizinhos mais próximos são achados, 
calculando a distância entre o exemplo com erro e os padrões.   

  (1)
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Para demonstração da capacidade de recomendação da metodologia escolhida, 
com a base de recomendação, a Figura 5 apresenta como se dá o processo de 
escolha de um exemplo correto a ser recomendado usando a distância euclidiana. 
A ilustração em questão representa o espaço multidimensional contendo todos os 
objetos usados no processo. Acima temos a operação de adição na qual a criança 
não obteve êxito, e abaixo temos os cinco vizinhos mais próximos com classifi cação 
de acerto. Próximo a cada linha que liga o exemplo com cada um dos vizinhos, está o 
resultado do cálculo da distância, sendo o padrão com menor distância o escolhido, 
o mesmo está circulado na Figura 5.

Figura 5: Recomendação de problema exemplo via distância euclidiana.

Ao analisar os 5 objetos mais próximos, é possível observar que todos possuem 
o processo de transportar um algarismo para a coluna seguinte (vai um), que foi 
exatamente a etapa da operação realizada de forma errônea. Entretanto, como 
forma de validar a distância euclidiana como métrica válida para a recomendação, foi 
decidido aplicar a Correlação de Pearson (CP), conforme apresentada na Equação (2), 
com o intuito de comparar com os resultados obtidos usando a distância euclidiana. 
O coefi ciente de correlação de Pearson consiste em um cálculo que retorna um valor 
entre [-1 e 1]. O valor 1 indica total correlação, o valor 0 indica total independência 
dos termos e -1 dependência reversa. Na equação de CP,  , representam o 
exemplo que se deseja comparar, respectivamente, enquanto  representa a média. 
A tabela a seguir apresenta a relação entre os resultados da distância euclidiana e o 
coefi ciente de correlação para o exemplo acima apresentado.

  (2)
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Ordem de distância Distância Euclidiana Coeficiente de Correlação
1 06.7823 0.8675
100 10.7703 0.7036
1.000 13.1149 0.5775
10.000 16.0000 0.3931

Tabela 2: Relação entre a distância euclidiana e a correlação.

A Tabela 2 apresenta os valores da distância euclidiana e os coeficientes de 
correlação para o exemplo da Figura 5. Para cada elemento é possível perceber 
que quanto maior a distância, entre o cálculo realizado pela criança e o exemplo 
recomendado pelo sistema, a correlação diminui. De acordo com a Equação (2), 
apresentada anteriormente, pode-se perceber que o elemento mais próximo apresenta 
o grau de correlação alto (se aproxima de 1), indicando uma boa semelhança entre 
os exemplos. Entretanto, ao passo que se aumenta a distância entre os exemplos, 
o coeficiente de correlação diminui (se aproxima de 0), indicando que os mesmos 
não apresentam um alto grau de semelhança. Analisando a relação apresentada na 
Tabela 2, pode-se afirmar que os resultados obtidos com o coeficiente de correlação 
validam a distância euclidiana como uma boa métrica a ser usada para o agente 
recomendador.

5 |  CONSIDERAÇÕES FINAIS

O sistema aqui proposto tem como uma de suas premissas tornar a ação de 
aprender a somar significativa para a criança, através de um ambiente atrativo e 
divertido, que além de procurar manter a atenção do aluno, também irá usar de 
técnicas da Inteligência Artificial e do Aprendizado de Máquina para auxiliá-la no 
seu aprendizado, o que implica em considerar as suas estruturas cognitivas como 
sendo essenciais para o seu modo de construir o conhecimento. Pelo fato do sistema 
oferecer uma função de recomendação, que ao invés de simplesmente buscar 
exemplos em uma base de dados, o faz de forma inteligente, acaba por torna a função 
de tutoria muita mais personalizada ao usuário, mantendo sempre a preocupação 
de considerar suas especificidades no momento de tomar decisões. Como trabalho 
futuro, pretende-se aplicar os conceitos aqui estudados para as demais operações 
aritméticas básicas restantes.
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