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APRESENTAÇÃO

O e-book “A Educação no Âmbito do Político e de suas Tramas” foi pensado de 
modo que pudesse reunir pesquisas sobre educação de diversas partes do Brasil. 
Fazendo um apanhado de discussões atualizadas e apresentando um conjunto de 
resultados e experiências inovadoras, visando contribuir com a educação, sobretudo, 
no âmbito político e suas tramas.

São 122 artigos divididos em 4 Volumes sendo que, neste Volume 3, são 18 
artigos em torno da temática Interdisciplinaridade e 11 artigos relatando propostas 
e experiências sobre Administração Escolar.

No Volume 1, os artigos foram reunidos em torno de temáticas voltadas 
para Educação Infantil, Ensino Médio, Educação Superior e Ambiente Virtual de 
Aprendizagem, totalizando 33 textos inéditos.

No Volume 2, os temas selecionados foram Educação e Inclusão Escolar e 
Social, Arte e Cultura, Saúde e Educação. São 31 artigos que chamam para um 
diálogo provocante e construtivo. O índice é um convite a leitura.

Fechando esta edição, no Volume 4 trazemos 29 artigos divididos entre 
as temáticas da Formação Continuada, Formação para a Cidadania, Formação 
Docente e Leitura e Educação. 

Sejam bem-vindos ao e-book “A Educação no Âmbito do Político e de suas 
Tramas”.

Willian Douglas Guilherme
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O GEOGEBRA COMO FERRAMENTA NO 
ESCALONAMENTO DE SISTEMAS DE EQUAÇÕES 

LINEARES

CAPÍTULO 15
doi

Márcio dos Anjos São Pedro
Mestre em Matemática

Grupo de pesquisa: Núcleo Interdisciplinar em 
Ciência, Engenharia e Tecnologia

Professor do Ensino Básico, Técnico e 
Tecnológico do Instituto Federal de Educação, 

Ciência e Tecnologia Baiano, Campus de 
Governador Mangabeira.

marcio.pedro@ifbaiano.edu.br

RESUMO:  São muitos os métodos para 
resolver um sistema de equações lineares, 
assim como são diversos os softwares que 
permitem determinar as soluções de tais 
sistemas de equações. Dos métodos estudados 
no Ensino Médio Regular destacam-se o 
Escalonamento, ou Eliminação Gaussiana e 
a Regra de Cramer.  No contexto do presente 
artigo, as TDIC’s serão introduzidas através da 
utilização do software livre GeoGebra, que traz 
uma série de possibilidades em sala de aula. 
Neste trabalho analisaremos os métodos de 
resolução de sistemas de equações lineares, 
introduzindo um breve estudo sobre o software 
GeoGebra, e suas aplicações na área de 
interesse. Em particular, aprofundaremos o 
estudo da resolução de sistemas de equações 
lineares utilizando a técnica de Escalonamento 

por Pivotamento. Ademais, será apresentado 
um Algoritmo desenvolvido na Planilha do 
GeoGebra para escalonamento de sistemas 
de equações lineares 4×5, usando a técnica do 
Pivotamento.
PALAVRAS-CHAVE: Geogebra; Sistemas 
Lineares; Escalonamento; Pivotamento.

ABSTRACT: There are many methods to solve a 
system of linear equations and also to determine 
its solutions, as well as there are different types 
of software that permit to determine the solutions 
of these equation systems. From the methods 
studied on High School Scaling or Gaussian 
Elimination and Cramer’s Rule are highlighted. 
In the context of this present work, the ICT are 
introduce by using the free software GeoGebra, 
that brings many possibilities in class and it is 
an abundant source of resources  to be applied 
in many areas of Mathematics. In this work the 
methods to solve systems of linear equations 
(square and non-square), introducing a brief 
study about the GeoGebra software and its 
applications in the area of interest. In addition, it 
will be presented an algorithm developed in the 
Spreadsheet from GeoGebra for the scaling of 
systems of  4×5 linear equations, by using the 
Pivoting technique.
KEYWORDS: Geogebra; Linear Systems; 
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Scaling; Pivoting. 

INTRODUÇÃO

No Ensino Médio Regular, mais precisamente no 2o ano, o professor de 
Matemática apresenta aos seus alunos um conteúdo chamado Matrizes, explorando 
as operações básicas sobre suas linhas e colunas, na sequência adentra pelo 
estudo dos Determinantes, suas propriedades e teoremas, para então ensinar 
a resolução de Sistemas de Equações Lineares, onde são vistos dois métodos: 
Regra de Cramer e Escalonamento. O primeiro tem algumas particularidades para 
a utilização, somente será aplicado para o caso de resolução de sistemas lineares 
nos quais o número de equações seja igual ao número de incógnitas, sistemas 
quadrados, e o determinante da matriz associada ao sistema obrigatoriamente tem 
que ser diferente de zero. Já o segundo método, também conhecido como Eliminação 
Gaussiana, pode ser aplicado a quaisquer sistemas de equações lineares. Segundo 
Lima, et al (1999, p. 143). 

A Regra de Cramer é um dos métodos mais tradicionais para resolver sistemas 
de equações lineares. Ela apresenta a vantagem de fornecer explicitamente 
os valores das incógnitas como quocientes de dois determinantes. Mas, por 
outro lado, possui dois inconvenientes em comparação com o método do 
escalonamento. O primeiro é que ela só se aplica quando o determinante da 
matriz do sistema é diferente de zero, ou seja, quando o sistema possui uma 
única solução. O segundo inconveniente é o custo operacional: dá bem mais 
trabalho calcular quatro determinantes do que escalonar uma única matriz 3×3. 

Aqueles que ingressarem no nível superior de ensino e se debruçarem na Área 
de Exatas, verão outros métodos para a resolução de Sistemas Lineares: Eliminação 
de Gauss-Jordan; Decomposição LU; Método Iterativo de Jacobi, Método Iterativo 
de Gauss-Seidel, entre outros.

No presente trabalho, será feito um estudo aprofundado na resolução de 
sistemas de equações lineares utilizando a técnica da Eliminação Gaussiana por 
Pivotamento, que foi escolhida por dois motivos específicos: sua aplicabilidade 
no Ensino Médio Regular e a possibilidade de manipulação e desenvolvimento do 
algoritmo no software livre Geogebra que pode ser instalado em qualquer sistema 
operacional de um computador.

	 Segundo Henriques (2016, p. 235)

Os computadores podem ser utilizados para ensinar.  A quantidade de programas 
educacionais e as diferentes modalidades de uso do computador mostram que 
essa tecnologia pode ser bastante útil no processo ensino/aprendizagem. E 
mais: para a implantação do computador na educação, são necessários quatro 
ingredientes: o computador, o software educativo, o professor capacitado para 
usar o computador como meio educacional e o aluno. 

Ao utilizar o Geogebra introduzimos as tecnologias digitais da informação e 
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comunicação – TDIC’s – que são ferramentas vitais na sala de aula contemporânea, 
Valente (1998, p. 6) afi rma que:

As novas modalidades de uso do computador na educação apontam para uma 
nova direção: o uso desta tecnologia não como “máquina de ensinar”, mas, 
como uma nova mídia educacional: o computador passa a ser uma ferramenta 
educacional, uma ferramenta de complementação, de aperfeiçoamento e de 
possível mudança na qualidade do ensino. Isto tem acontecido pela própria 
mudança na nossa condição de vida e pelo fato de a natureza do conhecimento 
ter mudado. 

Quando se pensa no uso das TDIC’s na educação, o objetivo é proporcionar 
aos discentes condições favoráveis à aquisição conhecimentos e superação de 
difi culdades de aprendizagem. (ALMOULOUD, 2016, p. 222)

O GeoGebra é um software livre que permite variadas formas de utilização: 
apresentação de conteúdos, visualização em duas e três dimensões, análise de 
conteúdos em áreas diferentes da Matemática, Geometria, Álgebra, Estatística, etc. 
enfi m pode ser utilizado como um software que auxilia a construir conhecimento e 
como um software que promove o ensino. 

Segundo Almouloud (2016, p. 223), o software dinâmico permite visualizar 
relações entre elementos de uma fi gura ou de um gráfi co, propriedades matemáticas, 
que sem ele, poderiam ser difíceis de serem exploradas na resolução de problemas.

No presente Artigo fi zemos uma breve introdução em Sistemas de Equações 
Lineares, trazendo sua defi nição e sua escrita na forma Matricial, na sequência 
apresentamos as operações elementares sobre as linhas de uma Matriz e, por 
conseguinte o Método de Eliminação de Gauss por Pivotamento que consistiu no 
Método escolhido para ser desenvolvido na Planilha do Software GeoGebra.

SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES

Defi nição 1:  Um sistema de equações lineares com m equações e n incógnitas 
é um conjunto de equações do tipo:

Com  números reais (ou complexos).

Uma solução do sistema (I) é a n-úpla de números (x1, x2, ..., xn) que satisfaça 
simultaneamente estas m equações.



A Educação no Âmbito do Político e de suas Tramas 3 Capítulo 15 152

O sistema (I) pode ser escrito na forma matricial:

Ou A . X = B, onde:

É a matriz dos coefi cientes; 

É a matriz das incógnitas e 

É a matriz dos termos independentes.
A matriz (II) será chamada de Matriz Ampliada do Sistema.

Onde cada linha dessa matriz é a representação abreviada da equação 
correspondente no sistema.
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OPERAÇÕES ELEMENTARES SOBRE AS LINHAS DE UMA MATRIZ

São três as operações elementares sobre as linhas de uma matriz.
1. Permuta das i-ésima e j-ésima linhas.
2. Multiplicação de i-ésima linha por um escalar não nulo k.
3. Substituição da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima linha.
Para determinar a solução de um sistema linear, precisa-se de um sistema 

equivalente ao primeiro, porém mais conveniente. Para determinar esse sistema 
equivalente tem-se dois métodos: Forma Escada e Método de Gauss. Será 
introduzido o Método de Gaus por Pivotamento, que será a base para a obtenção 
do Algoritmo no Geogebra.

MÉTODO DE ELIMINAÇÃO DE GAUSS POR PIVOTAMENTO

O Método de Eliminação de Gauss, conhecido também como Escalonamento, 
é um dos métodos mais usados para resolver sistemas de equações lineares, seu 
procedimento é simples, consiste em converter a matriz aumentada do sistema 
dado numa matriz escalonada, aplicando para tal as operações elementares.

A redução por Pivotamento se dará da seguinte forma:
i. Permutar as equações de maneira que a primeira incógnita x1 não tenha 

coefi ciente igual a zero, ou seja, faça com que ɑ11 ≠ 0.
ii. Use ɑ11 como pivô para eliminar x1 de todas as equações, exceto a primeira. 

Isto é, para cada i > 1, aplique a operação elementar:

ou 
iii. Examine cada nova equação L:
1. Se L tem a forma 0x1 + 0x2 + · · · + 0xn = 0, ou se L é múltiplo de outra 

equação, retire L do sistema.
2. Se L tem a forma 0x1 + 0x2 + · · · + 0xn = b, com b ≠ 0, o sistema não tem 

solução.
iv. Repita as etapas i, ii e iii com o sistema formado por todas as equações 

menos a primeira.
v. O processo deve ser desenvolvido até o sistema estar na forma escalonada 

ou surgir uma equação degenerada, tal como no item 2. da etapa iii.
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ALGORITMO DESENVOLVIDO NA PLANILHA DO GEOGEBRA PARA 

ESCALONAR SISTEMAS LINEARES POR PIVOTAMENTO

Nesta seção será apresentado um algoritmo criado pelo autor deste trabalho 
e desenvolvido para a resolução de Sistemas de Equações Lineares pelo processo 
da Eliminação Gaussiana por Pivotamento, utilizando a Planilha de Cálculos do 
Geogebra. A relevância desse algoritmo se dá devido a sua aplicabilidade prática 
em sala de aula e ao fato de na literatura atual não constar nenhum registro de que 
tal procedimento tenha sido desenvolvido no referido software.

Para ilustrar o Algoritmo será utilizado como base o exemplo abaixo adaptado 
de (LIMA E. L., 1999).

 Resolva o sistema:

 A técnica utilizada para resolver o sistema dado será o Escalonamento por 
Pivotamento, e recurso computacional será o software GeoGebra, versão 6.0.462.0,
e nele foi desenvolvido um algoritmo próprio para este fi m.

 As imagens abaixo ilustrarão todas as etapas de construção do algoritmo que 
foram desenvolvidas no software GeoGebra.

 A primeira parte consiste em escrever da célula A1 até E4 todos os coefi cientes 
do sistema de equações lineares dado e os termos independentes, em seguida 
solicitar a criação de uma lista, perceba que a lista criada foi da coluna A até a 
coluna D.

Figura 01. Digitação dos coefi cientes e termos independentes.
Fonte: Autor.
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Lista 1 = {1, 3, 5, 7, 3, 5, 7, 1, 5, 7, 1, 3, 7, 1, 3, 5}
Uma observação importante é que será utilizada a Matriz Ampliada do Sistema, 

portanto será  resolvida uma matriz 4x5.
É preciso saber que os pivôs são os termos da diagonal principal. Portanto o 

primeiro pivô é o termo A1. Será aplicada a operação elementar −(ai1 /a11 )L1 + 
Li descrita acima, na planilha do Geogebra a operação elementar será digitada da 
seguinte forma:  =(-A2)/A1*A1+A2, dessa maneira o termo A8 passa a ser igual a 
zero. Analogamente digita-se =(-A3)/A1*A1+A3 para tornar zero o termo A9 e assim 
sucessivamente.

Dessa maneira cria-se a segunda tabela com o primeiro pivotamento concluído.

Figura 02. Primeiro Pivotamento.
Fonte: Autor.

Ao destacar a célula D10, tem-se a seguinte fórmula matemática:

					     =(-A4)/A1*D1+D4		  (8)

Note que para determinar a terceira tabela utiliza-se como pivô o elemento B8, 
dessa maneira todos os números abaixo desse termo passaram a ser 0.

A partir desse ponto o procedimento se repete até a obtenção da matriz 
totalmente escalonada.
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Figura 03. Segundo Pivotamento
Fonte: Autor.

Observe que para obter o 0 abaixo da célula C15 ela foi usada como pivô, vale 
ressaltar que está sendo efetuado o escalonamento sobre as linhas de uma matriz, 
logo a operação é desenvolvida sobre todos os elementos da linha em questão. 
Perceba que essa tabela apresenta a forma escalonada do sistema dado. A Tabela 
04 ilustra a situação apresentada.
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Figura 04. Terceiro Pivotamento.
Fonte: Autor.

A próxima figura traz as matrizes associadas a cada uma das tabelas 
desenvolvidas, verifique que a matriz4 é, de fato, a forma escalonada do sistema 
linear dado.
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Figura 05. Matrizes associadas às tabelas construídas.
Fonte: Autor.

Note que foi dada a matriz ampliada escalonada, matriz4, compete agora 
determinar a Solução do sistema, o que fi ca fácil por retrosubstituição das variáveis. 

Para determinar o valor de z, faremos:
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De maneira análoga determinam-se os valores de y e x, obtendo a solução 
para o sistema dado: 

Vale ressaltar que o Algoritmo desenvolvido poderá ser utilizado para 
quaisquer sistemas de equações lineares com quatro incógnitas e quatro equações, 
e ainda aplicado para sistemas não quadrados de ordem inferior a 4, uma vez 
que as operações sobre as linhas da Matriz Ampliada independem dos coefi cientes 
numéricos. O exemplo tem caráter meramente ilustrativo e objetivo de facilitar a 
percepção em relação ao desenvolvimento do Algoritmo.

RESULTADOS 

Ao desenvolver o algoritmo na Planilha de Cálculos do GeoGebra, verifi cou-
se que, não basta apenas dominar a manipulação do software, suas interfaces e 
a relação entre a Planilha e a Janela de Álgebra, o processo vai muito além, uma 
vez que requer domínio da técnica de Escalonamento de Sistemas de Equações 
Lineares através do Pivotamento, exigindo a compreensão aprofundada do tema 
explorado.

 O Algoritmo desenvolvido tem uma especifi cidade que é: servir para a 
resolução de quaisquer sistemas de equações lineares com quatro incógnitas e 
quatro equações, que são chamados de sistemas quadrados, podendo ainda ser 
utilizado para sistemas não quadrados, de ordem inferior a 4, e ainda permite uma 
ampliação para sistemas de ordem superior, bastando para tal a replicação das 
operações desenvolvidas nas linhas da matriz ampliada associada ao sistema, uma 
vez que as operações elementares se repetem de forma análoga.

 Para os professores, o Algoritmo pode ser utilizado para a correção de 
atividades propostas, ou para a sua manipulação em sala de aula/Laboratório de 
Informática, mostrando aos discentes uma aplicação interessante do GeoGebra e 
até mesmo construindo junto com os mesmos o Algoritmo desenvolvido, uma outra 
possibilidade é a execução de  Projeto de Pesquisa, uma vez que a utilização da 
Planilha do GeoGebra ainda é feita de maneira tímida, frente aos demais recursos 
que são amplamente explorados, possibilitando dessa maneira  a exploração de 
mais uma ferramenta dentro do software.

 Para os discentes, após o estudo das técnicas de resolução de sistemas de 
equações lineares, o Algoritmo permite um aprofundamento teórico/prático sobre o 
Método de resolução de sistemas por Eliminação Gaussiana, usando o Pivotamento 
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e ainda sucinta a utilização do Software Livre GeoGebra, que traz como facilitador a 
sua usabilidade, que vai além de computadores, pois pode ser utilizado em celulares 
smartfones e tablets, que fazem parte da vida cotidiana dos discentes.
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