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APRESENTAGAO

O e-book “A Educagdo no Ambito do Politico e de suas Tramas” foi pensado de
modo que pudesse reunir pesquisas sobre educacéo de diversas partes do Brasil.
Fazendo um apanhado de discussfes atualizadas e apresentando um conjunto de
resultados e experiéncias inovadoras, visando contribuir com a educacéo, sobretudo,
no ambito politico e suas tramas.

Sao 122 artigos divididos em 4 Volumes sendo que, neste Volume 3, sdo 18
artigos em torno da tematica Interdisciplinaridade e 11 artigos relatando propostas
e experiéncias sobre Administracdo Escolar.

No Volume 1, os artigos foram reunidos em torno de tematicas voltadas
para Educacéo Infantil, Ensino Médio, Educacao Superior e Ambiente Virtual de
Aprendizagem, totalizando 33 textos inéditos.

No Volume 2, os temas selecionados foram Educacéao e Inclusdo Escolar e
Social, Arte e Cultura, Saude e Educacéo. Séo 31 artigos que chamam para um
diadlogo provocante e construtivo. O indice € um convite a leitura.

Fechando esta edicdo, no Volume 4 trazemos 29 artigos divididos entre
as tematicas da Formacdo Continuada, Formacédo para a Cidadania, Formacéao
Docente e Leitura e Educacéo.

Sejam bem-vindos ao e-book “A Educacdo no Ambito do Politico e de suas

Tramas”.

Willian Douglas Guilherme
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CAPITULO 15

O GEOGEBRA COMO FERRAMENTA NO
ESCALONAMENTO DE SISTEMAS DE EQUACOES

Data de aceite: 04/12/2018

Marcio dos Anjos Sao Pedro
Mestre em Matematica

Grupo de pesquisa: Nacleo Interdisciplinar em
Ciéncia, Engenharia e Tecnologia

Professor do Ensino Basico, Técnico e
Tecnolégico do Instituto Federal de Educacéao,
Ciéncia e Tecnologia Baiano, Campus de
Governador Mangabeira.

marcio.pedro@ifbaiano.edu.br

RESUMO:
resolver um sistema de equacgoOes lineares,

Sao muitos os métodos para

assim como sao diversos o0s softwares que
permitem determinar as solugdes de tais
sistemas de equacdes. Dos métodos estudados
no Ensino Médio Regular destacam-se o
Escalonamento, ou Eliminacdo Gaussiana e
a Regra de Cramer. No contexto do presente
artigo, as TDIC’s ser&o introduzidas através da
utilizacdo do software livre GeoGebra, que traz
uma série de possibilidades em sala de aula.
Neste trabalho analisaremos os métodos de
resolucéo de sistemas de equacoes lineares,
introduzindo um breve estudo sobre o software
GeoGebra, e suas aplicagdes na éarea de
interesse. Em particular, aprofundaremos o
estudo da resolugcao de sistemas de equacdes
lineares utilizando a técnica de Escalonamento
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por Pivotamento. Ademais, sera apresentado
um Algoritmo desenvolvido na Planilha do
GeoGebra para escalonamento de sistemas
de equacdes lineares 4x5, usando a técnica do
Pivotamento.

PALAVRAS-CHAVE:
Lineares; Escalonamento; Pivotamento.

Geogebra; Sistemas

ABSTRACT: There are many methods to solve a
system of linear equations and also to determine
its solutions, as well as there are different types
of software that permit to determine the solutions
of these equation systems. From the methods
studied on High School Scaling or Gaussian
Elimination and Cramer’s Rule are highlighted.
In the context of this present work, the ICT are
introduce by using the free software GeoGebra,
that brings many possibilities in class and it is
an abundant source of resources to be applied
in many areas of Mathematics. In this work the
methods to solve systems of linear equations
(square and non-square), introducing a brief
study about the GeoGebra software and its
applications in the area of interest. In addition, it
will be presented an algorithm developed in the
Spreadsheet from GeoGebra for the scaling of
systems of 4x5 linear equations, by using the
Pivoting technique.

KEYWORDS: Geogebra;

Linear Systems;
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Scaling; Pivoting.

INTRODUGCAO

No Ensino Médio Regular, mais precisamente no 2° ano, o professor de
Matematica apresenta aos seus alunos um conteudo chamado Matrizes, explorando
as operacOes basicas sobre suas linhas e colunas, na sequéncia adentra pelo
estudo dos Determinantes, suas propriedades e teoremas, para entdo ensinar
a resolucao de Sistemas de Equacdes Lineares, onde sao vistos dois métodos:
Regra de Cramer e Escalonamento. O primeiro tem algumas particularidades para
a utilizacéo, somente sera aplicado para o caso de resolucao de sistemas lineares
nos quais o numero de equacgdes seja igual ao numero de incognitas, sistemas
quadrados, e o determinante da matriz associada ao sistema obrigatoriamente tem
que ser diferente de zero. Ja o segundo método, também conhecido como Eliminagéo
Gaussiana, pode ser aplicado a quaisquer sistemas de equacdes lineares. Segundo
Lima, et al (1999, p. 143).

A Regra de Cramer é um dos métodos mais tradicionais para resolver sistemas
de equacgdes lineares. Ela apresenta a vantagem de fornecer explicitamente
0s valores das incognitas como quocientes de dois determinantes. Mas, por
outro lado, possui dois inconvenientes em comparacdo com o método do
escalonamento. O primeiro é que ela s6 se aplica quando o determinante da
matriz do sistema ¢é diferente de zero, ou seja, quando o sistema possui uma
Unica solugcdo. O segundo inconveniente € o custo operacional: da bem mais
trabalho calcular quatro determinantes do que escalonar uma Unica matriz 3x3.

Aqueles que ingressarem no nivel superior de ensino e se debrucarem na Area
de Exatas, verdo outros métodos para a resolugéo de Sistemas Lineares: Eliminagéao
de Gauss-Jordan; Decomposicédo LU; Método lterativo de Jacobi, Método lterativo
de Gauss-Seidel, entre outros.

No presente trabalho, sera feito um estudo aprofundado na resolugao de
sistemas de equacgdes lineares utilizando a técnica da Eliminacdo Gaussiana por
Pivotamento, que foi escolhida por dois motivos especificos: sua aplicabilidade
no Ensino Médio Regular e a possibilidade de manipulagdo e desenvolvimento do
algoritmo no software livre Geogebra que pode ser instalado em qualquer sistema
operacional de um computador.

Segundo Henriques (2016, p. 235)

Os computadores podem ser utilizados para ensinar. A quantidade de programas
educacionais e as diferentes modalidades de uso do computador mostram que
essa tecnologia pode ser bastante Util no processo ensino/aprendizagem. E
mais: para a implantacdo do computador na educacéo, sdo necessarios quatro
ingredientes: o computador, o software educativo, o professor capacitado para
usar o computador como meio educacional e o aluno.

Ao utilizar o Geogebra introduzimos as tecnologias digitais da informacéo e
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comunicacao — TDIC’s — que sédo ferramentas vitais na sala de aula contemporéanea,
Valente (1998, p. 6) afirma que:

As novas modalidades de uso do computador na educacao apontam para uma
nova direcdo: o uso desta tecnologia ndo como “maquina de ensinar”, mas,
como uma nova midia educacional: o computador passa a ser uma ferramenta
educacional, uma ferramenta de complementacdo, de aperfeicoamento e de
possivel mudanca na qualidade do ensino. Isto tem acontecido pela propria
mudancga na nossa condicdo de vida e pelo fato de a natureza do conhecimento
ter mudado.

Quando se pensa no uso das TDIC’s na educacao, o objetivo & proporcionar
aos discentes condicbes favoraveis a aquisicdo conhecimentos e superacédo de
dificuldades de aprendizagem. (ALMOULOUD, 2016, p. 222)

O GeoGebra é um software livre que permite variadas formas de utilizacéo:
apresentacdo de conteudos, visualizacdo em duas e trés dimensdes, analise de
contetdos em areas diferentes da Matematica, Geometria, Algebra, Estatistica, etc.
enfim pode ser utilizado como um software que auxilia a construir conhecimento e
como um software que promove 0 ensino.

Segundo Almouloud (2016, p. 223), o software dinamico permite visualizar
relacdes entre elementos de uma figura ou de um grafico, propriedades matematicas,
que sem ele, poderiam ser dificeis de serem exploradas na resolu¢cao de problemas.

No presente Artigo fizemos uma breve introducdao em Sistemas de Equacgdes
Lineares, trazendo sua definicdo e sua escrita na forma Matricial, na sequéncia
apresentamos as operacoOes elementares sobre as linhas de uma Matriz e, por
conseguinte o Método de Eliminacdo de Gauss por Pivotamento que consistiu no

Método escolhido para ser desenvolvido na Planilha do Software GeoGebra.

SISTEMAS DE EQUAGOES LINEARES

Definicdo 1: Um sistema de equacgdes lineares com m equacdes e n incognitas
€ um conjunto de equagdes do tipo:

allxl + a12x2 + -4+ alnxn = bl
a21xl + az?_xz + -4 aznxn = bz (1)

()

Ap1Xq T ApaXy + 0+ QX = bm

Com a;j,1 <i<m;1<j<n, nUmeros reais (ou complexos).

Uma solugéo do sistema (l) € a n-Gpla de nameros (x,, X,, ..., X ) que satisfaga
simultaneamente estas m equacdes.
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O sistema (l) pode ser escrito na forma matricial:
A1 A1z A1p] [%1 b, (2)
Az1 Qg2 Qon | | X2| _ | b2
Am1m2  Amn Xn bm

Ou A X =B, onde:

agr Q12 Aqn

a; a a
A= :21 22 ?n

3)

amlamz amn

E a matriz dos coeficientes;

X = (4)

Xn

E a matriz das incognitas e

B = b'z (5)

bin

E a matriz dos termos independentes.
A matriz (Il) serd chamada de Matriz Ampliada do Sistema.

a1 12 Qin by (6)
(| 3 22 B

Am1Am2 Amn bm

Onde cada linha dessa matriz é a representacdo abreviada da equacgao
correspondente no sistema.
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OPERACOES ELEMENTARES SOBRE AS LINHAS DE UMA MATRIZ

Séo trés as operacdes elementares sobre as linhas de uma matriz.

1. Permuta das i-ésima e j-ésima linhas.

2. Multiplicac&o de i-ésima linha por um escalar ndo nulo k.

3. Substituicdo da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima linha.

Para determinar a solugdo de um sistema linear, precisa-se de um sistema
equivalente ao primeiro, porém mais conveniente. Para determinar esse sistema
equivalente tem-se dois métodos: Forma Escada e Método de Gauss. Sera
introduzido o Método de Gaus por Pivotamento, que sera a base para a obtencao
do Algoritmo no Geogebra.

METODO DE ELIMINACAO DE GAUSS POR PIVOTAMENTO

O Método de Eliminacao de Gauss, conhecido também como Escalonamento,
€ um dos métodos mais usados para resolver sistemas de equacdes lineares, seu
procedimento € simples, consiste em converter a matriz aumentada do sistema
dado numa matriz escalonada, aplicando para tal as operacdes elementares.

A reducédo por Pivotamento se dara da seguinte forma:

i. Permutar as equagOes de maneira que a primeira incognita x, ndo tenha
coeficiente igual a zero, ou seja, faga com que a,, # 0.

ii. Use a,, como pivé para eliminar x, de todas as equagées, exceto a primeira.

Isto é, para cada i > 1, aplique a operacao elementar:
—(ay1 /a1 )Ly + Ly » Liouay L + aLi - L

ou

iii. Examine cada nova equacéo L:

1. Se L tem a forma Ox, + Ox, + - - - + Ox_= 0, ou se L & mdltiplo de outra
equacao, retire L do sistema.

2. Se L tem a forma Ox, + Ox, + - - - + Ox_= b, com b # 0, o sistema n&o tem
solucéo.

iv. Repita as etapas i, ii e iii com o sistema formado por todas as equacdes

menos a primeira.
v. O processo deve ser desenvolvido até o sistema estar na forma escalonada

ou surgir uma equacao degenerada, tal como no item 2. da etapa iii.
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ALGORITMO DESENVOLVIDO NA PLANILHA DO GEOGEBRA PARA
ESCALONAR SISTEMAS LINEARES POR PIVOTAMENTO

Nesta secéo sera apresentado um algoritmo criado pelo autor deste trabalho
e desenvolvido para a resolucao de Sistemas de Equacdes Lineares pelo processo
da Eliminacdo Gaussiana por Pivotamento, utilizando a Planilha de Calculos do
Geogebra. A relevancia desse algoritmo se da devido a sua aplicabilidade pratica
em sala de aula e ao fato de na literatura atual ndo constar nenhum registro de que
tal procedimento tenha sido desenvolvido no referido software.

Para ilustrar o Algoritmo sera utilizado como base o0 exemplo abaixo adaptado
de (LIMAE. L., 1999).

Resolva o sistema:

x+3y+5z+7w =12
3x+5y+7z+w=0
Sx+7y+z+w=4

7x+y+3z+5w =16

(7)

A técnica utilizada para resolver o sistema dado sera o Escalonamento por
Pivotamento, e recurso computacional sera o software GeoGebra, versao 6.0.462.0,
e nele foi desenvolvido um algoritmo préprio para este fim.

As imagens abaixo ilustrardo todas as etapas de construgcao do algoritmo que
foram desenvolvidas no software GeoGebra.

Aprimeira parte consiste em escrever da célulaA1 até E4 todos os coeficientes
do sistema de equacdes lineares dado e os termos independentes, em seguida
solicitar a criacdo de uma lista, perceba que a lista criada foi da coluna A até a
coluna D.

1%

Arguivo Editar Exibir Opcfes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

B B33 (o )| PN 2 1

a
» Janela de Algebra | | * Planilha X

Lista Lln 1 |BEE| = B

‘@ listal={1,3,57,3,571,571,3,7,1,3,5
istat ={ ) [ B8 | ¢ [I'b E

............... A

~ | =

i =] Em

L = =] n

[ IR S I |
-~

16

(== e I = e O S TS I B o T Y

Figura 01. Digitacéo dos coeficientes e termos independentes.

Fonte: Autor.
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Lista1={1,3,5,7,8,5,7,1,5,7,1,3,7,1, 3, 5}

Uma observacao importante é que sera utilizada a Matriz Ampliada do Sistema,
portanto sera resolvida uma matriz 4x5.

E preciso saber que os pivos sdo os termos da diagonal principal. Portanto o
primeiro pivd € o termo A1. Serd aplicada a operacédo elementar —(ail1 /a11 )L1 +
Li descrita acima, na planilha do Geogebra a operacao elementar sera digitada da
seguinte forma: =(-A2)/A1*A1+A2, dessa maneira o termo A8 passa a ser igual a
zero. Analogamente digita-se =(-A3)/A1*A1+A3 para tornar zero o termo A9 e assim
sucessivamente.

Dessa maneira cria-se a segunda tabela com o primeiro pivotamento concluido.

% GeoGebra — O *
Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
[8]5d o2 X,
b Janela de Algebra > | = Planilha X
- Lista Llv 1 |EEE @ |H~
@ listal={1,3,5,7,3,5,7,1,57,1,37,1,3,5}

D10 7 w7 |=(-A4)/A1D1+D4

A | 8 | ¢ | D E

1 1 3 5 7 12 ~

2 3 5 7 1 0

3 5 7 1 3 4

4 7 1 3 5 16

5

6 4

7 1 3 5 7 12

8 0 -4 -4 =20 -36

9 0 -8 -24 -32 -56

10 0 20 32 53

11

12

13

14

15

16

17 v

< ¥

Figura 02. Primeiro Pivotamento.

Fonte: Autor.

Ao destacar a célula D10, tem-se a seguinte formula matematica:

=(-A4)/A1*D1+D4 @8)

Note que para determinar a terceira tabela utiliza-se como piv6 o elemento B8,
dessa maneira todos 0s numeros abaixo desse termo passaram a ser 0.

A partir desse ponto o procedimento se repete até a obtencdo da matriz
totalmente escalonada.
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©F GeoGebra — [} Y

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
(]l 2] =
b Janela de Algebra >/ | = Planilha >
- Lista Llv ¢ |EBEE=~ B
L@ listal ={1,3,5,7,357.1571371,35}
- Nimero C16 /. w7 |=(-B10)/B8B CB +C10
e E16 =112 A | o | o | o =
2 3 5 7 1 W] ~
EN 5 7 1 3 4
T 7 1 3 5 16
5 |
6 |
7 | 1 3 5 7 12 4
| 8 | 0 8 20 36
o | 0 8 24 32 -56
? o -20 -32 -44 -68
1|
2 |
|13 | 1 3 5 7 12
T 0 -4 8 -20 -36
|45 | 0 0 8 8 16
16 | 0 0 56 112
Ea
B v
< >

Figura 03. Segundo Pivotamento

Fonte: Autor.

Observe que para obter o 0 abaixo da célula C15 ela foi usada como pivé, vale
ressaltar que esta sendo efetuado o escalonamento sobre as linhas de uma matriz,
logo a operagao € desenvolvida sobre todos os elementos da linha em questao.
Perceba que essa tabela apresenta a forma escalonada do sistema dado. A Tabela
04 ilustra a situagao apresentada.
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7 GeoGebra_01.ggb — m| s

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
]ol o) =]
| v v
» Janela de Algebra # | * Planilha X
- Lista LN 1 |EEE @ B
‘@ listal={1,3,5,7,3,5,7,1,5,7,1,3,7,1,3, 5}
~ Namero c22 7 7 |=(-c18)I C15 C15+ C16
e E16 =112 A | g | c | D £
8 0 4 3 20 36| A
[ a | 0 3 24 a2 56
10 | 0 20 a2 44 68
11|
12 |
13 | 1 3 5 7 12 q
|14 | 0 4 3 20 36
|15 | 0 0 8 B 16
16 | 0 0 8 56 112
17 |
g |
19 | 1 3 5 7 12
20 0 4 3 20 36
|21 | 0 0 3 8 1%
| 22 | 0 0 E B4 128
| 23 |
| 24 | v
£ >

Figura 04. Terceiro Pivotamento.
Fonte: Autor.

A proxima figura traz as matrizes associadas a cada uma das tabelas

desenvolvidas, verifique que a matriz4 é, de fato, a forma escalonada do sistema
linear dado.
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77 GeoGebra_01.ggb - O X

Arquivo Editar Exibir OpcgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A D '/i;-v & ABC | a2 = o
®* 5 /v — ]l ®v Ov ° | ‘_:Hv : *
b Janela de Algebra X| | * Planilha X
Lista Llv /EBEE @ B
----- ® lista1={1,3,5,7,3,57,1,57,1,3,7,1,3,5}
/1357 12 4 v
..... ® matrizl = [ g ? I ; g I| A | B | = | ] E
713 5 16/ 1 1 3 5 7 12 ~
/1 3 5 7 12 2 3 5 i 1 o
02— 0 -4 -8 —-20 —36 3 5 7 1 3 4
----- matnzd = 0 _8 —24 —32 —56 —4 = ; ) 5 P
0 —20 —32 —44 —68 / s |
1 3 5 7 12 % 5 |
23 — 0 —4 -8 -—-20 -—36 —
----- matrnzi = 0 0 _8 8 16 7 9 3 5 7 12
0o o 8 5 112/ 8 0 -4 -8 -20 36
/1 3 5 7 12 9 0 8 24 32 -56 g
..... matrizd = g _; :g _23 _ig ‘ 1:] 0 -20 -32 -44 -68
o o0 o0 64 128/ —
12
Texto |
13 5 7 12 13 1 3 5 7 12
1 0| —4|—-8|-20|—36 14 0 -4 -8 -20 -36
..... t tD ol —
@ tex 0/0 |88 |16 15 0 0 8 8 16
0jo 0 64 128 16 0 o 8 56 112
17
18
19 1 3 5 7 12
20 0 -4 -8 -20 -36
21 0 o -8 g 16
22 0 0 0 64 128
— v
< >

Figura 05. Matrizes associadas as tabelas construidas.

Fonte: Autor.

Note que foi dada a matriz ampliada escalonada, matriz4, compete agora
determinar a Solucao do sistema, o que fica facil por retrosubstituicdao das variaveis.

64-w = 128 & 9)
w = 2. (11)

Para determinar o valor de z, faremos:

—-8-z+8-w=16% (12)
-8-z+8:-2= 16 < (13)
-8 -z+16= 16.& (14)
-8.-z=16—-16 = (15)
8.z=0& (16)
z=0 17
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De maneira analoga determinam-se os valores de y e x, obtendo a solucao

para o sistema dado:
S = {(1,-1,0,2)} (18)

Vale ressaltar que o Algoritmo desenvolvido poderda ser utilizado para
quaisquer sistemas de equacgdes lineares com quatro incognitas e quatro equacgoes,
e ainda aplicado para sistemas ndo quadrados de ordem inferior a 4, uma vez
que as operacdes sobre as linhas da Matriz Ampliada independem dos coeficientes
numéricos. O exemplo tem carater meramente ilustrativo e objetivo de facilitar a
percepcao em relacdo ao desenvolvimento do Algoritmo.

RESULTADOS

Ao desenvolver o algoritmo na Planilha de Calculos do GeoGebra, verificou-
se que, nédo basta apenas dominar a manipulacdao do software, suas interfaces e
a relacédo entre a Planilha e a Janela de Algebra, 0 processo vai muito além, uma
vez que requer dominio da técnica de Escalonamento de Sistemas de Equacdes
Lineares através do Pivotamento, exigindo a compreenséo aprofundada do tema
explorado.

O Algoritmo desenvolvido tem uma especificidade que é: servir para a
resolucéo de quaisquer sistemas de equacgdes lineares com quatro incognitas e
quatro equacodes, que sao chamados de sistemas quadrados, podendo ainda ser
utilizado para sistemas nao quadrados, de ordem inferior a 4, e ainda permite uma
ampliacdo para sistemas de ordem superior, bastando para tal a replicagcao das
operacOes desenvolvidas nas linhas da matriz ampliada associada ao sistema, uma
vez que as operacdes elementares se repetem de forma anéaloga.

Para os professores, o Algoritmo pode ser utilizado para a correcao de
atividades propostas, ou para a sua manipulacdo em sala de aula/Laboratério de
Informatica, mostrando aos discentes uma aplicacao interessante do GeoGebra e
até mesmo construindo junto com os mesmos o Algoritmo desenvolvido, uma outra
possibilidade é a execucédo de Projeto de Pesquisa, uma vez que a utilizagdo da
Planilha do GeoGebra ainda é feita de maneira timida, frente aos demais recursos
que sé&o amplamente explorados, possibilitando dessa maneira a exploracdo de
mais uma ferramenta dentro do software.

Para os discentes, apés o estudo das técnicas de resolucao de sistemas de
equacodes lineares, o Algoritmo permite um aprofundamento tedrico/pratico sobre o
Método de resolucéo de sistemas por Eliminacdo Gaussiana, usando o Pivotamento
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e ainda sucinta a utilizacdo do Software Livre GeoGebra, que traz como facilitador a
sua usabilidade, que vai além de computadores, pois pode ser utilizado em celulares
smartfones e tablets, que fazem parte da vida cotidiana dos discentes.
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entre outros, tendo como foco a Histdria Local e a Historia das Instituicdes Escolares, assim
como efetiva participagdo em cursos de Especializagéo (lato sensu) voltados para a formacéao
de professores com foco na gestado, organizacéo, planejamento, orientacdo e avaliacdo na
Educacao Bésica.
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