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APRESENTAÇÃO

Nos primórdios do desenvolvimento da agricultura, os recursos naturais 
disponíveis propiciaram o surgimento das atividades agropecuárias, e desta 
forma, a necessidade de atuação dos profissionais de ciências agrárias tornou-
se consolidada. Durante séculos, novos conhecimentos foram adquiridos, 
fundamentados teoricamente sobre as práticas agrícolas, conduzindo ao 
aperfeiçoamento do processo produtivo de acordo com a evolução da sociedade.

Diante do atual cenário, a obra “A Face Multidisciplinar das Ciências Agrárias” 
em seus volumes 3 e 4 engloba respectivamente 24 e 27 capítulos capazes de 
possibilitar ao leitor a experiência de ampliar o conhecimento sobre a economia e 
sociologia no campo, conservação pós-colheita, tecnologia de alimentos, produção 
vegetal, qualidade de produtos agropecuários, metodologias de ensino e extensão 
nas escolas, epidemiologia e cadeia produtiva da produção animal.

Em virtude da pluralidade existente desta grande área, os trabalhos 
apresentados abordam temas de expressiva importância as questões sociais e 
econômicas do Brasil. E, portanto, evidenciamos profunda gratidão pelo empenho 
dos autores, que em conjunto, contribuíram para o desenvolvimento e formação 
deste e-book.

Espera-se, agregar ao leitor, conhecimentos sobre a multidisciplinaridade 
das ciências agrárias, de modo a atender as crescentes demandas por alimentos 
primários e transformados, preservando o meio ambiente para às gerações futuras. 

Raissa Rachel Salustriano da Silva-Matos
Hosana Aguiar Freitas de Andrade

Nítalo André Farias Machado
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RESUMO: O presente estudo teve como objetivo 
estimar volumes de clones de Eucalyptus 
urophylla utilizando os modelos lineares mistos. 
A base de dados foi proveniente do povoamento 
de clones de Eucalyptus, localizada no Município 
de Araripina, no semiárido de Pernambuco. O 
modelo de Schumacher e Hall foi utilizado como 
testemunha para comparação com os modelos 
mistos. O modelo linear misto serviu como 
ferramenta bastante eficaz para modelagem 
do volume de Eucalyptus urophylla, devido sua 
flexibilidade, mostrando-se superior ao ajuste 
do modelo não linear de Schumacher Hall, 
quando comparado com o valor observado e de 
acordo com os critérios estabelecidos. Desse 
modo, acredita-se que o uso desse modelo 
possa contribuir para a redução dos custos do 

inventário com aumento de precisão. 
PALAVRAS-CHAVE: modelos volumétricos, 
modelos lineares mistos, Pólo Gesseiro do 
Araripe.

MIXED LINEAR MODELS IN CLONES 

OF EUCALYPTUS UROPHYLLA IN THE 

GYPSUM POLE OF ARARIPE-PE

ABSTRACT: The present study aimed to 
estimate the volume of Eucalyptus urophylla 
clones by using linear mixed models. The 
database was provided from the population 
of Eucalyptus clones, located in the town of 
Araripina, in the semiarid of Pernambuco. 
The model Schumacher and Hall was used 
as a reference for comparison with the mixed 
models. The linear mixed model served as a 
very effective tool for modeling the volume of 
Eucalyptus urophylla, due to its flexibility, being 
superior to the adjustment of the non-linear 
model by Schumacher Hall, when compared 
to the observed value and according to the 
established criteria. Therefore, it is believed 
that the use of this model can contribute to a 
reduction of inventory costs or even improve 
your accuracy.
KEYWORDS: volumetric models, linear mixed 
models, Gypsum Pole of Araripe.
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1 |  INTRODUÇÃO

Uma das preocupações estatísticas, ao analisar dados, é construir e aplicar 
modelos que gerem equações que explicitem estruturas do fenômeno em observação, 
as quais frequentemente envolvem variações aleatórias. A identificação dessas 
estruturas permite conhecer melhor o fenômeno, bem como fazer afirmações sobre 
possíveis comportamentos das mesmas. 

A seleção adequada de modelos que sejam o mais simples possível, e 
que descrevam bem os dados observados que surgem em diversas áreas, é de 
fundamental importância em Agronomia, Biologia, Ecologia, Engenharia Florestal, 
entre outras.

Segundo Cordeiro et al. (2009) os principais modelos utilizados até o inicio 
da década de 1970 eram os modelos lineares e não lineares que se baseiam na 
suposição de normalidade dos erros para a variável resposta. Em 1972, surgiram os 
modelos lineares generalizados que estendem a distribuição da variável resposta 
para a família exponencial propostos por Nelder e Wedderburn. Porém, esses 
modelos sempre utilizam a suposição de que as observações são independentes. 
Contudo é frequente a presença de situações em que os dados apresentam 
comportamentos dependentes entre si, ou seja, caso em que uma observação 
depende de outra. De maneira geral, são chamadas de dados agrupados que 
incluem dados longitudinais, medidas repetidas entre outras. Neste sentido, os 
modelos usuais, tanto lineares como não lineares, tornam-se inadequados, uma 
vez que a suposição de independência dos dados não pode ser verificada.

 Uma alternativa para trabalhar com esses dados são os modelos lineares 
mistos que permitem maior flexibilidade na modelagem da estrutura de variância 
e covariância, bem como incluir na estrutura do modelo um conjunto de variáveis 
não observáveis, denominada de efeitos aleatórios, incorporando a variabilidade 
da árvore, de maneira a permitir, junto às variáveis observáveis, denominadas de 
efeitos fixos, o ajuste de um modelo mais consistente (LAIRD e WARE, 1982).

Normalmente, na literatura florestal, os modelos lineares misto vêm sendo 
utilizados para estimar o crescimento em área basal de Pinus elliottii Engelm 
(FANG E BAILEY, 2001) e Eucalyptus (CALEGARIO et al., 2004). Calegario et al., 
(2005) aplicaram essa teoria a modelagem do crescimento em altura de Eucalyptus. 
Entretanto, poucos estudos têm se dedicado a realizar a estimativa volumétrica 
utilizando essa metodologia.

O volume constitui-se uma das melhores formas para avaliar o potencial 
produtivo disponível em um povoamento florestal. Essa informação é grande 
relevância, pois possibilita realizar planejamentos mais precisos e consequentemente 
uma melhor tomada de decisão. A estimação volumétrica dos clones de Eucalyptus, 
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geralmente, é baseada na relação diâmetro à altura do peito (DAP) e altura total da 
árvore (H). Essas informações são obtidas ao longo do tempo nas mesmas árvores, 
caracterizando um estudo longitudinal.

O objetivo deste trabalho foi estimar o volume dos clones de Eucalyptus
utilizando os modelos lineares mistos e atender a carência de informações, servindo 
de base para o aprofundamento na escolha de clones de Eucalyptus na região do 
Pólo Gesseiro do Araripe em Pernambuco. 

2 |  MATERIAL E MÉTODOS

A base de dados foi proveniente do povoamento de clones de Eucalyptus, 
localizada no Município de Araripina, no Semiárido de Pernambuco, onde fi ca o 
Polo Gesseiro do Araripe que produz 95% do gesso usado no Brasil. O experimento 
foi implementado no início do mês de março de 2002, em uma área de 2,352 ha, 
compreendendo 15 clones de espécies do gênero Eucalyptus, plantadas com 
espaçamento de 3×2 m. As mensurações foram realizadas a cada 6 meses, sendo 
a  primeira aos 12 meses de idade e a última aos 90 meses, data em que as árvores 
foram cortadas. A precipitação média anual é de aproximadamente 650 mm, o clima 
é do tipo Bshw’, semiárido, quente, com temperatura média de 24ºC.

Para realização desta pesquisa foram utilizadas 89 árvores do clone Híbrido 
de Eucalyptus urophylla (cruzamento natural), com 1246 observações ao longo 
do tempo, devido ao mesmo apresentar maior produtividade entre os clones do 
experimento. Nas árvores derrubadas foram medidas a altura (H) e a circunferência 
à altura do peito (CAP). As alturas nas árvores abatidas foram medidas com auxílio 
da trena graduada em centímetros. As CAPs foram tomadas com fi ta métrica, 
graduada em centímetro com aproximação em milímetro. A fórmula de Smalian 
( LOETSCH et al., 1973) foi empregada para calcular o volume rigoroso total e o 
volume das seções.

Entre os principais modelos utilizados na literatura fl orestal para estimação 
volumétrica estão o de Schumacher e Hall (1933) e o de Spurr (1952). Esses 
modelos se baseiam em equações que têm como variáveis independentes o DAP 
e H. De acordo com Scolforo et al. (2004) e Thomas et al. (2006), o modelo de 
Schumacher e Hall tem se destacado na estimava do volume de árvores e de 
povoamento fl orestais e será usado como controle para comparação com modelo 
linear misto.

O modelo de Schumacher-Hall é expresso por: 
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em que β0, β1  e β2 são os parâmetros a serem estimados, volij representa o 
volume em m2 e ϵij  é o erro aleatório da árvore i na medição j.

O Modelo Linear Misto (MLM) desenvolvido por LAIR e WARE, (1982) é 
defi nido por:

em que Y é o vetor (n x 1) de observações referente a variável resposta 
(volume), β é vetor (p x 1) de parâmetros de efeitos fi xos desconhecidos, X é a 
matriz (n x p) de covariáveis observadas relacionada com os efeitos fi xos, γ é o 
vetor (q x 1) de efeitos aleatórios desconhecidos, Z é a matriz (n x q)  associada aos 
efeitos aleatórios e ϵ é um vetor (n x 1)  de erros aleatórios. Admite-se que γ e   γ 
são independentes. 

De (1) se tem que

em que Ψ é a matriz de covariância e variância dos efeitos aleatórios presente 
no vetor γ e Σ a matriz de variâncias e covariância residual. Assim, podem-se 
modelar diversas estruturas de covariância para a matriz Ψ . Observe que, quando  
Σ = σ2I e Z = 0, o modelo misto reduz-se ao modelo linear padrão.

2.1 Seleção da melhor equação

A escolha da melhor equação é obtida por meio do Critério de Informação de 
Akaike (AIC), Teste da Razão de Máxima Verossimilhança (TRMV), Erro Percentual 
Absoluto Médio (EPAM) e Teste de Vuong (1989).  De acordo com AKAIKE (1974) 
o AIC é dado por:

em que  é a log-verossimilhança maximizada, p é o número de parâmetros. 
Segundo esse critério, a melhor equação será a que apresentar o menor AIC. 

Segundo Pinheiro e Bates (2009) a estatística para o TRMV é especifi cada 
por:
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que tem, assintoticamente e sob certas condições de regularidade, distribuição 
X2

q, em que q é a diferença entre a quantidade de parâmetros do modelo sob a 
hipótese alternativa e do modelo sob hipótese nula. Rejeita-se a hipótese nula, se 
w ≥ X2

q.1-ɑ, em que X2
q é o ponto crítico da distribuição correspondente ao nível de 

signifi cância ɑ.
Os modelos também tiveram sua qualidade de ajuste avaliada pelo Erro 

Percentual Absoluto Médio (EPAM), defi nido por: 

em que, γi = valores observados; ŷi  = valores ajustados;  n = número de 
observações. O modelo que apresentar o menor valor EPAM é o que melhor explica 
os dados.

Para comparação entre os modelos não aninhados foi utilizado o teste de 
razão de verossimilhança de Vuong (1989). A estatística do teste é dada por:

A estatística tem assintoticamente , ou 
seja, os modelos são equivalentes. Ao nível  de signifi cância, sendo Zɑ/2 o valor 
crítico da distribuição normal padrão, rejeita-se a hipótese nula se . 

As análises estatísticas deste estudo foram realizadas no programa R 
Development Core Team versão 2.15.0.

3 |  RESULTADOS E DISCUSSÃO

Inicialmente, ao analisar o MLM, surge a seguinte questão: a variabilidade causada 
pela árvore está infl uenciando quais parâmetros? Tal resposta só será conhecida 
com os ajustes dos modelos, critérios de seleção dos modelos e TRMV. Para efeito 
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de análise, os modelos são defi nidos a seguir, nos quais as diferenças residem nas 
especifi cações dos efeitos aleatórios: 

Na Tabela 1, verifi ca-se os resultados dos ajustes dos 7 modelos, por meio 
do método da máxima verossimilhança, considerando a matriz de variância não 
estruturada, tomando como referência os critérios de seleção dos modelos, ou seja, 
AIC, EPAM e TRMV que indicam qual equação dever ser selecionada. De acordo 
com tais critérios, o que melhor se ajustou aos dados foi o modelo 5 com efeitos 
aleatórios γ0 e γ1, pois apresentou menores valores de AIC e EPAM. Já o TRMV 
revelou que comparando o modelo 5 com os restantes, todas as hipóteses nulas 
foram rejeitadas, confi rmando que o modelo com efeitos aleatórios γ0 e γ1 foi o que 
melhor se ajustou aos dados.

Modelo AIC EPAM(%) Teste TRMV p-valor
1 -6275,299 41,871 1 vs 5 1010,296 < 0,001
2 6375,991 39,768 2 vs 5 896,781 < 0,001
3 -6208,992 54,415 3 vs 5 1076,603 < 0,001
4 -6395,034 33,284 4 vs 5 890,561 < 0,001
5 -7281,595 11,156 --- --- ---
6 -6271,299 42,398 6 vs 5 1011,596 < 0,001
7 -6271,063 43,051 7 vs 5 1011,118 < 0,001

Tabela 1: Critérios de seleção para escolha dos efeitos aleatórios.

Uma vez escolhidos os efeitos aleatórios que devem entrar no modelo, o 
próximo passo foi escolher qual melhor estrutura para matriz de covariância. Dentre 
as diversas estruturas analisadas na Tabela 2, a que melhor se ajustou aos dados 
foi a Autorregressiva de primeira ordem Heterogênea (ARH(1)), pois apresentou 
menor valor de AIC e maior log-verossimilhança. Realizando o TRMV e tomando 
tal estrutura como hipótese alternativa em relação às outras, verifi cou–se que as 
hipóteses nulas foram rejeitadas em praticamente todas as hipóteses, com exceção 
para estrutura Autorregressiva de primeira ordem (AR(1)) que não apresentou 
diferença signifi cativa. Entretanto, decidiu-se utilizar a ARH(1) devido ao critério do 
AIC. Outras estruturas para matriz covariância foram testadas, mas como elas ora 
não convergiram, ora não apresentaram matriz de variância positiva-defi nida, não 
foram apresentadas a seguir.
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Modelo AIC LogLik Teste TRMV p-valor
1. Diagonal -5586,147 2799,074 1 vs 7 1908,465 < 0,001
2. Simétrica Composta -7279,595 3647,796 2 vs 7 211,015 < 0,001
3. Não Estruturada -7281,595 3647,798 3 vs 7 211,018 < 0,001
4. Componente Variância -7351,648 3687,798 4 vs 7 131,018 < 0,001
5. Espacial -7293,587 3654,794 5 vs 7 197,026 < 0,001
6. AR(1) -7482,302 3753,125 6 vs 7 0,364 0,991
7. ARH(1) -7482,666 3753,307 --- --- ---

Tabela 2: Seleção das estruturas da matriz de variância e covariância.
* LogLik = Log-verissimilhança.

Na Figura 1 observa-se os resíduos padronizados versus valores ajustados 
para o MLM com estrutura ARH(1), nota-se que os resíduos estão aproximadamente 
distribuídos em torno de zero, mas com evidências de que a variância não seja 
constante, além de algumas observações discrepantes. 

Para resolver problema da heteroscedasticidade presente nos dados foi 
utilizada a função poder de covariâncias, que acomodou bem a dispersão e, 
consequentemente, melhorou o ajuste. Além disso, houve aumento significativo 
da verossimilhança do modelo de 3753,307 para 5070,798, assim como redução 
sensível do AIC de -7482,666 para -10121,610. O TRMV revelou uma razão de 
2634,982, com valor de p < 0,001, ou seja, o modelo com função variância explicou 
melhor os dados. 

Realizando novamente análise de resíduos na Figura 2, verifica-se que os 
resíduos estão aproximadamente distribuídos em torno de zero com variância 
constante. Algumas observações aparecem como discrepantes, porém em uma 
quantidade pequena e muito próxima dos limites de confiança, e não comprometendo 
o ajuste do modelo (COSTA et al., 2012).
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Figura 1: Resíduos padronizados versus 
valores ajustados para o MLM.

Figura 2: Resíduos padronizados versus 
valores ajustados para o MLM, adotando 
matriz ARH(1), com função de variância. 

Na Figura 3, observa-se o gráfi co dos resíduos padronizados versus quantis da 
distribuição normal padrão. Nota-se que os resíduos estão distribuídos em torno de 
uma reta, com exceção de poucos pontos nas extremidades, portanto os resíduos 
seguem aproximadamente uma distribuição normal. 

Na Figura 4 é possível observar o gráfi co dos quantis da distribuição normal 
padrão versus efeitos aleatórios indicado para verifi cação da normalidade dos 
efeitos aleatórios. Verifi ca-se que os efeitos estão dispostos sobre uma reta, o que 
acaba satisfazendo aproximadamente a suposição de normalidade. 

Figura 3: Gráfi co dos resíduos padronizados 
versus quantis da distribuição normal padrão

Figura 4: Gráfi co dos quantis da distribuição 
normal padrão versus efeitos aleatórios.
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MLM com efeitos aleatórios γ0 e γ1, adotando estrutura ARH(1), com função 
poder de variâncias. Da Tabela 5 é possível observar que todos os parâmetros 
de efeitos fi xos foram signifi cativos com valor de p < 0,001, e que as estimativas 
dos efeitos aleatórios foram consideradas pequenas, indicando que o modelo está 
sendo bem ajustado.

Tabela 3: Estimativa dos parâmetros dos efeitos fi xos e efeitos aleatórios para o modelo linear 
misto, adotando estrutura ARH(1) na matriz de variância e covariância e função de variância.

Após o ajuste do MLM foi ajustado o modelo de Schumacher e Hall (MSH) para 
servir de controle na comparação entre os modelos. A equação do MSH ajustado à 
estimativa volumétrica de clones de Eucalyptus urophylla é expressa por:

A Tabela 4 mostra a comparação entre o MSH e o MNLM. De acordo com tais 
critérios, o MLM se ajustou melhor aos dados, pois apresentou menor valor do AIC 
e EPAM. Como, neste estudo, nem todos os modelos são aninhados, foi aplicado o 
Teste de Vuong para modelos distintos que também confi rmou que MLM se ajustou 
melhor à estimativa volumétrica dos Eucalyptus.

Modelos AIC EPAM(%) Teste Vuong p-valor
MSH -9740,199 4,609 ---- ---- ----
MLM -10121,587 3,987 MS vs MNLM 3,120 < 0,008

Tabela 4: Critério de seleção dos modelos.

 Na Figura 5 verifi ca-se que os valores médios estimados pelo MLM foram 
bastante próximos dos observados, apenas nos últimos meses houve uma pequena 
diferença, devido à alta variabilidade das árvores. O MSH ele não se ajustou bem 
aos dados, principalmente nos meses fi nais. 
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Figura 5: Comparação do crescimento médio em volume ao longo do tempo.

4 |  CONCLUSÕES

O MLM com efeitos aleatórios  e , adotando ARH(1), com função poder de 
variâncias foi o que melhor se ajustou a estimação volumétrica de clones de 
Eucalyptus urophylla, de acordo com os critérios estabelecidos. A modelagem da 
heterocedastidade melhorou significativamente o ajuste do modelo, além de ajudar 
na análise dos resíduos para atender as pressuposições do modelo. 

Deste modo, acredita-se que o uso da equação resultante deste modelo possa 
contribuir para a redução dos custos do inventário, ou até mesmo a melhoria da 
precisão dos inventários, e assim evitar prejuízos, tanto para o produtor quanto para 
o trabalhador rural. 
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