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APRESENTACAO

A obra “Estudos (Inter) Multidisciplinares nas Engenharias” aborda uma série
de livros de publicacdo da Atena Editora, em seu | volume, apresenta, em seus
21 capitulos, discussbes de diversas abordagens acerca da importancia da (inter)
multidisciplinaridade nas engenharias.

O processo de aprendizagem, hoje em dia, € baseado em um dinamismo de
acbes condizentes com a dindmica do mundo em que vivemos, pois a rapidez com
que 0 mundo vem evoluindo tem como chave mestra a velocidade de transmisséao
das informagdes.

A engenharia praticada nos dias de hoje é formada por conceitos amplos e as
situacdes a que os profissionais sdo submetidos mostram que esta onda crescente
de tecnologia ndo denota a necessidade apenas dos conceitos técnicos aprendidos
nas escolas.

Desta forma, os engenheiros devem, além de possuir um bom dominio técnico da
sua area de formacgéo, possuir dominio também dos conhecimentos multidisciplinares,
além de serem portadores de uma viséo globalizada.

Este perfil € essencial para o engenheiro atual, e deve ser construido na etapa
de sua formacgédo com o desafio de melhorar tais caracteristicas.

Dentro deste contexto podemos destacar que uma equipe multidisciplinar pode
ser definida como um conjunto de profissionais de diferentes disciplinas que trabalham
para um objetivo comum.

Neste sentido, este livro é dedicado aos trabalhos relacionados aos estudos
da (inter) multidisciplinaridade nas engenharias, com destaque mais diversas
engenharias e seus temas de estudos.

Os organizadores da Atena Editora agradecem especialmente os autores dos
diversos capitulos apresentados, parabenizam a dedicacao e esforco de cada um, os
quais viabilizaram a constru¢cdo dessa obra no viés da tematica apresentada.

Por fim, desejamos que esta obra, fruto do esfor¢co de muitos, seja seminal para
todos que vierem a utiliza-la.

Helenton Carlos da Silva
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CAPITULO 14

MODELAGEM DA DISPERSAO DE POLUENTES NA
ATMOSFERA UTILIZANDO UMA ABORDAGEM ANALITICA

Régis Sperotto de Quadros

Universidade Federal de Pelotas, Dep. de
Matematica e Estatistica, PPG em Modelagem
Matematica, Pelotas / RS, quadros99 @gmail.com

Glénio Aguiar Goncalves

Universidade Federal de Pelotas, Dep. de
Matematica e Estatistica, PPG em Modelagem
Matematica, Pelotas / RS, gleniogoncalves@
yahoo.com.br

Daniela Buske

Universidade Federal de Pelotas, Dep. de
Matematica e Estatistica, PPG em Modelagem
Matematica, Pelotas / RS, danielabuske @gmail.
com

RESUMO: Neste trabalho € apresentada uma
solucéo analitica para a equagao de advecgéao-
difuséo tridimensional transiente para simular a
dispersao de poluentes na atmosfera. A solugcéo
da equacdo de adveccéao-difusdo € obtida de
forma analitica utilizando uma combinacéo
dos métodos de separacdo de variaveis e
GILTT. A principal vantagem é que a solugao
apresentada evita uma inversdo numérica
realizada em trabalhos prévios da literatura,
sendo esta uma solucdo totalmente analitica,
a menos de truncamento de um somatorio.
Simulacbes numéricas e comparagoes
estatisticas utilizando dados do experimento de
Copenhagen séo apresentadas e comprovam o
bom desempenho do modelo.
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PALAVRAS-CHAVE: Dispersao atmosférica.
Solugdo analitica. Equacdo de adveccéo-
difus&o transiente. Modelagem da disperséo de
poluentes.

AIR POLLUTION MODELLING IN
ATMOSPHERE BY AN ANALYTICAL
APPROACH

ABSTRACT: This work presents an analytical
solution for the transient three-dimensional
advection-diffusion equation to simulate the
dispersion of pollutants in the atmosphere. The
solution of the advection-diffusion equation is
obtained analytically using a combination of the
methods of separation of variables and GILTT.
The main advantage is that the presented
solution avoids a numerical inversion carried
out in previous works of the literature, being
by this way a totally analytical solution, less
than a summation truncation. Initial numerical
simulations and statistical comparisons using
data from the Copenhagen experiment are
presented and prove the good performance of
the model.

KEYWORDS: Atmospheric Dispersion.
Analytical Solution. Time-Dependent Advection-
Diffusion Equation. Air Pollution Modelling.
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11 INTRODUCAO

Continuamente uma grande atencdo tem sido dispendida para resolver
analiticamente a equacéao de advecgéo-difusao com o objetivo de simular a dispersao
de poluentes na atmosfera de uma maneira mais realistica. Ao longo dos anos
apareceram diversas solug¢des na literatura como resultado destas pesquisas. Estas
solucbes, em sua grande maioria, sdo para casos muito especificos, considerando
coeficientes de difusdo simples ou constantes (Moreira et al., 2009).

Um grande passo foi dado no inicio dos anos 2000, quando do surgimento
do método GILTT que resolve a equacao de adveccao-difusdo multidimensional
dependente do tempo (Moreira et al., 2009; Buske et al., 2016), assumindo perfil de
vento e coeficientes de difusao variaveis. Para o caso de um problema dependente
do tempo, a equacéao de adveccgao-difuséo é resolvida aplicando a transformada de
Laplace na variavel temporal e o problema estacionario resultante é entéao resolvido
pelo método GILTT. A concentracéo final € obtida por inversdo numérica no tempo
usando quadratura gaussiana.

Neste trabalho mostramos um avangco em relacado aos trabalhos previamente
publicados, apresentando uma solugcdo para a equagdo de adveccéo-difusdo
multidimensional dependente do tempo, sem a necessidade da inversdo numérica
da variavel temporal. Tal solugdo é obtida através de uma combina¢cdo dos métodos
de separacao de variaveis e GILTT. Com esta metodologia obtém-se a concentracao
final de poluentes muito mais rapidamente, ficando o erro restrito apenas a um
truncamento de somatoério. Parte deste trabalho foi publicado na 8th Conferéncia Sul
de Modelagem Matematica (Quadros et al., 2018).

2| METODOLOGIA DE SOLUCAO

A equacao tridimensional de adveccgao-difusdo, com fechamento Fickiano da
turbuléncia, que descreve a dispersao de poluentes na atmosfera, é escrita como

2 sud = 2 (02 + (039 §

onde C(t,x,¥,2) ¢ a funcdo concentracdo média de poluente (kg/m?), Ky é o
coeficiente de difusao lateral (m2/s), K é o coeficiente de difuséo vertical (m#/s), U é
a componente da velocidade média do vento na dire¢ao x (m/s). A Eq. (1) esta sujeita
as seguintes condi¢cbes de contorno, inicial e de fonte:

K,2-=0em z = 0,h

(2.a)
uC(0,x,v,z) = Q(0)5(x)6(y)d(z — Hy) (2.b)
uC(t,0,y,2z) = Q(t)6(¥)6(z — Hy) (2.c)
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na qual h (m) € a altura da camada limite, H_(m) é a altura da fonte e Q (g/m?) é
a intensidade da fonte, respectivamente.

Fazendo a separacéo de variaveis da equacéo diferencial do modelo de dispersao
tridimensional, inicialmente considerando u e K, constantes e expressando os
autovalores em uma forma conveniente:

a (w2
at TKH. = (.‘C Ky + ’]')Th:ﬂ. (3.2)
UL X0 =(a+ DX
dx ald al (3.b)
dz
— Y, = —k?Y,
ayz © T T (3.0)
d d d
2 (K& 3 2) = a2 60
A solugédo da Eq. (38.a) é dada por Tyy(t) = T ()T (t) = e K Eytg=At p

(ax+A) ax  Ax

solucdo da Eq. (3.b) & X, ;(x) = X, (x)X;(x) =e v * =ewewn easolugdo da Eq.
(8.c) é Y,.(y) = A(k) cos(k y). Asolucdo da Eq. (3.d) é obtida pelo método GILTT
(Moreira et al., 2009). Assim, a solucao do problema (1) é dada na forma de produto
como

Ciaa(t, %, ¥, 2) = [ (6, Y)][Pa (L, X) ][ @ (x, 2)] (4)

Olhando individualmente cada um dos fatores que compdem a Eq. (4), usando
as solucdes das Eq. (3), € possivel escrever que

Ue(t,Y) = T (DY (y) = A(k)e 5t cos(ky) (5)

Ax a
B(t,x) = T ()X, (x) = e Meuelt = ¢ M 6

;—Z(K(Z);—zﬁoa(xrz)) = u;_x'pa(xJ z) (7)

onde @a(x,2) = Xo(x)Z,(2). Utilizando as consideracdes acima, e lembrando
que, uma vez que o dominio é infinito em x e y os autovalores sdo continuos, e
que (m) e A (1/s) sdo continuos no intervalo [0,*), a concentracéo final pode ser
expressa como

Ct,x,y,2) =P, y)pE, x)$(x, 2) (8)

onde: Y(t,y) = [ A (t,Y)dr,  ¢(tx) = [[BDP(t,x)dA e &(x,2) =
J, C(@)Z,(x,2)dar
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Para determinar as funcdes ¥ (t,y) € ¢(t, x) das equacdes anteriores usamos
as condi¢des inicial e de fonte do problema original. O desenvolvimento € apresentado
em (Goncalves et al., 2018), e as expressdes séo dadas por:

yZ

Y(t,y) = f e 5%t cos(ky) dic = Jﬁe_m o)

d(t,x) = [ LHQ), t > ne M ar =g (t - i) (10)

Finalmente, a solugcéo serda o produto das equacdes anteriores e a solugéao
GILTT, ou seja,

},2

o A G M -

A funcdo ¢(x,z) vem da solucéo obtida pelo método GILTT que basicamente

C(t,x,y,z) =

compreende 0s seguintes passos: expansao da concentracdo em uma série de
autofuncdes obtidas de um problema de Sturm-Liouville, substituicdo na equacéao de
adveccéao-difusao e tomada de momentos, o que resulta em uma equacéo diferencial
ordinaria matricial que é entao resolvida analiticamente por transformada de Laplace.
Para detalhes veja os trabalhos de Moreira et al. (2009) e Buske et al. (2016).

E importante lembrar que a solugdo usando uma fonte distribuicdo delta de
Dirac € uma solucao de Green. Isto significa que conhecendo a solucdo de Green,
podemos encontrar solu¢cées com formas distintas de fontes dependentes do tempo
utilizando o principio da superposicéo para problemas com operadores lineares. Para
uma fonte delta da forma &(t — 1), a solugcdo de Green é escrita como

2

¥ (u(t=1)=-x)%
2Mu ‘”‘fyte - 4;;-rxtx {(x Z)

C(t,t,x,y,2) = ————e¢ ,
(16n2f(xﬁ'},t2
(12)

Se considerarmos um problema com uma fonte arbitraria @(t) emitindo em um

intervalo (to,t), a solucdo para o problema é dada pela integragdo em tno intervalo

[to, t]. Num caso particular, a solucédo para a pluma pode ser construida usando a

funcdo de Heaviside como fonte:
yz

“IKyt _(ut-0)-x)?
2uQe ft e Kxt dr & (x, 2)

J16n2Kxf(yt2 ’
(13)

onde M = Qdt é a massa liberada no intervalo t e t & igual a zero. Assim

C(t,x,y,z) =

(= S o (42) - erf (5] e
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na qual erf & a fungdo erro. Essa solucdo mostra a evolucédo temporal da
concentracdo média de poluentes de uma pluma cuja fonte comeca a liberagédo no
tempot=0.

31 PARAMETRIZACAO DA TURBULENCIA

Com o objetivo de comparar os resultados obtidos com os da literatura, a
parametrizacao da turbuléncia escolhida foi a mesma adotada pelos autores Moreira
et al. (2009) e Buske et al. (2016).

O coeficiente de difusao vertical pode ser formulado em termos dos parametros
de escala convectivos como (Degrazia et al., 1997):

=022 (1-2)" "1~ e (- 2) ~vommsenn (3]

Para os coeficientes de difusdo lateral, a formulacdo dada em Seinfeld and
Pandis (1998) foi usada:

(15)

onde a representa as diregdes x e y, respectivamente.
O perfil de vento pode ser descrito como uma lei da poténcia e expresso como
(Panofsky and Dutton, 1988):

:_j - (zil) (17)

onde u_ e u, séo as velocidades médias do vento horizontal nas alturas ze z, e
n é um expoente que € relacionado com a intensidade da turbuléncia (Irwin, 1979).

4 1| RESULTADOS NUMERICOS

O desempenho do novo modelo foi avaliado considerando as parametrizacdes
da turbuléncia propostas na sec¢éo 3, o conjunto de dados do experimento difusivo de
Copenhagen (Gryning and Lyck, 1984) e a integracéo lateral da Eq. (14). Para o caso
instavel aqui estudado, n=0.1 foi adotado no perfil de vento poténcia.

No experimento de Copenhagen, o tragador SF foi liberado sem empuxo de
uma torre 115 m de altura e coletado ao nivel do solo em unidades de amostragem
localizadas em trés arcos perpendiculares ao vento médio, posicionadas de 2-6 km
do ponto de liberagéo. As liberagbes de SF, comegaram uma hora antes do inicio da
amostragem e o tempo médio das medidas foi de uma hora, com imprecisao de 10%.
O local era principalmente residencial com um comprimento de rugosidade de 0.6 m
(altura em que o vento € zero). Na Tab. (1) s&o apresentados os dados meteoroldgicos
do experimento de Copenhagen, sendo % a velocidade do vento médio (m/s), u. a
velocidade de friccdo (m/s), L o comprimento de Monin-Obukhov, w, a escala de
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velocidade convectiva vertical e h a altura da camada limite convectiva. Estes dados

meteorologicos sdo médias horarias.

Expt | u(115m)  u(10m) u. L w, h

(ms™) (ms™) (ms’) (m)  (ms’) (m)
1 3.4 2.1 0.36 -37 1.8 1980
2 10.6 4.9 0.73 -292 1.8 1920
3 5.0 2.4 0.38 -71 1.3 1120
4 4.6 2.5 0.38 -133 0.7 390
5 6.7 3.1 0.45 -444 0.7 820
6 13.2 7.2 1.05 -432 2.0 1300
7 7.6 4.1 0.64 -104 22 1850
8 9.4 4.2 0.69 -56 22 810
9 10.5 5.1 0.75 -289 1.9 2090

Tabela 1: Parametros meteoroldgicos do experimento de Copenhagen.

Na Fig. 1 é mostrado o diagrama de espalhamento dos dados observados

experimentalmente (Co) comparados com os preditos (Cp) pelo novo modelo,

para o caso de concentragcdes integradas do poluente ao nivel do solo. As linhas

pontilhadas indicam que os dados estao entre um fator de dois. A figura mostra que

uma concordancia razoavel é encontrada entre os dados experimentais e os obtidos

pela nova metodologia.

12 T T 1

10 -

C (.10%s.m")

12

Figura 1: Diagrama de espalhamento dos dados observados (Co) das concentracdes integradas

do poluente ao nivel do solo, comparados com os preditos (Cp) pelo novo modelo, usando
dados do experimento de Copenhagen.

As Tabelas 2 e 3 apresentam a concentragcdo média ao nivel do solo integrada

lateralmente, da segunda hora de medidas do poluente, no experimento de

Copenhagen. O presente modelo € comparado com os resultados apresentados em
Buske et al. (2016), obtidos pelo método GILTT. O método GILTT resolve o problema
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aplicando a técnica da transformada de Laplace na variavel temporal, e a equacgéao

estacionaria resultante & resolvida analiticamente por transformada integral. A

concentracao final € obtida por uma inversdo numérica no tempo.

Expt Distancia (m) C, Coi presome  Coz-aurr
1 1900 6.48 5.47 7.66
3700 2.31 3.77 4.35
2 2100 5.38 3.84 5.05
4200 2.95 2.96 3.41
3 1900 8.20 7.37 8.96
3700 6.22 5.16 5.62
5400 4.30 3.98 4.15
4 4000 11.66 9.24 9.47
5 2100 6.72 8.49 9.38
4200 5.84 6.71 7.37
6100 4.97 5.39 5.75
7 2000 6.70 3.72 5.09
4100 3.25 2.63 3.06
5300 2.23 2.20 2.46
8 1900 416 4.26 512
3600 2.02 3.23 3.45
5300 1.25 2.62 2.72
9 2100 4.58 3.60 4.83
4200 3.11 2.80 3.26
6000 2.59 2.18 2.46

Tabela 2: Concentracdes superficiais integradas lateralmente observadas (Co) e preditas (Cp)
usando os dados do experimento de Copenhagen. O conjunto de dados apresenta valores
meédios de concentrac@o e dados meteorolégicos. O presente modelo € comparado com 0s

resultados apresentados em Buske et al. (2016). As concentra¢des sdo normalizadas pela taxa

de emissao.

Os indices estatisticos classicos (Hanna, 1989), apresentados na Tabela 3,

mostram que os modelos simulam satisfatoriamente as concentracdes observadas

no experimento, uma vez que os valores dos indices nmse (erro quadratico médio

normalizado), fb (fracao de inclinacao) e fs (desvio padrao) sao relativamente proximos

a zero e os valores dos indices cor (coeficiente de correlagao) e fa2 (fator de dois)

relativamente proximos a 1.

Modelo nmse cor fa2 fb fs
Presente 0.07 0.87 1.00 0.06 0.19
GILTT 0.06 0.89 1.00 -0.08 0.09

Tabela 3: Comparagéao estatistica do modelo com resultado da literatura.

A Tabela 3 também permite afirmar que o novo modelo e os resultados obtidos

previamente pela GILTT sdo muito similares. A vantagem aqui € a ndo necessidade
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de realizar a inversdao numérica no tempo, realizada nos trabalhos anteriores, o que
nos permite obter o resultado final mais rapidamente.

51 CONCLUSOES

O modelo aqui proposto € uma solug¢do analitica, no sentido de que nenhuma
aproximacao é feita ao longo da derivagcao exceto pelo erro de truncamento. A
concentracao pode ser obtida a qualquertempo devido ao carater analitico da solugao e
como consequéncia, esta metodologia demanda um pequeno esfor¢co computacional.
A comparagao com dados experimentais apresenta bons resultados do ponto de vista
estatistico. Além disso, o carater analitico e a simplicidade da solu¢ao reforcam que
0 método proposto € um método robusto e promissor para similar a dispersao de
poluentes na atmosfera. O foco dos trabalhos futuros sera em estender a investigacao
para investigar outros cenarios de interesse da area.
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