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APRESENTAÇÃO

A obra “Estudos (Inter) Multidisciplinares nas Engenharias” aborda uma série 
de livros de publicação da Atena Editora, em seu I volume, apresenta, em seus 
21 capítulos, discussões de diversas abordagens acerca da importância da (inter) 
multidisciplinaridade nas engenharias.

O processo de aprendizagem, hoje em dia, é baseado em um dinamismo de 
ações condizentes com a dinâmica do mundo em que vivemos, pois a rapidez com 
que o mundo vem evoluindo tem como chave mestra a velocidade de transmissão 
das informações. 

A engenharia praticada nos dias de hoje é formada por conceitos amplos e as 
situações a que os profissionais são submetidos mostram que esta onda crescente 
de tecnologia não denota a necessidade apenas dos conceitos técnicos aprendidos 
nas escolas. 

Desta forma, os engenheiros devem, além de possuir um bom domínio técnico da 
sua área de formação, possuir domínio também dos conhecimentos multidisciplinares, 
além de serem portadores de uma visão globalizada.

Este perfil é essencial para o engenheiro atual, e deve ser construído na etapa 
de sua formação com o desafio de melhorar tais características. 

Dentro deste contexto podemos destacar que uma equipe multidisciplinar pode 
ser definida como um conjunto de profissionais de diferentes disciplinas que trabalham 
para um objetivo comum. 

Neste sentido, este livro é dedicado aos trabalhos relacionados aos estudos 
da (inter) multidisciplinaridade nas engenharias, com destaque mais diversas 
engenharias e seus temas de estudos.

Os organizadores da Atena Editora agradecem especialmente os autores dos 
diversos capítulos apresentados, parabenizam a dedicação e esforço de cada um, os 
quais viabilizaram a construção dessa obra no viés da temática apresentada.

Por fim, desejamos que esta obra, fruto do esforço de muitos, seja seminal para 
todos que vierem a utilizá-la.

Helenton Carlos da Silva
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MODELAGEM DA DISPERSÃO DE POLUENTES NA 
ATMOSFERA UTILIZANDO UMA ABORDAGEM ANALÍTICA

CAPÍTULO 14
doi

Régis Sperotto de Quadros
Universidade Federal de Pelotas, Dep. de 

Matemática e Estatística, PPG em Modelagem 
Matemática, Pelotas / RS, quadros99@gmail.com

Glênio Aguiar Gonçalves
Universidade Federal de Pelotas, Dep. de 

Matemática e Estatística, PPG em Modelagem 
Matemática, Pelotas / RS, gleniogoncalves@

yahoo.com.br

Daniela Buske
Universidade Federal de Pelotas, Dep. de 

Matemática e Estatística, PPG em Modelagem 
Matemática, Pelotas / RS, danielabuske@gmail.

com

RESUMO: Neste trabalho é apresentada uma 
solução analítica para a equação de advecção-
difusão tridimensional transiente para simular a 
dispersão de poluentes na atmosfera. A solução 
da equação de advecção-difusão é obtida de 
forma analítica utilizando uma combinação 
dos métodos de separação de variáveis e 
GILTT. A principal vantagem é que a solução 
apresentada evita uma inversão numérica 
realizada em trabalhos prévios da literatura, 
sendo esta uma solução totalmente analítica, 
a menos de truncamento de um somatório.  
Simulações numéricas e comparações 
estatísticas utilizando dados do experimento de 
Copenhagen são apresentadas e comprovam o 
bom desempenho do modelo.  

PALAVRAS-CHAVE: Dispersão atmosférica. 
Solução analítica. Equação de advecção-
difusão transiente. Modelagem da dispersão de 
poluentes.

AIR POLLUTION MODELLING IN 
ATMOSPHERE BY AN ANALYTICAL 

APPROACH

ABSTRACT: This work presents an analytical 
solution for the transient three-dimensional 
advection-diffusion equation to simulate the 
dispersion of pollutants in the atmosphere. The 
solution of the advection-diffusion equation is 
obtained analytically using a combination of the 
methods of separation of variables and GILTT. 
The main advantage is that the presented 
solution avoids a numerical inversion carried 
out in previous works of the literature, being 
by this way a totally analytical solution, less 
than a summation truncation. Initial numerical 
simulations and statistical comparisons using 
data from the Copenhagen experiment are 
presented and prove the good performance of 
the model.
KEYWORDS: Atmospheric Dispersion. 
Analytical Solution. Time-Dependent Advection-
Diffusion Equation. Air Pollution Modelling.



Estudos (Inter) Multidisciplinares nas Engenharias 2 Capítulo 14 145

1 |  INTRODUÇÃO

Continuamente uma grande atenção tem sido dispendida para resolver 
analiticamente a equação de advecção-difusão com o objetivo de simular a dispersão 
de poluentes na atmosfera de uma maneira mais realística. Ao longo dos anos 
apareceram diversas soluções na literatura como resultado destas pesquisas. Estas 
soluções, em sua grande maioria, são para casos muito específicos, considerando 
coeficientes de difusão simples ou constantes (Moreira et al., 2009). 

Um grande passo foi dado no início dos anos 2000, quando do surgimento 
do método GILTT que resolve a equação de advecção-difusão multidimensional 
dependente do tempo (Moreira et al., 2009; Buske et al., 2016), assumindo perfil de 
vento e coeficientes de difusão variáveis. Para o caso de um problema dependente 
do tempo, a equação de advecção-difusão é resolvida aplicando a transformada de 
Laplace na variável temporal e o problema estacionário resultante é então resolvido 
pelo método GILTT. A concentração final é obtida por inversão numérica no tempo 
usando quadratura gaussiana. 

Neste trabalho mostramos um avanço em relação aos trabalhos previamente 
publicados, apresentando uma solução para a equação de advecção-difusão 
multidimensional dependente do tempo, sem a necessidade da inversão numérica 
da variável temporal. Tal solução é obtida através de uma combinação dos métodos 
de separação de variáveis e GILTT. Com esta metodologia obtêm-se a concentração 
final de poluentes muito mais rapidamente, ficando o erro restrito apenas a um 
truncamento de somatório. Parte deste trabalho foi publicado na 8th Conferência Sul 
de Modelagem Matemática (Quadros et al., 2018).

2 |  METODOLOGIA DE SOLUÇÃO

A equação tridimensional de advecção-difusão, com fechamento Fickiano da 
turbulência, que descreve a dispersão de poluentes na atmosfera, é escrita como

 (1)

onde  é a função concentração média de poluente (kg/m3),  é o 
coeficiente de difusão lateral (m2/s),  é o coeficiente de difusão vertical (m2/s),  é 
a componente da velocidade média do vento na direção x (m/s). A Eq. (1) está sujeita 
às seguintes condições de contorno, inicial e de fonte:

 (2.a)

 (2.b)

 (2.c)
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na qual h (m) é a altura da camada limite, Hs (m) é a altura da fonte e Q (g/m2) é 
a intensidade da fonte, respectivamente.

Fazendo a separação de variáveis da equação diferencial do modelo de dispersão 
tridimensional, inicialmente considerando u e  constantes e expressando os 
autovalores em uma forma conveniente:

 (3.a)

 (3.b)

 (3.c)

 (3.d)

A solução da Eq. (3.a) é dada por  A                   

solução da Eq. (3.b) é  e a solução da Eq. 
(3.c) é   A solução da Eq. (3.d) é obtida pelo método GILTT 
(Moreira et al., 2009). Assim, a solução do problema (1) é dada na forma de produto 
como

 (4)

Olhando individualmente cada um dos fatores que compõem a Eq. (4), usando 
as soluções das Eq. (3), é possível escrever que

 (5)

 (6)

 (7)

onde . Utilizando as considerações acima, e lembrando 
que, uma vez que o domínio é infinito em x e y os autovalores são contínuos, e 
que  (m) e λ (1/s) são contínuos no intervalo , a concentração final pode ser 
expressa como

 (8)
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Para determinar as funções  das equações anteriores usamos 
as condições inicial e de fonte do problema original.  O desenvolvimento é apresentado 
em (Gonçalves et al., 2018), e as expressões são dadas por:

 (9)

 (10)

Finalmente, a solução será o produto das equações anteriores e a solução 
GILTT, ou seja,

 (11)

A função  vem da solução obtida pelo método GILTT que basicamente 
compreende os seguintes passos: expansão da concentração em uma série de 
autofunções obtidas de um problema de Sturm-Liouville, substituição na equação de 
advecção-difusão e tomada de momentos, o que resulta em uma equação diferencial 
ordinária matricial que é então resolvida analiticamente por transformada de Laplace. 
Para detalhes veja os trabalhos de Moreira et al. (2009) e Buske et al. (2016).

É importante lembrar que a solução usando uma fonte distribuição delta de 
Dirac é uma solução de Green. Isto significa que conhecendo a solução de Green, 
podemos encontrar soluções com formas distintas de fontes dependentes do tempo 
utilizando o princípio da superposição para problemas com operadores lineares. Para 
uma fonte delta da forma , a solução de Green é escrita como

 (12)

Se considerarmos um problema com uma fonte arbitrária  emitindo em um 
intervalo , a solução para o problema é dada pela integração em τno intervalo 

. Num caso particular, a solução para a pluma pode ser construída usando a 
função de Heaviside como fonte:

 (13)

onde  é a massa liberada no intervalo t e t0 é igual a zero. Assim

 (14)
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na qual erf é a função erro. Essa solução mostra a evolução temporal da 
concentração média de poluentes de uma pluma cuja fonte começa a liberação no 
tempo t = 0.

3 |  PARAMETRIZAÇÃO DA TURBULÊNCIA

Com o objetivo de comparar os resultados obtidos com os da literatura, a 
parametrização da turbulência escolhida foi a mesma adotada pelos autores Moreira 
et al. (2009) e Buske et al. (2016).

O coeficiente de difusão vertical pode ser formulado em termos dos parâmetros 
de escala convectivos como (Degrazia et al., 1997):

 (15)

Para os coeficientes de difusão lateral, a formulação dada em Seinfeld and 
Pandis (1998) foi usada:

 (16)

onde α representa as direções x e y, respectivamente.
O perfil de vento pode ser descrito como uma lei da potência e expresso como 

(Panofsky and Dutton, 1988):

 (17)

onde uz e u1 são as velocidades médias do vento horizontal nas alturas z e z1, e 
n é um expoente que é relacionado com a intensidade da turbulência (Irwin, 1979). 

4 |  RESULTADOS NUMÉRICOS

O desempenho do novo modelo foi avaliado considerando as parametrizações 
da turbulência propostas na seção 3, o conjunto de dados do experimento difusivo de 
Copenhagen (Gryning and Lyck, 1984) e a integração lateral da Eq. (14). Para o caso 
instável aqui estudado, n=0.1 foi adotado no perfil de vento potência.

No experimento de Copenhagen, o traçador SF6 foi liberado sem empuxo de 
uma torre 115 m de altura e coletado ao nível do solo em unidades de amostragem 
localizadas em três arcos perpendiculares ao vento médio, posicionadas de 2-6 km 
do ponto de liberação. As liberações de SF6 começaram uma hora antes do início da 
amostragem e o tempo médio das medidas foi de uma hora, com imprecisão de 10%. 
O local era principalmente residencial com um comprimento de rugosidade de 0.6 m 
(altura em que o vento é zero). Na Tab. (1) são apresentados os dados meteorológicos 
do experimento de Copenhagen, sendo  a velocidade do vento médio (m/s),  a 
velocidade de fricção (m/s), L o comprimento de Monin-Obukhov,  a escala de 
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velocidade convectiva vertical e h a altura da camada limite convectiva. Estes dados 
meteorológicos são médias horárias.

Tabela 1: Parâmetros meteorológicos do experimento de Copenhagen.

Na Fig. 1 é mostrado o diagrama de espalhamento dos dados observados 
experimentalmente (Co) comparados com os preditos (Cp) pelo novo modelo, 
para o caso de concentrações integradas do poluente ao nível do solo. As linhas 
pontilhadas indicam que os dados estão entre um fator de dois. A figura mostra que 
uma concordância razoável é encontrada entre os dados experimentais e os obtidos 
pela nova metodologia.

Figura 1: Diagrama de espalhamento dos dados observados (Co) das concentrações integradas 
do poluente ao nível do solo, comparados com os preditos (Cp) pelo novo modelo, usando 

dados do experimento de Copenhagen. 

As Tabelas 2 e 3 apresentam a concentração média ao nível do solo integrada 
lateralmente, da segunda hora de medidas do poluente, no experimento de 
Copenhagen. O presente modelo é comparado com os resultados apresentados em 
Buske et al. (2016), obtidos pelo método GILTT. O método GILTT resolve o problema 
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aplicando a técnica da transformada de Laplace na variável temporal, e a equação 
estacionária resultante é resolvida analiticamente por transformada integral. A 
concentração final é obtida por uma inversão numérica no tempo. 

Expt Distância (m) Co Cp1 - presente Cp2 - GILTT

1 1900 6.48 5.47 7.66
3700 2.31 3.77 4.35

2 2100 5.38 3.84 5.05
4200 2.95 2.96 3.41

3 1900 8.20 7.37 8.96
3700 6.22 5.16 5.62
5400 4.30 3.98 4.15

4 4000 11.66 9.24 9.47
5 2100 6.72 8.49 9.38

4200 5.84 6.71 7.37
6100 4.97 5.39 5.75

7 2000 6.70 3.72 5.09
4100 3.25 2.63 3.06
5300 2.23 2.20 2.46

8 1900 4.16 4.26 5.12
3600 2.02 3.23 3.45
5300 1.25 2.62 2.72

9 2100 4.58 3.60 4.83
4200 3.11 2.80 3.26
6000 2.59 2.18 2.46

Tabela 2: Concentrações superficiais integradas lateralmente observadas (Co) e preditas (Cp) 
usando os dados do experimento de Copenhagen. O conjunto de dados apresenta valores 
médios de concentração e dados meteorológicos.  O presente modelo é comparado com os 

resultados apresentados em Buske et al. (2016). As concentrações são normalizadas pela taxa 
de emissão.

Os índices estatísticos clássicos (Hanna, 1989), apresentados na Tabela 3, 
mostram que os modelos simulam satisfatoriamente as concentrações observadas 
no experimento, uma vez que os valores dos índices nmse (erro quadrático médio 
normalizado), fb (fração de inclinação) e fs (desvio padrão) são relativamente próximos 
a zero e os valores dos índices cor (coeficiente de correlação) e fa2 (fator de dois) 
relativamente próximos a 1. 

Modelo nmse cor fa2 fb fs

Presente 0.07 0.87 1.00 0.06 0.19

GILTT 0.06 0.89 1.00 -0.08 0.09

Tabela 3: Comparação estatística do modelo com resultado da literatura.

A Tabela 3 também permite afirmar que o novo modelo e os resultados obtidos 
previamente pela GILTT são muito similares. A vantagem aqui é a não necessidade 
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de realizar a inversão numérica no tempo, realizada nos trabalhos anteriores, o que 
nos permite obter o resultado final mais rapidamente.  

5 |  CONCLUSÕES

O modelo aqui proposto é uma solução analítica, no sentido de que nenhuma 
aproximação é feita ao longo da derivação exceto pelo erro de truncamento. A 
concentração pode ser obtida a qualquer tempo devido ao caráter analítico da solução e 
como consequência, esta metodologia demanda um pequeno esforço computacional.  
A comparação com dados experimentais apresenta bons resultados do ponto de vista 
estatístico. Além disso, o caráter analítico e a simplicidade da solução reforçam que 
o método proposto é um método robusto e promissor para similar a dispersão de 
poluentes na atmosfera. O foco dos trabalhos futuros será em estender a investigação 
para investigar outros cenários de interesse da área. 
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