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APRESENTAÇÃO

A obra “Estudos (Inter) Multidisciplinares nas Engenharias” aborda uma série 
de livros de publicação da Atena Editora, em seu I volume, apresenta, em seus 
21 capítulos, discussões de diversas abordagens acerca da importância da (inter) 
multidisciplinaridade nas engenharias.

O processo de aprendizagem, hoje em dia, é baseado em um dinamismo de 
ações condizentes com a dinâmica do mundo em que vivemos, pois a rapidez com 
que o mundo vem evoluindo tem como chave mestra a velocidade de transmissão 
das informações. 

A engenharia praticada nos dias de hoje é formada por conceitos amplos e as 
situações a que os profissionais são submetidos mostram que esta onda crescente 
de tecnologia não denota a necessidade apenas dos conceitos técnicos aprendidos 
nas escolas. 

Desta forma, os engenheiros devem, além de possuir um bom domínio técnico da 
sua área de formação, possuir domínio também dos conhecimentos multidisciplinares, 
além de serem portadores de uma visão globalizada.

Este perfil é essencial para o engenheiro atual, e deve ser construído na etapa 
de sua formação com o desafio de melhorar tais características. 

Dentro deste contexto podemos destacar que uma equipe multidisciplinar pode 
ser definida como um conjunto de profissionais de diferentes disciplinas que trabalham 
para um objetivo comum. 

Neste sentido, este livro é dedicado aos trabalhos relacionados aos estudos 
da (inter) multidisciplinaridade nas engenharias, com destaque mais diversas 
engenharias e seus temas de estudos.

Os organizadores da Atena Editora agradecem especialmente os autores dos 
diversos capítulos apresentados, parabenizam a dedicação e esforço de cada um, os 
quais viabilizaram a construção dessa obra no viés da temática apresentada.

Por fim, desejamos que esta obra, fruto do esforço de muitos, seja seminal para 
todos que vierem a utilizá-la.

Helenton Carlos da Silva
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UMA INTRODUÇÃO AO USO DA INTEGRAL DE 
DUHAMEL EM  SISTEMAS DINÂMICOS ESTRUTURAIS 

CAPÍTULO 18
doi

Natan Sian das Neves
Programa de Pós-graduação em Engenharia 

Civil, Universidade Federal de Espírito Santo, ES, 
Brasil.

RESUMO: O processo de ensino das 
disciplinas técnicas da grade curricular dos 
cursos de engenharias apresenta desafios 
na aprendizagem dos discentes, devido tais 
conteúdos usualmente exigirem um maior 
abstracionismo físico-matemático. Neste 
contexto, o vigente artigo busca apresentar os 
conceitos e principais sentenças matemáticas 
de problemas de sistemas vibratórios 
estruturais sob ação de forças não periódicas, 
visando melhorar a compreensão dos alunos 
que estão ingressando nos estudos na área da 
dinâmica estrutural. Neste cenário, seguindo a 
natureza introdutória do trabalho, os problemas 
estudados são analisados ao nível do domínio 
do tempo, devido trabalhar com variáveis 
reais, direcionando uma maior aceitação inicial 
dos estudantes. Para tanto, analise-se casos 
de vibrações em estruturas com um grau de 
liberdade e com múltiplos graus de liberdade. 
A escolha do uso da Integral de Duhamel 
para solução dos problemas é devido ser uma 
técnica intuitiva e simples de aplicação. Os 
procedimentos numéricos são desenvolvidos 
em ambiente MATLAB. Em síntese, os 

resultados obtidos apresentaram uma resposta 
coerente fisicamente, apontando o desempenho 
satisfatório da técnica utilizada.
PALAVRAS-CHAVE: Dinâmica Estrutural. 
Integral de Duhamel. Ensino.

ABSTRACT: The process of teaching the 
technical disciplines of the curriculum of the 
engineering courses presents challenges in 
the learning of the students, because such 
contents usually demand a greater physical-
mathematical abstractionism. In this context, 
the current article seeks to present the concepts 
and main mathematical sentences of problems 
of structural vibratory systems under the action 
of non - periodic forces, aiming to improve the 
understanding of the students who are entering 
the studies in the area of ​​structural dynamics. 
In this scenario, following the introductory 
nature of the work, the studied problems are 
analyzed at the level of the time domain, due 
to work with real variables, directing a greater 
initial acceptance of the students. To do so, 
analyze cases of vibrations in structures with a 
degree of freedom and with multiple degrees of 
freedom. The choice of using Duhamel Integral 
to solve problems is due to be an intuitive and 
simple technique of application. The numerical 
procedures are developed in MATLAB 
environment. In summary, the results obtained 
presented a physically coherent response, 
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pointing out the satisfactory performance of the technique used.
KEYWORDS: Structural Dynamics. Integral of Duhamel. Teaching.

1 | 	INTRODUÇÃO

A seara das vibrações mecânicas contemplam inúmeras aplicações importantes 
na engenharia, percorrendo desde problemas estruturais em vigas, placas e 
construções de maior porte, como também em elementos de maquinas, tubulações 
e efeitos sísmicos e entre outras ramificações. Desta maneira, devido a gama 
de problemas físicos correlacionados com a dinâmica estrutural, a modelagem 
matemática de tais fenômenos torna-se uma tarefa complexa e requer uma base de 
conhecimentos primais como cálculo, física, mecânica e etc (Rao,2009). 

Desta forma, devem-se propor alternativas para apresentar e fornecer os 
discentes uma base sólida dos conceitos fundamentais de dinâmica. Seguindo esta 
ideia, em geral os sistemas vibratórios usualmente são modelagem pelos princípios 
de movimentos de corpos, onde se pode ou não ter ações externas. É comum nas 
disciplinas de dinâmica, uma maior aceitação nos casos onde a ações externas são 
periódicas, pois a solução é devida uma superposição de efeitos, o que é uma tarefa 
relativamente simples. Contudo, ações não periódicas que atuam em certo intervalo 
de aplicação, tais problemas necessitam de técnicas particulares, o que começa a 
dificultara a compreensão por partes dos alunos. Direcionado por tal motivação, invés 
de aplicar técnicas como Método da transformada de Fourier ou Método passo-a-
passo iterativas, utiliza-se o Método da integral de Duhamel devido à facilidade de 
aplicação, corroborando com o foco introdutório do trabalho (FERREIRA,2002).

2 | 	SISTEMA DINÂMICO DE UM GRAU DE LIBERDADE

Considere um sistema estrutural de um grau de liberdade sem amortecimento 
sujeita a uma ação externa qualquer , conforme é ilustrado na Figura 1.

Figura 1. Representação do sistema estrutural simplificado
Fonte: Acervo Pessoal
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A equação do movimento do problema físico em questão é oriunda da segunda 
lei de Newton, correlacionado com um balanço de forças associadas as forças 
inercias, externas e as forças proveniente da rigidez estrutural (CRAIG, 1981). Em 
específico, considerando a carga externa não periódica com caractere impulsiva 
delimitada pelo intervalo de aplicação da carga (0< ). Então, pode-se escrever 
então a Equação (1).

	 (1)

Para o caso de vibração livre, onde não atua carga externa, o modelo matemático 
é válido somente no intervalo . A solução para este caso específico é conhecida 
na literatura (BLEDZIK et al., 1995) e é dado pela Equação (2).  

	 (2)

Onde  é conhecida como a frequência natural ou circular, t é o tempo 
e as condições iniciais são . Em sequência, o caso de vibração forçada, existe 
uma carga impulsiva no intervalo . Integrando o modelo diferencial é 
possível escrever a expressão seguinte.

	 (3)

Em que, I é o impulso e  é o deslocamento médio. Por definição, tais 
variáveis são dadas conforme a Equação (4).

	 (4)

Pela Equação (3) é possível extrair um resultado importante, fazendo o tempo de 
duração da carga tender a zero, pode-se escrever as seguintes condições, conforme 
expresso na Equação (5).

	 (5)

Aplicando as condições expressas na Equação (5) na solução do modelo 
estrutural de vibração livre, expressa pela Equação (2), tem-se que:

	 (6)

De forma análoga é possível demostrar que a solução para o modelo estrutural 
com amortecimento é dado conforme a Equação (7).

	 (7)

Onde  é a taxa de amortecimento e  é conhecido como 
frequência natural de amortecimento. Observe que a parcela exponencial faz a 
solução tender para zero. 
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Com a diretriz de buscar uma generalização de tais conceitos apresentados até 
o momento, considere uma carga externa qualquer, conforme ilustra a Figura 2.
 

Figura 2. Ação dinâmica qualquer
Fonte: Acervo Pessoal.

Por analogia a Equação (6), é possível escrever com uma natureza infinitesimal 
que a resposta do deslocamento é dado pela Equação (8).

	 (8)

Onde o impulso diferencial é . Integrando a Equação (8) chega-se 
em uma expressão geral para o deslocamento em reposta a uma carga qualquer.

	 (9)

Essa integral é usualmente conhecida como Integral de Duhamel e é usada para 
calcular a resposta de um sistema massa-mola submetida a uma carga arbitrária. De 
forma similar, levando em conta o amortecimento no sistema, pode-se escrever a 
solução conforme a Equação (10).

	 (10)

É possível reescrever a solução via Integral de Duhamel de uma forma compacta. 
Para tanto, usa-se a seguinte propriedade trigonométrica básica da função seno e 
chega-se na Equação (11).

	 (11)

Onde as constantes  são dadas pela Equação (12) e (13).

	 (12) 

	 (13)  
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Note que quando a taxa de amortecimento for zero, as constantes recaem 
na solução do sistema dinâmico sem amortecimento. Em acréscimo, é importante 
ressaltar que para pequenos valores de taxa de amortecimento, pode-se considerar 
que  (LAEYSSEN et al., 2004). A solução do problema é direcionada pela 
determinação das constantes , contudo, para avaliar analiticamente é necessário 
que a carga externa seja simples. Desta maneira, para tornar a solução geral, pode-
se usar alguma técnica de integração numérica para a solução das integrais. Neste 
trabalho, usa-se a regra de Simpson o que permite escrever as constantes como 
sendo:

	 (14)  

Onde ɑ assume o papel das constantes  e considera-se que ɑ0 = 
0 e a contagem N = 2, 4, 6,... sendo que . Ressalta-se ainda, que 
as constantes M1 e M2 são validas tanto para o caso sem ou com amortecimento, 
expressas sendo  e .

3 | 	SISTEMAS DINÂMICOS DE MÚLTIPLOS GRAUS DE LIBERDADES

Para as análises dos sistemas de múltiplos graus de liberdade (MGL) baseia-se 
nos princípios já apresentados anteriormente para sistema de um grau de liberdade, 
contudo com uma abordagem matricial. Neste contexto, inicia-se com o caso de um 
sistema sem amortecimento e nenhuma ação externa. A equação do movimento é 
expressa pela Equação (15).

	 (15)  

Em que m e k são conhecidas como as matrizes de massa e rigidez 
respectivamente.

A solução da Equação (15) requer a solução de um problema de autovalor.

	 (16)  

Os autovalores são determinando impondo que o determinante seja nulo, desta 
maneira, as frequências naturais do sistema estrutural são determinadas. Acrescenta-
se ainda que a primeira frequência do sistema é usualmente chamada de frequência 
fundamental.

Consecutivamente, os autovetores são encontrados substituindo cada autovalor 
na Equação (16). Perceba que existe para cada autovalor, infinitos autovetores que 
satisfazem o problema de vibração livre. Desta maneira, por conveniência busca-
se realizar uma normalização de tais vetores em relação a massa generalizada  Mi 

(CRAIG, 1981). Tais propriedades generalizadas do sistema dinâmico respeitam as 
propriedades de ortogonalidade, o que permite escrever as condições expressas na 
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Equação (17).

	 (17)  

Note que as propriedades generalizadas são grandezas escalares. A 
normalização em relação massa generalizada 

	 (18)  

Devido tal normalização, é possível escrever que:

	 (19)  

Considere o sistema dinâmico de múltiplos de graus de liberdade sem 
amortecimento com força externa em função do tempo.

	 (20)  

Para a solução da Equação (20), deve-se primeiramente, ter a solução previa 
das frequências naturais e os autovalores normalizados. A partir disso, é possível 
demostrar que os autovalores são linearmente independentes e podem constituir uma 
“base” (BLEDZIK et al., 1995). Em outra palavras, pode-se escrever um deslocamento 
qualquer como sendo uma combinação linear de tais vetores, como expresso pela 
Equação (21).

	 (21)

Derivando a Equação (21) e substituindo na equação do movimento, tem-se:

	 (22)

Usando os resultados encontrados na Equação (19) e aplicando na Equação 
(22), pode-se escrever o seguinte sistema linear.

	 (23)

Onde  é denotado como vetor de carga generalizado. Tal 
procedimento realizado é conhecido como Método da superposição modal, onde 
parte-se de um modelo matricial acoplado e chega-se em um sistema desacoplado 
de N grau de liberdade (WILLIAM; MARIE,1998). Para o sistema de múltiplos de 
graus de liberdade com amortecimento e sujeita a uma força externa, tem-se que a 
equação de movimento é:

	 (24)

Onde  é a matriz de amortecimento do sistema e pode ser determinada pelo 
modelo combinado entre a matriz de rigidez e massa, conforme apresenta na Equação 
(25).

	 (25)
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Tal matriz de amortecimento respeita a propriedade de ortogonalidade 
. As constantes a0 e a1 são determinadas pela Equação (26). 

	 (26)

Desta forma, o modelo estrutural de MGL com amortecimento e ação externa, 
necessita pelo método de superposição modal a solução N equação de um grau de 
liberdade, conforme a expressão seguinte.

	 (27)

Para cada equação do sistema desacoplado na Equação (27), usa-se a Integral 
de Duhamel, conforme Equação (10) e combinada com a Equação (21). Lembrando 
que . Para facilitar o entendimento global de um problema de MGL 
usando superposição modal, concatena-se as principais ideias em um fluxograma, 
como é possível visualizar na Figura 3.

Figura 3.  Pseudocódigo para sistemas dinâmicos de MGL
Fonte: Acervo Pessoal.

A Figura 3 ilustra um fluxograma para auxiliar na solução de problema de MGL 
utilizando o método de superposição modal acoplado com a Integral de Duhamel. Inicia-
se resolvendo o problema de vibração livre, que fornece os autovalores e autovetores. 
Após esta etapa, determinam-se as propriedades de amortecimento levando em conta 
a matriz de amortecimento de Rayleigh que realiza uma combinação com as outras 
matrizes do sistema. Então é possível encontrar o vetor de carga generalizado e 
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assim calcular o histórico de deslocamento para cada grau de liberdade. Lembrando 
que, para cada equação do sistema desacoplado aplicam-se os conceitos vistos 
sobre Integral de Duhamel para a solução.

4 | 	RESULTADOS E DISCUSSÕES

O primeiro caso analisado é um problema de vibração forçada com 
amortecimento sujeita a uma carga periódica, sendo a função dado como 

, a taxa de amortecimento é  e a estrutural é 
constituída por . A resposta pode ser 
visualizada na Figura 4. 

Figura 4. Histórico de deslocamento 
Fonte: Acervo Pessoal.

Observe na Figura 4 que a ação periódica atua durante todo o intervalo de tempo 
da oscilação. Pode-se notar ainda que não existem diferenças em uma grande escala 
quando se trata de vibração com ou sem amortecimento para taxas de amortecimento 
pequenas, ou seja, em algumas aplicações por facilidade pode desprezar o efeito do 
amortecimento para ter uma estimativa previa do comportamento estrutural. Ressalta-
se que este procedimento é uma simplificação para uma análise inicial. 

O segundo caso consiste em uma viga engasta livre sujeita a uma ação não 
periódica com caractere impulsivo de rampa-constante em sua extremidade livre, 
conforme Figura 5, com uma taxa de amortecimento de 2% e propriedades sendo 

. Considere dois intervalos de atuação da 
carga, sendo-os  e . 
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Figura 5. Esquema da viga e carga externa aplicada
Fonte: Acervo Pessoal.

A Figura 6 ilustra a reposta do deslocamento para 0,04s correlaciona com a carga 
atuante na estrutura. Note que no intervalo onde a carga externa é constante a solução 
é próxima ao valor do deslocamento pseudoestático .

Figura 6. Reposta dinâmica para td = 0.4 t=0.001
Fonte: Acervo Pessoal.

Diferentemente do carregamento do primeiro caso, esta ação não atua em todo 
intervalo de oscilação, ou seja, quando não existir carga atuando a solução começa 
a tender para zero devido ao amortecimento, como pode ser visto na Figura 6. 
Considerando 0,004s de intervalo de aplicação da carga no regime linear, o histórico 
de resposta é ilustrado na Figura 7.
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Figura 7. Reposta dinâmica para td = 0.04 t=0.001
Fonte: Acervo Pessoal.

Considerando este intervalo de aplicação da força em rampa, com esta 
configuração tem-se uma maior inclinação na carga, o que acarreta em uma 
característica de força de impacto que consiste em uma oscilação em torno da 
resposta estática até cessar a atuação da força. Após, a oscilação fica em torno do 
valor neutro até tender a nulidade devido ao amortecimento. Este comportamento é 
visto na Figura 7.

Figura 8. Esquema e carga da dinâmica da estrutura de MGL
Fonte: Acervo Pessoal.

O terceiro caso é composto com uma estrutura de três pavimentos do tipo “Shear 
Building”, onde é permitido o deslocamento horizontal dos pavimentos, conforme 
ilustra a Figura 8. Neste caso, tem-se um problema com três graus de liberdade, sob 
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um sistema com amortecimento e sujeito a uma ação não periódica de característica 
rampa-declive atuante no 1º pavimento.

Figura 9. Respostas obtidas para os três pavimentos
Fonte: Acervo Pessoal.

As respostas para cada pavimento podem ser visualizadas na Figura 9, tendo 
que o primeiro pavimento, onde atua a carga não periódica, ocorrem os maiores 
valores de deslocamento, em contrapartida, os pavimentos próximos a fundação 
possuem maior rigidez, acarretando em uma menor ordem de grandeza em relação 
ao deslocamento, como é possível visualizar no histórico de deslocamento. 

5 | 	CONSIDERAÇÕES FINAIS

O vigente trabalho teve como cerne a estudo da formulação de sistema dinâmica 
de um e múltiplos graus liberdade sujeitos a ação de cargas externas qualquer em 
função do tempo e a solução de tais problemas aplicando o Método da Integral de 
Duhamel. Os resultados apresentaram um comportamento físico acertado, verificando 
a eficiente da técnica para da solução dos problemas com estas características.·.

Por fim, sabe-se que estudo da dinâmica estrutural é uma área que contemplam 
diversos níveis de complexidades e demanda um grande volume de pesquisa ao 
longo dos tempos. Desta forma, o artigo tem como caráter fundamental motivar e 
apresentar de forma clara os conceitos e aplicações práticas para os discentes, a fim 
de garantir uma melhor compressão da formulação matemática e conceitual sobre as 
particularidades dos problemas de vibratórios estruturais.
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