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APRESENTACAO

A obra “As Ciéncias Exatas e da Terra no Século XXI,” que encontra-se em seu
segundo volume, foi idealizada para compilar trabalhos que demonstrassem os novos
desdobramentos da pesquisa cientifica no século XXI. Em seus 24 capitulos, procura-se
apresentaraoleitordiscussdesalinhadasaeixostematicos,comoagricultura,engenharia,
educacao, estatistica e tecnologias, havendo também espaco para perspectivas
multidisciplinaresapartirdetrabalhosque permeiamdiferentessegmentosdagrandeérea.
Na primeira parte da obra, que trata sobre agricultura, sdo apresentados estudos
relacionados a fertilidade do solo, precipitacéo pluviométrica, necessidade hidrica de
plantas, estudos fitoquimicos, recuperacgao, reuso e restauracao de areas degradadas,
dentre outros. Na segunda parte, sdo abordados estudos sobre gerenciamento de
residuos da construcdo civil, uso do sensoriamento remoto, e comparacédo entre
diferentes métodos de nivelamento.

Naterceira parte, estdo agrupados trabalhos que envolvem vertentes econémicas,
experiéncias educacionais, e uso da realidade virtual no processo de aprendizagem.

Na quarta e Ultima parte, sdo contemplados estudos acerca de questdes
tecnoldgicas, envolvendo linguagem estatistica, e aplicacdo de moedas digitais.

Com grande relevancia, os trabalhos aqui apresentados estardo disponiveis ao
grande publico e colaborardo para a difusédo de conhecimentos no ambito técnico e
académico.

Os organizadores e a Atena Editora agradecem pelo empenho dos autores que
ndo mediram esforcos ao compartilhar, em sua melhor forma, os resultados de seus
estudos por meio da presente obra. Desejamos que as informacdes difundidas por
meio desta obra possam informar e provocar reflexdes significativas, contribuindo para
o fortalecimento desta grande area e de suas vertentes.

Julio César Ribeiro
Carlos Antonio dos Santos
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CAPITULO 22

O TEOREMA DA COMPLETUDE

Angela Leite Moreno
Departamento de Matematica, Instituto de
Ciéncias Exatas

Universidade Federal de Alfenas — Alfenas — MG.
Michele Martins Lopes
Departamento de Matemética Aplicada, IMECC

Universidade Estadual de Campinas — Campinas
— SP.

RESUMO: Neste trabalho
detalhadamente o Teorema da Completude,
que diz que, dado um espag¢o métrico qualquer,
podemos encontrar um outro espaco métrico

apresentamos

de tal modo que o primeiro esteja densamente
imerso no segundo, sendo que a métrica
utilizada no segundo é similar quando levamos
em conta apenas os elementos do primeiro
espaco. A importancia desse resultado reside
no fato de que, a hipétese de um espaco ser
completo é essencial para alguns resultados,
como do Teorema do Ponto Fixo, do Principio
da Contracéo de Banach, do Teorema de Baire,
do Teorema de Banach-Steinhauss, do Teorema
de Banach-Steinhauss #2, entre tantos outros
resultados cuja hipotese de completude do
espaco métrico é essencial.
PALAVRAS-CHAVE:
Espacos Métricos, Espacos Métricos Completos,
Sequéncias de Cauchy.

Analise Funcional,

As Ciéncias Exatas e da Terra no Século XXI 2

ABSTRACT: In this work we present in detail the
Completeness Theorem, which says that given
any metric space we can find another metric
space such that the former is densely immersed
in the second, and the metric used in the second
is similar when we take into account only the
elements of the first space. The importance of this
result lies in the fact that the hypothesis of being
complete is essential in some results such as
the Fixed Point Theorem, Banach’s Contraction
Principle, Baire’s Theorem, Banach-Steinhauss
Theorem, Banach’s Theorem-Steinhauss# 2,
among many other results whose hypothesis of
completeness of metric space is essential.
KEYWORDS: Functional Analysis, Metric
Spaces, Complete Metric Spaces, Cauchy
Sequences.

11 INTRODUCAO

A Andlise Funcional € um ramo da
Matematica Abstrata que se originou da Andlise
Classica, sendo que os métodos e resultados
analiticos funcionais sao importantes em varios
campos da Matematica e suas aplicagbes. Seu
desenvolvimento se deu através de problemas
de Algebra Linear, Equacbes Diferenciais
Ordinarias, Calculo de Variacbes, Teoria da
Aproximacao e, em especial, das Equacdes

Integrais Lineares.
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Ao observar problemas de diferentes campos de aplicacdo, matematicos
perceberam que estes desfrutam de caracteristicas e propriedades que estao
relacionadas entre si. Deste modo, no lugar de se trabalhar com cada problema
individualmente, pode-se utilizar uma abordagem mais abstrata, na qual detalhes néao
essenciais sdo omitidos. Assim, uma grande vantagem da abordagem abstrata esta
no fato de se concentrar apenas nos fatos essenciais, cuja atencédo do pesquisador
nao é perturbada por fatos irrelevantes. Deste modo, 0 método se torna mais simples
e econOmico para tratar sistemas matematicos, além de uma maior aplicabilidade a
diversos problemas.

A abordagem abstrata normalmente se inicia com um conjunto de axiomas, de
forma que ndo é necessario se preocupar com a natureza dos elementos que estao
sendo trabalhados. A teoria consiste em sequéncias l6gicas que decorrem destes
axiomas, entdo sao elencados teoremas, proposicoes e lemas que servem de base
para diversas aplicagdes, pois ndo foi preciso se preocupar com as limitacées destas
aplicagdes no momento de elenca-los.

Como o estudo de espacos métricos € essencial na Anélise Funcional, pois estes
desempenham um papel similar ao representando pela reta real no Calculo, além
de fornecer uma base para o estudo da area. Assim, esses espacos generalizam a
reta e foram elaborados para possibilitar o tratamento, de modo unificado, problemas
importantes de varios ramos da Analise.

Um espaco métrico € um conjunto sobre o qual definimos uma funcéo que
mede a “distancia” entre seus elementos. Essa distancia, aqui denominada métrica, é
definida por axiomas que sao sugeridos devido a certas propriedades basicas sobre
distancias entre pontos da reta. Deste modo, iniciamos definindo espacos métricos
e apresentando alguns resultados e exemplos mais utilizados, para mostrarmos que
podemos mudar o modo como calculamos as distancias dentro de um espacgo e, com
isso, alterar algumas propriedades dele, conforme seja conveniente.

O foco deste trabalho é discutir a completude de um espaco métrico: uma
propriedade que o espaco pode ou nédo ter, mas que é essencial ao desenvolvimento
da Andlise Funcional. Assim, o objetivo deste trabalho é apresentar o Teorema da
Completude, que diz que qualquer espagco métrico pode ser densamente imerso em
um outro que seja completo.

2| ESPACOS METRICOS

Do mesmo modo como calculamos distancias dentro do conjunto dos numeros
reais, este conceito pode ser estendido para qualquer espaco desde que esteja
associado a uma funcéo cujo contradominio é o conjunto dos numeros reais positivos
que satisfaca algumas caracteristicas. Mas, quais caracteristicas uma fungéo deve
satisfazer para ser considerada uma distancia? Assim temos nossa primeira defini¢cdo:

Definicdo 1 (Distancia ou Métrica): Suponhamos que seja um conjunto n&ao vazio.
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Diremos que uma fungéo p: X X X — [0, +°) & uma distancia ou métrica sobre se as
seguintes propriedades forem satisfeitas:

i) Para todo a € X temos que p(a,a) = 0.

(

(ii) Para quaisquer a, b € X se que p(a,b) =0, entdo a=b
(ii) Simetria: Para quaisquer a, b € X se que p(a,b) = p(b, a).
(

iii) Desigualdade Triangular: Para quaisquer a, b € X temos que
p(a,b) < p(a,c) + p(c,b).

Diremos que um par ordenado (X,p) é um espaco métrico se X for um conjunto e
p:X X X = [0,+) for uma métrica sobre X.

Notemos que, a partir da Desigualdade Triangular, obtemos a Desigualdade
Triangular Generalizada:

plxy, xn) < p(xy, x5) + plag, x3) + 4 ply—q, %)

Um subespaco (Y.p) de (X,p) € obtido ao tomarmos um subconjunto Y c X e a
restricdo de paY x Y, Assim a métrica em Y € a restricdo P = Plyxy.

Assim, temos que “p € a métrica induzida em Y por p.

Exemplo 1 A reta real. Aqui, consideramos o conjunto dos numeros reais IR
munido da métrica usual:

plx,y) = lx =yl

Observe no exemplo a seguir que um mesmo espaco pode ter diferentes métricas
e, com isso, temos diferentes espacos métricos:

Exemplo 2. O Plano Euclidiano IR*. Ao considerarmos no Plano Euclidiano os
pontos x = (x;,x2) € ¥ = (¥1,¥2), temos que a métrica euclidiana é dada por

plx,y) = V!{-xl —y1)2 + (x3 — y32)°
Também podemos considerar a métrica do moédulo:

p1(0,y) = |x; =yl + |2 — ¥l

Ou, ainda, a métrica do maximo:

p2(x,y) = max{|x; — y1|,|x2 — ¥z}

As Ciéncias Exatas e da Terra no Século XXI| 2 Capitulo 22




Mas também podemos usar a métrica discreta:

(1, (x,x2) = (v, y2),
Po1 (x,j") - {0' (xl,xz) * (}'1- YZ)

Entretanto, os espagcos podem ser bem mais gerais:
Exemplo 3 Espacgo das sequéncias reais. Seja S o conjunto das sequéncias de
numeros reais e definamos sobre S a seguinte funcéo

- 1 Ix'n_y'nl
(xn), () =Z—
P(Cnd On) = 2,57 T 1wy = i

€ um espaco métrico.
Exemplo 4 Espaco das sequéncias limitadas ' Seja f o conjunto das sequéncias
limitadas de nUmeros reais, assim

£ ={(x,): sup{|x,|:n € IN} < =},

Em £ definimos a seguinte distancia

P ((xj), (3’;)) = sup{|; —y;|:/ = 1.2, ..}.

(¢,p) € um espago métrico.
Exemplo 5 Espaco # Suponhamos que p>1 Definimos o espaco # o sendo o
conjunto

P = {(xn):Z|xn| < w].
n=1

Em # definimos a seguinte distancia

= 1/p
(G, On) = (ZMRP) .

(#.,p) € um espaco métrico.

No caso em que p=2 temos um espaco que foi introduzido e estudado por D.
Hilbertem 1912. Este espaco estéa relacionado com equacgdes integrais € € denominado
Espaco de Hilbert.
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Exemplo 6 Espacos das Fungbes Cla,b] O conjunto de todas as funcgbes
reais continuas do intervalo fechado [a,b], denotado por C[a,b], dado por
Cla,b] = {f:Cla,b] = IR: f é continua}, com a métrica

p(f, 9) = max{|f (x) — g(x)|:x € [a, b]}
€ um espaco métrico.

31 CONJUNTOS ABERTOS E CONJUNTOS FECHADOS

Para seguirmos as discussoes precisamos dos conceitos de conjuntos abertos e
conjuntos fechados. Para isso, veremos algumas definicbes auxiliares.

Definicao 3 (Bola Aberta em um Espaco Métrico) Suponhamos que (X,p) seja um
espagco metrico, que a € X e que r>0 seja um numero real. Diremos que o conjunto
B(a,r) ={a € X:p(a,x) <r} é uma bola aberta com centro em a e raio r.

Definicdo 4 (Bola Fechada em um Espago Meétrico) Suponhamos que
(X,p) seja um espaco métrico, que a € X e que r>0. Diremos que o conjunto
Bla,r] = {a € X: p(a,x) <1} é uma bola fechada com centro em a e raio r.

Definicdo 5 (Conjunto Aberto em um Espaco Métrico) Suponhamos que (X,p)
métrico e A um subconjunto de X. Diremos que A € aberto se, dado x €A existir ,
r >0, r =r(x), tal que B(xo, 1) € A,

Observagado 1 Suponhamos que seja um espago métrico. Nao é dificil provarmos
alguns resultados, por iSso nao os mostraremos aqui:

1. A uniao de dois conjuntos abertos em X € um conjunto aberto em X.
2. Aintersecéao de dois conjuntos abertos em X € um conjunto aberto em X
3. A uniéao qualquer de conjuntos abertos em X € um conjunto aberto em X.

4. Aintersecéo finita de conjuntos abertos em X € um conjunto aberto em X

Definicdo 6 (Conjunto Fechado em um Espaco Métrico) Suponhamos que (X,p)
métrico e F um subconjunto de X. Diremos que F é fechado se F° for aberto em (X,p).

Observagao 2 Suponhamos que (X,p) seja um espaco métrico. Do mesmo modo
temos que:

1. A uniédo de dois conjuntos fechados em X &€ um conjunto fechado em X.
2. Aiintersecao de dois conjuntos fechados em X € um conjunto fechado em X.
3. A unido finita conjuntos fechados em X é um conjunto fechado em X.

4. A intersecao qualquer de conjuntos fechados em X é um conjunto fechado
em X.

As Ciéncias Exatas e da Terra no Século XXI| 2 Capitulo 22




Definicdo 7 (Interior de um Conjunto) Sejam (X,p) um espago métrico e A um
subconjunto de X. O interior do conjunto A, denotado por int A, € o conjunto dos pontos
Xo € X com a seguinte caracteristica: existe r > 0, r =r(x,), tal que B(x,,7) € A, Em
outras palavras, € o maior aberto contido em A, ou seja, é a unido de todos os abertos
de (X,p) contidos em A.

Definicdo 8 (Fecho de um Conjunto) Sejam (X,p) um espago métrico e A um
subconjunto de X. O fecho do conjunto A, denotado por 4, é o conjunto de todos os
pontos %o €X coma seguinte propriedade: para qualquer t > 0, B(xo, 1) NA = @,

41 CONVERGENCIA EM ESPACOS METRICOS

As sequéncias desempenham um papel importante dentro da Analise
Matematica, sendo que é a métrica dentro do conjunto dos numeros reais que nos
permite definir o conceito de convergéncia. Vejamos como isso acontece:

Definicao 11 (Sequéncia Convergente) Suponhamos que (X,p) seja um espaco
métrico e que (x ) seja uma sequéncia em (X,p). Diremos que (x ) converge para
x € X se p(x,x) = 0 quando n = *. Quando (x ) ndo for convergente diremos que
(x.) diverge.

Definicdo 12 (Conjunto Limitado e Sequéncia Limitada) Suponhamos que (X,p)
seja um espago métrico. Diremos que um subconjunto M € X é limitado se seu
diametro, dado por (M) = sup{p(x,y): x,y € M} for finito. Ao considerarmos uma sequéncia
(x ) em (X,p) diremos que (x ) € limitada se o conjunto de pontos correspondentes for
um subconjunto limitado de X.

Segue diretamente da definicdo que, quando uma sequéncia for limitada existirédo
um real positivo r e um xo € X, tais que {x1, X, ..., Xy, ..} € B(x,,7).

Lema 1 Suponhamos que (X,p) seja um espaco métrico.

a) Toda sequéncia convergente € limitada e seu limite € Unico.

b)Se x, 2 x€ ¥y, 2> ¥emX,entdo p(xn yn) = plx,¥).

Para definirmos completude, precisamos de uma propriedade adicional que um
espaco métrico pode ou nao ter, que tornara os espacos métricos completos muito
mais interessantes e simples do que os espag¢os métricos nao completos.

Definicao 11 (Sequéncia de Cauchy) Suponhamos que (X,p) seja um espaco
métrico e que {x } seja uma sequéncia em (X,p). Diremos que {x } € uma sequéncia
de Cauchy, ou simplesmente de Cauchy, se, dado € > 0 existir um 19 > 0 tal que
p(Xn, Xm) < € para quaisquer M, n > Ny,

Os espacos que tém a propriedade de todas as sequéncias de Cauchy serem
convergentes sao importantes na organizacdo do espaco e é denominada de
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completude. Deste modo temos a seguinte definigdo:

Definicdo 12 (Espago Métrico Completo) Suponhamos que (X,p) seja um espaco
métrico. Diremos que (X,p) € um espaco métrico completo, ou simplesmente completo,
guando toda sequéncia de Cauchy de (X,p) for convergente.

Os espacos métricos IR e C sdo espacos métricos completos. Ja o espaco
métrico Q ndo € um espago métrico completo, pois podemos construir sequéncias de
nameros racionais que convergem para um numero irracional.

Note que, dentro de um espaco métrico completo podemos tomar subespacos
completos e subespacos incompletos. Por exemplo, o subespaco [0,1] é completo
enquanto que o subespaco (0,1] é incompleto — tome a sequéncia (i) em (0,1] e
observe que i - 0 € (0,1].

Exemplo 7 (Cla.bl.p) é completo.

Com efeito, seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em C[a,b], entdo dado £ >0,
existira 1y € IN | tal que

p(fr fm) <&

para quaisquer m,n > Ny, isto €,

max |fu(t) = fm (O] < £

te[a,b

para quaisquer m,n > ng. Em particular temos que

/(8 = fn (O] < €

para todo t € [a,b] e para quaisquer m,n > ny. Assim temos que a sequéncia (/)
€ de Cauchy em IR, para cada t € [a,b] fixo. Como IR é completo, para cada t € [a, b]
temos que

f() = f(1).

Considerando a funcdo assim definida precisamos mostrar que f» = f e que
f € Cla, bl.

Afirmacao 1 f € Cla, b].
De fato, dado ty € [a, b], temos que

|f () = f(td] = |f(t) = fu(®| + 1) = fu(E)| + | [ (o) — f (&)1,
Como fn(t) = f(t),segue que existem M1, M2 > O tajs que
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(O = FOI <3

paratodo n > ny, e

fulto) = ()] <5

para todo M = Ny. Além disso, pela continuidade de f temos que existe § > 0 tal
que se |t — ty] < 4, entdo

falte) = F(EDI <,

paratodo™ > N3, Logo, tomando o = max{n,, nz} daprimeiradesigualdade
segue que, se |t — ty]| < &, entdo

F@® - ftl <5 +5+5=2¢

para todo n > ng, com t, to € [a, b]. Portanto f & continua.
Afirmacéo 2: fu = f.
Com efeito, dado € > 0, queremos encontrar n, € IN tal que

p(fn f) = tg}ggllfn{t) —f()] <e
para todo n > Ny, Para isto basta considerarmos que
|fn(t) = f(D)] <&
para quaisquer n > nget € [a,b]. Como (f;,) é de Cauchy, existe n, € IN tal que

£
pUfusfin) = Max 1Fo(6) = fn(®)] <3

para quaisquer M, > ng. Em particular

(0 = O] <3

para quaisquer m,n >n, e t € [a,b]. Agora, tomando t fixo e fazendo m = @ temos
que
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O - fOl <5<

para quaisquer n > ng e t € [a,b]. Logo

p{fn- f) = tgil:?.}isllfn{t) - f(tjl < &,

para todo n > ny e € > 0 dado. Portanto C[a,b] &€ completo. [

Porém se alterarmos a métrica pode haver alteracées no espaco. Para isto basta

tomarmos o mesmo espaco acima com uma outra métrica.
Exemplo 8 (c[-1,1],p,) ndo é completo, em que p.(f.9) = f_lllf(t) —g(®)]dt.
Com efeito, consideremos em (C[-1,1], p;) @ sequéncia de fungdes

0, —-1<t<0,

1

fu(t) =4 nt, U«:te:;.
1, t=1,

cujo grafico é dado na Figura 1:

L 1| S ———

B - — e -
Pt | e =

=
=l
s

Figura 1- Sequéncia de fungdes

Primeiramente provaremos que a sequéncia (f.) é de Cauchy, ou seja, que dado

£ > 0 existe n, €IN tal que

pl(fn- ,fm} < &,

para todo n > n,, ou seja, que, para todo n > n,,
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1
f D) — fn(Dldt < £,
-1

De fato, para verificarmos que a sequéncia fn» € de Cauchy, tomemos ¢ >0 e
consideremos m < 1, pois, com isso, teremos que

dai
1 0
f o) = ()] dt < f 1fo6) = fn (O] dt +
+ 160 - m@lae+ [0 - mOlde+ [ 160~ moOla
0 n m

1 1
i} = — 1
=f |0 —0]dt + J'nlnt—mtldt+J;mll—mtldt+J1|1—1|dt
=1 0 = —
n m

2

1

t2|n me2]*
— f——
20+l 2]1

1 1
g(n—ngf%dr+ﬁfu-qmuu=(n—m)
0 n

m

Fazendo m,n — o temos que
1
j fa () — fin (D] dt — 0.
=1
Assim,
1
f () — fin(©] dt < &,
-1

para m e n suficientemente grandes. Logo existe ny > 0 tal que

f ful®) — fin(®)] dt <&,

para quaisquer m,n > no, Portanto fa(t) é de Cauchy.
Essa sequéncia € de Cauchy, porém ela é converge para uma fungcéao

0, —1<t<0,
’f(t)_{l. 0<t<l.
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que, como podemos perceber na Figura 2, ndo é continua.

Figura 2 - Gréfico da fungéo f.

Portanto o espaco (€[-1,1],p,) ndo é completo com esta métrica. [

A propriedade de completeza é importante para demonstrarmos diversos
resultados. Assim, a pergunta que se coloca é: Sera que, dado um espag¢o métrico
(X,p) é possivel completa-lo? Ou ainda: sera que é possivel encontrarmos um espaco
métrico completo que possua uma métrica que preserve as distancias de p na qual o
espaco X esteja imerso? Para respondermos a essas perguntas precisamos de alguns
conceitos adicionais:

Definicdo 13 (Isometria) Sejam (X,p) e (¥, o) espagcos métricos. Diremos que a
aplicacao T: (X, p) = (Y,0) € uma isometria se

a(T(x1), T(xz)) = p(xy, x2),

para quaisquer x,, x, € X. Neste caso diremos que (X,p) e (Y,a) sdo isométricos.

Agora temos condi¢des de provar que todo espaco métrico estd densamente
imerso em um espago métrico completo. Como sua demonstracao é bem complexa,
iremos dividir a prova em oito partes.

Teorema 1: Seja (X,p) um espago métrico. Entao existe um espagco métrico
completo (X;p) e W c X tais que (W,p) é isométrico a (X,p) e W é denso em (X7). Além
disso, se (X, ) for outro espaco métrico completo com subconjunto W’ tal que (W', p)
for isométrico a (X,p) e W’ for denso em (X, p) entdo (X, p) e (X,p) seréo isométricos.

Demonstracdo: Suponhamos que (X,p) seja um espaco métrico.

Iremos construir um espaco métrico completo (X, ») a partir de (X,p) de modo que
(X,p) esteja densamente imerso em (X,p)

Como ja vimos, IR munido com a métrica usual € um espago métrico completo.

Seja S o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy em X e consideremos a
seguinte relacdo sobre S:
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(xn)~n) & p(xn, yn) —2 0.

Afirmacao 1: ~ é uma relagdo de equivaléncia sobre S
Com efeito,

- Reflexiva: Para qualquer sequéncia (x,,) em X temos que

p(Xn, xn) =0,

dai pCxn. xx) —— 0 e, dai, (*xn)~(xn). Portanto ~ & reflexiva.

- Simétrica: Para quaisquer sequéncias (x,) e (3,) em X tais que (x;,)~0m),
temos que

p(xn- yn) n_—r-; 0.

mas P(Xn, ¥n) = p(yn-xn}, dai,

p(yn: xn)'n——t-; 0-

e, assim, (3,)~(x,). Portanto ~ & simétrica.

- Transitiva: Para quaisquer sequéncias (x,), (v,) e (z,) em X tais que
()~ () © () ~(2,), temos que

pXn,yn) —> 0 e P Wn Zn),—> 0
assim, dado ¢ > 0 existem indices n, e n, tais que
3
p(xﬂlyﬂ) <3
2
paratodon = ny, e

£
p(yn: Zn) < E

paratodo 1 = 1z, Assim, tomando 1y = max{n,, n,} e utilizando a Desigualdade
Triangular segue, para todo n = n,, que

As Ciéncias Exatas e da Terra no Século XXI| 2 Capitulo 22




£

£
p(xnrzn) = p(xn- }’n) + p(yn-zn) < E + )

= g,

Assim p(xy, z,) — 0 e, dai (¥n)~(2,). Portanto ~ & transitiva.

Como éreflexiva, simétrica e transitiva segue que ~ é umarelacao de equivaléncia.

Como toda relacdo de equivaléncia determina uma particdo, consideremos X o
conjunto de todas as classes de equivaléncia de S.

Notemos que, para cada x € X temos que a sequéncia (X,X,X,...) € uma sequéncia
de Cauchy em X e, portanto existe uma classe de equivaléncia em X tal que x pertence
a esta classe. Assim, a partir de agora, designaremos a classe a qual x pertence por
a(x).

Observemos também que, se tivermos (x,), (3,) € X entdo p(x,,y,) sera uma
sequéncia de Cauchy de numeros reais, pois

|p(xn:yn) - p(xm:Ym)l = |p(xn- yn) - p(xn- ym) + .O(xn- }'m) - p(xm-ym)l
< |p(xn- yn) - p(xn-ym)l + |p(xnrym) - p(xerm)l
= |p O Ym)| + 10 (n) Xm), |

e, como (x,), () € X, segue que

p{xn:xm}mﬂ e p(yn-ym) ;:;ﬂ

e, assim (p(xn ¥»)) & de Cauchy e, como IR é completo segue que (p(xn, ¥,)) €
convergente.
Defina sobre X a aplicacdo "p: ¥ x £ — X dada por

P, ) = lim P (X, Vi)

em que (x,) Ea e (y,) EPB.
Afirmacao 2: p esta bem definida, ou seja, p(a, ) independe da escolha de
(xp) Ea e () EB.

De fato, sejam (x,), (xn) € @ e (y,), () € B, entdo

(xn}"'(x;l) e (yn)"(yri);

dai,

lim pCen, x7) = 0 e lim p(yp, yn) = 0.
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Notemos, pela Desigualdade Triangular, que

P X, V) = p(xpxn) + p(xn.va) + p(Vn ¥n)

Assim, passando o limite, obtemos

lim p(xn, ) < lim p(y, x7) + lim p(op, yo) + lim p(yy, yn)

e, como lim p(xy, x3) = 0 e lim p(y,, ¥n) = 0, Segue que

lim p(xn, y) = lim p(xz, y)

Analogamente, provamos que

lim pCry, ) < lim p Qe y)

Logo temos que

lim p(xn, yn) = lim p(x7, yi)

TL =00

Deste modo temos que » n&o depende da escolha de (x,) € a e (3,) € 8.
Afirmac&o 3: » é uma métrica em X.
Com efeito.

+  Notemos que, para qualquer @ € X, temos

pla,a) = lim p(x,, x,,) = lim0 = 0,

em que (x,) € a.

- Para quaisquer @B € X, suponhamos que P(a, ) = 0. Assim,

,11.."39 p(xy, yn) = 0,

em que (x,) Ea e (y,) € .. Mas isto nos leva a a = § devido ao fato de » estar
bem definida.

« Suponhamos que , B € X, com (x,) € @ e (y,) € B, dai,
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pla, B) = lim p(xp, yn) = lim p(yp, x,) ="p(B, @).

Portanto, p(a, ) =p(B, a).
-+ Suponhamos que @, B,y € X, com, (x,,)) € a, (v,,) € B e (z,) € y, entdo

Portanto,

pla,B) <pla,y) +py. B).

Portanto » é uma métrica sobre X.

Afirmacéo 4: O espago métrico (X7») € completo.

De fato, se &*) for uma sequéncia de Cauchy em X entdo tomemos
x3x¥ = (x)) ex*. Temos que

POkt = lim p (o, x5).
n—+oo

Agora, como x¥ = (xX) & uma sequéncia de Cauchy, para cada k € IN existe um
n, € IN, com n, > k, tal que

N 1
p(xk  xb) < e

para todo 1 = 1. Escolhemos x = (xfz‘,c).

Afirmacéao 5: x € uma sequéncia de Cauchy.

Com efeito, se y* for a sequéncia constante (xk,. xk.. xk,. xk,., ..) e¥* = [¥*] temos
que

1 1
P xn,) =Py <o) +pGxD) + Gy S -+ PG D + 7
Assim

p(xﬂk’xﬂzj ;I_-_-; 0.

Portanto podemos tomar “x a classe de equivaléncia de X.
Afirmagéo 6: p(x;,x) — 0.
De fato, temos que

p(xx) = ,}mp{xi xl{lk)
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e que, dado & > 0 existe um indice ngy € IN tal que

1
— <

£
T 2

E
e p(xh, xk ) < E
paratodo [,k = n,. Tomando [ =Z ng € k = max{ng, n;}, temos que

1 ¢
p(x}“x'f‘ff) = p(x;‘f’xlflf) +p(x1£11-xrj§k) < n_[] + 5 <&

Logo,
Pl x) < e,
paral = ny e, assim

lim™p(x;,x) = 0.
TL=+ 00

Agora, seja

Xo={[x)]:xeX}cX

e consideremos a aplicacdo T: X — X dada por

T(x) = [(x)].

Claramente temos que T é uma isometria de X em X.

Afirmagéo 7: X, € denso em X.

Com efeito, se x =[(x)] € X entdo tomemos a sequéncia em X, dada por
X = [(ens X, X, )1 Notemos que, como (x ) € uma sequéncia de Cauchy, dado € > 0
existe um indice ny € IN tal que

P, Xm) < €

para quaisquer m,n > ng. Assim

Py x) = lim p(xy,, xp) < &,
n—oo
para quaisquer m,n > n,. Logo,
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limp(x,,x) = 0.
=00

Afirmagéo 8: X é Unico, a mesmo de isometria.
De fato, suponhamos que existam X e X espagos métricos completos e
isometrias T: X - X e U: X =X, cujas imagens sejam densas. Definamos

V=UeT 41X —>X.

Como U e T s&o isometrias, segue que U o T-1 é uma isometria e, portanto, X e
S&0 isométricos. ]

Com isso temos que qualquer espaco métrico esta densamente imerso em um
espaco métrico completo. Note que os espacos (X,p) e (X,p) sdo isométricos, ou seja,
calcular a distancia em um espaco é o mesmo que calcular a distdncia em outro espaco.
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