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APRESENTAÇÃO

O livro “Educação no Brasil: Experiências, desafios e perspectivas” reúne 79 
artigos de pesquisadores de diversos estados e instituições brasileiras. O objetivo 
em organizar este livro é o de contribuir para o campo educacional e das pesquisas 
voltadas aos desafios educacionais, sobretudo, das práticas educativas e da 
formação de continuada de professores.

A obra contém um conjunto de resultados de pesquisas e debates teórico-
práticas que propõe contribuir com a educação em todos os níveis de ensino, 
sobretudo, assuntos relativos à interdisciplinaridade, matemática, arte, gênero, 
formação continuada e prática escolar.

Os 79 artigos que compõem esta obra foram agrupados em 3 Volumes distintos. 
Neste 2º Volume, são 25 artigos que debatem sobre a prática escolar em diversos 
níveis e espaços do processo educacional. No 1º Volume, são 14 artigos em torno da 
temática Gênero e Educação e 15 artigos sobre Interdisciplinaridade. Por fim, no 3º e 
último Volume, são 20 artigos que debatem a Formação Continuada de Professores, 
fechando com 6 artigos em torno da temática Educação e Arte.

A obra é um convite a leitura e entregamos ao leitor, em primeira mão, este 
conjunto de conhecimento.

Boa leitura!

Willian Douglas Guilherme
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ENSINO-APRENDIZAGEM DE EXPRESSÕES 
ALGÉBRICAS APOIADO POR COMPUTADOR

CAPÍTULO 12

Alex Junior Avila
Instituto Federal de Educação Ciência e 

Tecnologia de Santa Catarina 
Lages, Santa Catarina

Enedir Guimarães de Oliveira Junior  
Instituto Federal de Educação Ciência e 

Tecnologia de Santa Catarina 
Lages, Santa Catarina

Wilson Castello Branco Neto 
Instituto Federal de Educação Ciência e 

Tecnologia de Santa Catarina 
Lages, Santa Catarina

Ailton Durigon 
Instituto Federal de Educação Ciência e 

Tecnologia de Santa Catarina 
Lages, Santa Catarina

RESUMO: Este trabalho apresenta uma 
ferramenta para a manipulação de expressões 
algébricas para auxiliar professores e estudantes 
de matemática do ensino fundamental no 
processo de ensino-aprendizagem deste 
conteúdo. O software proposto visa aproximar 
teoria e prática e possibilitar aos professores 
uma nova forma de apresentar os conteúdos. 
Para isso, além de apresentar os conceitos que 
proporcionam uma visão geral sobre o conteúdo, 
o sistema permite que o aluno digite uma 
expressão algébrica de seu interesse e elabora a 
resolução passo a passo da mesma. Além disto, 

ele apresenta uma explicação sobre cada uma 
das manipulações algébricas realizadas, com 
o objetivo de facilitar o entendimento do aluno. 
Para a construção da ferramenta foram utilizados 
conceitos da área de compiladores e sistemas 
especialistas, o que evidencia que teorias 
clássicas da computação podem contribuir 
ativamente como ferramenta pedagógica 
na resolução de problemas algébricos 
PALAVRAS-CHAVE: Equações. Ensino-
aprendizagem. Compilador. Sistema 
especialista.

TEACHING-LEARNING OF THE ALGEBRAIC 

EXPRESSION SUPPORTED BY COMPUTER

ABSTRACT: This project introduces a tool 
for handling algebraic expressions to help 
elementary school teachers and students of 
mathematics on the teaching-learning process of 
it. The proposed software aims for getting closer 
theory and practice and providing to teachers a 
new way of presenting the contents. For reaching 
this target, it presents the concepts that provide 
an overview on the subject and elaborates step-
by-step resolution of the problems proposed by 
the user. In addition, it presents an explanation 
of each manipulation performed in order to 
facilitate the student understanding it. Concepts 
of compilers and expert systems were used to 



 
Educação no Brasil: Experiências, Desafios e Perspectivas 2 Capítulo 12 120

develop this tool, what evidences that classical theories of computation can be applied 
as a pedagogical tool in solving algebraic problems.
KEYWORDS: Equations. Teaching-learning. Compiler. Expert system.

1 |  INTRODUÇÃO

A matemática é, em geral, considerada uma disciplina muito complexa pelos 
alunos. Segundo Fiorentini e Morin (2001), inúmeras vezes, a aversão a esta 
disciplina está relacionada ao estudo da álgebra, que se destaca como um dos 
conteúdos da matemática elementar com menores índices de acertos em exames 
como vestibulares e o ENEM.

A busca pelo aperfeiçoamento de métodos e técnicas que visam um melhor 
aproveitamento dos conteúdos ministrados em sala de aula tem sido o objeto de 
estudo de muitos pesquisadores (GRAMANI e SCRICH, 2013).   

Na internet, existe uma grande quantidade de softwares matemáticos disponíveis 
para utilização, cada um com uma metodologia específica para atingir um objetivo 
comum a todos: auxiliar no processo de ensino-aprendizagem. Um destes softwares 
é o IFMath, desenvolvido no Instituto Federal de Santa Catarina, campus Lages, 
que propõe resoluções passo a passo de conteúdos matemáticos apresentando sua 
fundamentação teórica. 

Este trabalho tem como objetivo central apresentar um sistema especialista 
que realiza manipulações em expressões algébricas informadas dinamicamente pelo 
usuário para ser integrado ao IFMath, com o intuito de auxiliar professores e alunos 
no processo de ensino-aprendizagem de matemática, apresentando ao usuário cada 
passo da resolução dos problemas, juntamente com o embasamento teórico para o 
entendimento da resposta.

2 |  EDUCAÇÃO E TECNOLOGIA

2.1 Ensino da matemática

As limitações da aprendizagem de matemática são um relato de diversos 
estudantes. Eles enfrentam dificuldades que acabam por gerar altos índices de 
reprovação. Conforme aponta França et al. (2007), nem mesmo os alunos aprovados 
conseguem efetivamente utilizar esse conhecimento de fundamental importância.

As transformações sociais implicam em mudanças na educação e nessa 
perspectiva surgiram tendências metodológicas que pretendem mudar o panorama 
da educação matemática. Zorzan (2007) e Maior e Trobia (2009) destacam como as 
principais tendências a etnomatemática, modelagem, história e filosofia, investigação 
matemática, resolução de problemas e a tecnologia.
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Perius (2012) relata que a incorporação dos recursos obtidos pelos avanços 
tecnológicos na prática pedagógica dos professores pode facilitar o entendimento do 
aluno, proporcionando uma aprendizagem mais significativa e atraente.

2.2 Trabalhos relacionados

Existe uma vasta gama de softwares educacionais disponíveis na internet, 
por esse motivo foi realizado um estudo de caso, com o propósito de identificar os 
principais aspectos que um software educacional para o ensino de álgebra deve 
apresentar. Tomando como base as características do IFMath, foram selecionados 
três softwares online de uso gratuito para realizar o presente estudo de caso, 
conforme segue:

• WolframAlpha: É uma enciclopédia virtual que aborda as mais diferentes 
disciplinas, entre elas a matemática. Entre os módulos oferecidos para resolver 
problemas matemáticos, existe o módulo algébrico, cujo fator de destaque é sua 
eficiência em reconhecer automaticamente as expressões algébricas informadas 
pelo usuário. Ele apresenta o resultado final das expressões algébricas, juntamente 
com uma representação gráfica necessária, porém ele não apresenta a resolução 
passo a passo da expressão, em sua versão gratuita.

• Symbolab: Trata-se de uma calculadora online que oferece suporte a diversos 
conteúdos matemáticos, entre eles a álgebra. Assim como o WolframAlpha, destaca-
se por sua eficiência em reconhecer expressões algébricas. Exibe o resultado final 
das expressões algébricas, oferecendo ao usuário a possibilidade de visualizar 
todos os passos realizados para resolvê-las, juntamente como o seu embasamento 
teórico. Ele também disponibiliza uma representação gráfica da expressão.

• GeoGebra: É um software matemático que permite realizar construções 
geométricas, sendo uma ferramenta dinâmica e interativa de ensino. Ele se destaca 
pela capacidade de representar graficamente expressões algébricas de forma 
dinâmica tornando possível o acesso a outras informações como o valor das raízes 
e alguns dados adicionais. Diferente dos softwares apresentados anteriormente, o 
GeoGebra não é focado na resolução das expressões algébricas, mas sim em sua 
representação gráfica. 

2.3 IFMATH

O IFMath é uma aplicação web gratuita e em português que realiza a resolução 
de exercícios matemáticos. Ele apresenta os resultados detalhados, o embasamento 
teórico que justifica a resposta, conceitos, curiosidades e propriedades sobre o 
tema, bem como a visualização gráfica necessária para interpretação do problema, 
observando o que preconizam Rocha e Campos (2008), sobre a avaliação da 
qualidade de um software educacional. Diante disso, pode auxiliar tanto o docente 
no ensino, bem como o discente no processo de aprendizagem.
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É importante ressaltar que a aplicação é acessível por qualquer dispositivo 
que possua acesso à Internet e um navegador. Além disso, o sistema permite que o 
usuário informe os dados de entrada para os algoritmos, realizando o processamento 
das respostas de forma dinâmica, com base neste parâmetro. Isso possibilita ao 
usuário testar diferentes entradas, permitindo uma ampla interpretação sobre os 
conteúdos estudados.

O IFMath contempla números e operações, geometria, álgebra e funções, 
representando uma boa parcela dos conteúdos abordados na disciplina de 
matemática da Educação Básica. Entretanto, esta aplicação não possuía um módulo 
para manipulações algébricas, um importante e complexo conteúdo, que é o objeto 
deste trabalho.

Diante da proposta do IFMath em resolver exercícios informados pelo usuário, 
apresentando a solução passo a passo e a fundamentação teórica, torna-se 
necessário trabalhar com expressões algébricas de maneira dinâmica. Para isso, 
a utilização de um Sistema Especialista (SE) é uma das soluções aplicáveis, visto 
que eles vêm contribuindo com a solução de problemas nas mais diversas áreas, 
inclusive no ensino de matemática. Entretanto, antes disto é necessário averiguar a 
validade sintática e compreender de uma maneira computacionalmente processável 
a estrutura da expressão. Para isso, a aplicação das técnicas de compiladores, 
especialmente as análises léxica e sintática e a geração de código intermediário, se 
faz necessária.

3 |  COMPILADORES

Os compiladores são ferramentas que, de forma simplificada, realizam a leitura 
de um programa escrito em uma linguagem (linguagem fonte) e a traduzem para uma 
outra linguagem (linguagem alvo) mantendo a semântica original (AHO et al., 2008). 
Inicialmente, os compiladores eram utilizados para traduzir códigos em linguagens 
de alto nível para linguagens de baixo nível, realizando otimizações importantes 
para resolver problemas de limitações de hardware. Entretanto, seus conceitos 
passaram a ser aplicados na superação de obstáculos em diferentes áreas, como 
na construção de tradutores automáticos e mineração de dados.

Cooper e Torczon (2014) indicam que a estrutura de um compilador é 
normalmente dividida em duas partes, o front end e o back end, e cada uma delas possui 
etapas com funções e objetivos específicos. O front end objetiva a compreensão da 
linguagem-fonte, garantindo que o programa esteja bem formado, para transformá-lo 
em uma representação intermediária que possa ser utilizada pelo back end (SINGH 
et al., 2008).Utilizando padrões definidos por expressões regulares, a primeira 
etapa consiste na análise léxica, que subdivide o programa em partes chamadas 
de tokens. A segunda etapa, a análise sintática, analisa todos os tokens a partir de 
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uma gramática livre de contexto a fim de encontrar erros por meio da representação 
do código por uma árvore de sintaxe. Utilizando esta árvore, o analisador semântico 
verifica a consistência semântica do programa e reúne informações necessárias para 
as próximas etapas. A geração de código intermediário, que representa a quarta 
etapa do processo de compilação, gera uma representação explícita de baixo nível 
do programa para uma máquina abstrata. 

Utilizando a representação intermediária do programa gerada pelo front 
end, o back end realiza o mapeamento dessa representação em um conjunto de 
instruções da máquina alvo (COOPER e TORCZON, 2014). Na quinta etapa, ocorre 
a otimização deste código com o intuito de produzir um código na linguagem alvo 
que utilize menos recursos. Por fim, na sexta etapa, é realizada a geração do código 
na linguagem alvo.

Somente a análise léxica, sintática e geração de código intermediário são de 
interesse deste trabalho.

4 |  SISTEMAS ESPECIALISTAS

A inteligência artificial é definida por Luger e Subblefield (2008) como o ramo da 
computação preocupada com a automação de comportamento inteligente. Dentre as 
técnicas existentes dentro da inteligência artificial, os sistemas especialistas (SE) se 
destacam por reproduzir o conhecimento de um especialista humano em uma área 
específica e bem delimitada.

Para que um sistema seja considerado especialista, Durkin (1994) afirma que 
este deve possuir ao menos os seguintes módulos: uma base de conhecimento, que 
armazena por meio de um formalismo o conhecimento de um perito da área para ser 
utilizado em todas as consultas ao sistema; uma memória de trabalho, que contém 
todos os fatos descobertos durante uma consulta; e um mecanismo de inferência para 
associar os fatos presentes na memória de trabalho com as regras armazenadas na 
base de conhecimento para concluir novos fatos. A Figura 1 representa como esses 
módulos se relacionam entre si e com o usuário.
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Figura 1 - Sistema especialista baseado em conhecimento FONTE: Durkin (1994) 

Tendo em vista a necessidade de explicar ao usuário os passos para resolver 
uma expressão, o mecanismo de explanação é um módulo adicional de extrema 
importância para o SE projetado neste trabalho. Conforme aponta Durkin (1994), 
esse mecanismo é responsável por explicar ao usuário o raciocínio que está sendo 
executado pelo SE, justificando o motivo das conclusões do sistema. Através da 
utilização deste mecanismo, é possível explicar a resolução das expressões. Prover 
essas explicações sobre um domínio não trivial é essencial para o usuário entender 
como funciona o processo de resolução de um determinado problema.

O conhecimento do especialista humano pode ser representado de várias 
maneiras processáveis pelo computador chamadas de formalismo. Entre os inúmeros 
formalismos existentes, destacam-se: lógica ou cálculo proposicional, lógica ou 
cálculo de predicados, ontologias, frames, redes semânticas e regras de produção. 

As regras de produção (RP) são estruturas comuns e eficientes para resolver 
problemas quando o SE deve gerar novas informações a partir de inferências 
sobre fatos conhecidos (DURKIN, 1994). As RP são uma forma de conhecimento 
estrutural, pois associam um fato com uma ação, descrevendo assim como resolver 
um problema. A estrutura de uma RP associa-a logicamente com um antecedente 
ou premissa e uma consequência ou conclusão. Como exemplo, se o antecedente/
premissa é verdadeiro, então a regra infere que a consequência/conclusão é 
verdadeira também. Por suas características, este é o formalismo escolhido para 
representar o conhecimento neste trabalho.

5 |  MATERIAIS E MÉTODOS

Devido ao emprego de conhecimentos existentes a serem aplicados na 
prática a fim de resolver um problema específico, esta pesquisa é definida como 
aplicada. Conforme aponta Gil (2010), a pesquisa aplicada é voltada à aquisição de 
conhecimentos para aplicação em uma situação específica.
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A presente pesquisa é considerada qualitativa, pois se interpreta fenômenos e 
atribui-se significados sem requerer de técnicas e métodos estatísticos. Marconi e 
Lakatos (2011) descrevem que a metodologia qualitativa se preocupa em analisar e 
interpretar aspectos mais profundos, descrevendo a complexidade do comportamento 
de forma indutiva pelo próprio autor.

Os procedimentos técnicos adotados neste trabalho classificam-se como 
uma pesquisa bibliográfica e estudo de caso. Segundo Gil (2010), uma pesquisa 
bibliográfica é o estudo sistematizado desenvolvido com base em materiais já 
publicados. Sendo assim, por utilizar o conhecimento elaborado por outros autores e 
interligando-os com a parte prática do estudo nas suas fases iniciais, esta pesquisa 
é considerada uma pesquisa bibliográfica. Ainda para Gil (2010), o estudo de caso é 
um profundo e exaustivo estudo de um ou poucos objetos, de maneira que permita 
seu conhecimento amplo e detalhado. Portanto, como este trabalho se propõe a 
estudar algumas soluções disponíveis no mercado a fim de identificar as qualidades 
de cada uma, esta etapa do mesmo pode ser considerada um estudo de caso.

Para uma melhor organização, a metodologia para o desenvolvimento do 
presente trabalho foi dividida em etapas. O início deu-se com o desenvolvimento do 
módulo do compilador na linguagem Java. Para isso, foram definidas as expressões 
regulares, mostradas na Figura 2, que determinam os padrões de entrada válidos. 

Figura 2 - Expressões regulares para expressões algébricas.

Estas expressões regulares foram utilizadas na implementação do analisador 
léxico, que tem a função de identificar símbolos válidos das expressões algébricas 
através da leitura e análise das cadeias de caracteres que a compõe. Para cada 
símbolo válido identificado é gerada uma saída chamada de token. Os símbolos &, # 
e @ são exemplos de caracteres inválidos identificados pela análise léxica.

Em seguida, foi definida uma gramática livre de contexto LL para especificar 
como formar expressões válidas. A Figura 3 exibe a gramática elaborada neste 
trabalho.
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Tal gramática foi utilizada na implementação do analisador sintático descendente 
preditivo, que tem como principal objetivo averiguar a validade da sequência de 
tokens perante uma linguagem gerada pela gramática livre de contexto, ou seja, 
verifi car se correspondem a uma expressão algébrica válida. Nesta etapa, por 
exemplo, são identifi cados parênteses sem fechamento, a ausência de operadores 
e operandos em uma operação, dentre outras inconsistências.

Para fi nalizar o desenvolvimento do compilador, foi implementado o gerador de 
código intermediário. Para isso, foi utilizado um esquema de tradução dirigido por 
sintaxe L-Atribuído, que consiste na adição de ações semânticas nas produções da 
gramática. A Figura 4 exibe uma parte da gramática com ações semânticas inseridas 
no corpo das produções. 

A AS6 apresentada na fi gura 4 cria uma nova operação do código de três 
endereços por meio de uma quádrupla expandida. Por sua vez, a AS3 é responsável 
por registrar o sinal de comparação, assim como, registrar a quádrupla inicial da 
expressão algébrica no lado esquerdo e direito do sinal de comparação. As demais 
ações semânticas exibidas na Figura 4 realizam a deslocamento dos valores 
referentes à posição e ao nível para os níveis mais profundos da árvore de derivação. 
Esses valores são utilizados na criação das quádruplas e são importantes para a 
resolução do problema pelo sistema especialista. É importante destacar que outras 
ações foram inseridas no corpo de todas as produções da gramática exibida na 
Figura 3. 

Figura 3 - Gramática livre de contexto LL para expressões algébricas.

A última etapa correspondeu à modelagem, implementação e validação do 
SE. Inicialmente, foi defi nido junto à um especialista em matemática as regras 
para as manipulações algébricas a serem incorporadas ao sistema. Essas regras 
representam o passo a passo para a resolução de um problema que um professor 
normalmente ensina aos alunos. Elas são fundamentais para atingir o propósito 
deste trabalho, pois através de sua utilização, torna-se possível vincular a teoria 
pertinente ao assunto com cada passo da resolução.
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Figura 4 - Gramática livre de contexto com ações semânticas.

O SE analisa o código de três endereços gerado pelo compilador com o objetivo 
de identificar padrões que se encaixam nas regras definidas junto ao especialista. 
Ao encontrar uma combinação, é realizada uma série de transformações sobre o 
código, gerando uma representação da resolução ensinada pelos professores aos 
alunos.  Esse processo é iterativo, sendo repetido até o SE encontrar a solução do 
problema. A representação conceitual do funcionamento do SE e de suas regras de 
produção é apresentada na Figura 5.

Em seguida, realizou-se a implementação do SE que efetua manipulações 
algébricas com base nas regras definidas previamente. O SE recebe as expressões 
algébricas informadas pelos usuários, após serem verificadas e transformadas 
pelo compilador, e retorna o resultado das manipulações das mesmas em notação 
LaTeX, para facilitar ao leitor a visualização dos dados, principalmente das fórmulas 
matemáticas. 
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Figura 5 - Representação conceitual do SE e suas regras de produção

6 |  RESULTADOS E DISCUSSÃO

A ferramenta proposta por este estudo busca aproximar teoria e prática, visando 
o desenvolvimento cognitivo do aluno, e possibilitar aos professores uma nova forma 
de apresentar os conteúdos. Para isso, o desenvolvimento foi dividido em duas 
partes, uma conceitual e outra voltada às manipulações algébricas. Tal abordagem, 
igualmente utilizada nos demais módulos do IFMath, gerou uma padronização de 
funcionamento e interfaces de todo o sistema.

A parte conceitual apresenta o embasamento teórico necessário sobre o 
tema. Como mostra a Figura 6, esses conceitos encontram-se no menu Definição 
e proporcionam uma visão geral sobre o conteúdo, servindo como base para a 
construção do conhecimento do aluno. A teoria necessária para elaboração deste 
material foi obtida em livros de matemática utilizados no ensino fundamental e 
médio. Este processo foi acompanhado por um professor de matemática, visando 
contemplar todos os conceitos necessários e organizá-los da melhor maneira, 
levando em consideração o aspecto pedagógico. Além da teoria, são apresentados 
exemplos de resoluções de equações de 1º grau geradas pelo software para permitir 
um vínculo entre a teoria e a prática, possibilitando assim um melhor entendimento 
do conteúdo pelos estudantes.
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Figura 6 – Interface de conceitos sobre tema.

Por sua vez, o manipulador algébrico é responsável por elaborar a resolução 
passo a passo dos problemas propostos pelo usuário tomando como base as regras 
levantadas com um professor de matemática. Ele utiliza conceitos de compiladores 
para a validação e geração de uma representação intermediária da expressão 
algébrica que será manipulada pelo sistema especialista. A Figura 7 mostra a 
resolução de um problema pelo manipulador algébrico desenvolvido neste trabalho. 
Ressalta-se que no campo de edição existente na parte superior da interface, o 
usuário pode digitar qualquer expressão algébrica de seu interesse. Ao clicar no 
botão Calcular, a expressão será verificada pelo compilador e, se estiver correta, sua 
representação intermediária é repassada ao sistema especialista, o qual realiza as 
manipulações adequadas e apresenta o resultado.
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Figura 7 - Interface para resolução de equações de 1° grau

Uma explicação sobre cada uma das manipulações algébricas realizadas 
é disponibilizada pela ferramenta. Essas informações foram obtidas junto a um 
professor de matemática e incorporadas ao conhecimento do sistema especialista. 
Por padrão, esses detalhes não são apresentados em primeiro momento, podendo ser 
exibidos ou omitidos de acordo com o interesse do usuário. Para isso, basta o usuário 
clicar na seta localizada à direita de cada passo. O objetivo é complementar a teoria 
apresentada na interface de definição, possibilitando que o usuário visualize quais 
conceitos foram aplicados em cada passo da resolução do problema, aumentando 
assim o entendimento do mesmo sobre o assunto como um todo.

7 |  CONSIDERAÇÕES FINAIS

A tecnologia, quando devidamente empregada na educação, passa a ser uma 
poderosa aliada no processo de ensino-aprendizagem ao ampliar as possibilidades 
na maneira de abordar os conteúdos. Os resultados alcançados por este estudo 
evidenciam que teorias clássicas da computação, como compiladores e sistemas 
especialistas, podem contribuir ativamente como ferramenta pedagógica na resolução 
de problemas algébricos ao permitir que o docente apresente o conteúdo de uma 
forma mais interessante e criativa, atraindo assim a atenção do discente, que, por 
sua vez, tem à disposição uma ferramenta para estudos extra classe.

A partir do desenvolvimento e incorporação do módulo algébrico no IFMath, 
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o usuário tem a disposição um recurso que possibilita a análise e interpretação de 
equações de primeiro grau de maneira dinâmica, ou seja, o usuário pode inserir 
qualquer equação de seu interesse no software. Este conteúdo constitui uma área 
essencial à compreensão da matemática, pois permite aos alunos uma visão mais 
ampla ao deixar de realizar apenas contas com números, passando a trabalhar 
com variáveis representadas por letras. Além disso, cada manipulação algébrica 
realizada para se alcançar a resposta é justificada através de um embasamento 
teórico, permitindo assim o desenvolvimento cognitivo do aluno sobre o conteúdo 
abordado.
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