Ensino
Aprendizagem

de Matematica

Eliel Constantino da Silva
(Organizador)

[Atena

Editora
Ano 2019



Eliel Constantino da Silva
(Organizador)

Atena Editora
2019



2019 by Atena Editora
Copyright © Atena Editora
Copyright do Texto © 2019 Os Autores
Copyright da Edicao © 2019 Atena Editora
Editora Executiva: Prof? Dr? Antonella Carvalho de Oliveira
Diagramacao: Geraldo Alves
Edicao de Arte: Lorena Prestes
Revisao: Os Autores

0 contelido dos artigos e seus dados em sua forma, correcdo e confiabilidade sdo de responsabilidade
exclusiva dos autores. Permitido o download da obra e o compartilhamento desde que sejam atribuidos
créditos aos autores, mas sem a possibilidade de altera-la de nenhuma forma ou utiliza-la para fins
comerciais.

Conselho Editorial

Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas

Prof. Dr. Alvaro Augusto de Borba Barreto - Universidade Federal de Pelotas

Prof. Dr. Antonio Carlos Frasson - Universidade Tecnolégica Federal do Parana

Prof. Dr. Antonio Isidro-Filho - Universidade de Brasilia

Prof. Dr. Constantino Ribeiro de Oliveira Junior - Universidade Estadual de Ponta Grossa
Prof? Dr? Cristina Gaio - Universidade de Lisboa

Prof. Dr. Deyvison de Lima Oliveira - Universidade Federal de Rondonia

Prof. Dr. Gilmei Fleck - Universidade Estadual do Oeste do Parana

Prof? Dr? Ivone Goulart Lopes - Istituto Internazionele delle Figlie de Maria Ausiliatrice
Prof. Dr. Julio Candido de Meirelles Junior — Universidade Federal Fluminense

Prof? Dr? Lina Maria Goncalves - Universidade Federal do Tocantins

Prof® Dr® Natiéli Piovesan - Instituto Federal do Rio Grande do Norte

Prof? Dr? Paola Andressa Scortegagna - Universidade Estadual de Ponta Grossa

Prof. Dr. Urandi Jodo Rodrigues Junior - Universidade Federal do Oeste do Para

Prof? Dr? Vanessa Bordin Viera - Universidade Federal de Campina Grande

Prof. Dr. Willian Douglas Guilherme - Universidade Federal do Tocantins

Ciéncias Agrarias e Multidisciplinar

Prof. Dr. Alan Mario Zuffo - Universidade Federal de Mato Grosso do Sul

Prof. Dr. Alexandre Igor Azevedo Pereira - Instituto Federal Goiano

Prof? Dr? Daiane Garabeli Trojan - Universidade Norte do Parana

Prof. Dr. Darllan Collins da Cunha e Silva - Universidade Estadual Paulista

Prof. Dr. Fabio Steiner - Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul

Prof? Dr@ Girlene Santos de Souza - Universidade Federal do Reconcavo da Bahia
Prof. Dr. Jorge Gonzalez Aguilera - Universidade Federal de Mato Grosso do Sul
Prof. Dr. Ronilson Freitas de Souza - Universidade do Estado do Para

Prof. Dr. Valdemar Antonio Paffaro Junior — Universidade Federal de Alfenas

Ciéncias Biol6gicas e da Salde

Prof. Dr. Benedito Rodrigues da Silva Neto - Universidade Federal de Goias

Prof.? Dr.? Elane Schwinden Prudéncio - Universidade Federal de Santa Catarina

Prof. Dr. Gianfabio Pimentel Franco - Universidade Federal de Santa Maria

Prof. Dr. José Max Barbosa de Oliveira Junior - Universidade Federal do Oeste do Para

| Atena

Editora
Ano 2019




Prof® Dr® Natiéli Piovesan - Instituto Federal do Rio Grande do Norte

Prof? Dr? Raissa Rachel Salustriano da Silva Matos - Universidade Federal do Maranhao
Prof? Dr® Vanessa Lima Goncalves - Universidade Estadual de Ponta Grossa

Prof? Dr® Vanessa Bordin Viera - Universidade Federal de Campina Grande

Ciéncias Exatas e da Terra e Engenharias

Prof. Dr. Adélio Alcino Sampaio Castro Machado - Universidade do Porto
Prof. Dr. Eloi Rufato Junior - Universidade Tecnolégica Federal do Parana
Prof. Dr. Fabricio Menezes Ramos - Instituto Federal do Para

Prof® Dr* Natiéli Piovesan - Instituto Federal do Rio Grande do Norte
Prof. Dr. Takeshy Tachizawa - Faculdade de Campo Limpo Paulista

Conselho Técnico Cientifico

Prof. Msc. Abraao Carvalho Nogueira - Universidade Federal do Espirito Santo

Prof. Dr. Adaylson Wagner Sousa de Vasconcelos - Ordem dos Advogados do Brasil/Seccional Paraiba
Prof. Msc. André Flavio Goncalves Silva - Universidade Federal do Maranhao

Prof.? Dr® Andreza Lopes - Instituto de Pesquisa e Desenvolvimento Académico

Prof. Msc. Carlos Antdnio dos Santos - Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro
Prof. Msc. Daniel da Silva Miranda - Universidade Federal do Para

Prof. Msc. Eliel Constantino da Silva - Universidade Estadual Paulista

Prof.? Msc. Jagueline Oliveira Rezende - Universidade Federal de Uberlandia

Prof. Msc. Leonardo Tullio - Universidade Estadual de Ponta Grossa

Prof.? Msc. Renata Luciane Polsaque Young Blood - UniSecal

Prof. Dr. Welleson Feitosa Gazel - Universidade Paulista

Dados Internacionais de Catalogagao na Publicagao (CIP)
(eDOC BRASIL, Belo Horizonte/MG)

E59 Ensino aprendizagem de matematica [recurso eletrénico] /
Organizador Eliel Constantino da Silva. — Ponta Grossa (PR):
Atena Editora, 2019.

Formato: PDF

Requisitos de sistema: Adobe Acrobat Reader
Modo de acesso: World Wide Web

Inclui bibliografia

ISBN 978-85-7247-545-7

DOI 10.22533/at.ed.457192008

1. Matematica — Estudo e ensino. 2. Pratica de ensino.
3.Professores de matematica — Formacgao. |. Silva, Eliel Constantino
da.

CDD 510.7

Elaborado por Mauricio Amormino Junior — CRB6/2422

Atena Editora
Ponta Grossa - Parana - Brasil
www.atenaeditora.com.br
contato@atenaeditora.com.br

| Atena

Editora
Ano 2019




APRESENTACAO

Esta obra reune importantes trabalhos que tem como foco a Matemética e seu
processo de ensino e aprendizagem em salas de aula do Ensino Fundamental, Ensino
Médio e Ensino Superior.

Os trabalhos abordam temas atuais e relevantes ao ensino e aprendizagem da
Matematica, tais como: a relacédo da Matematica com a musica no ensino de fragdes,
livros didaticos e livros literarios no ensino de Matemética, uso de instrumentos
de desenho geométrico, jogos, animes e manga como contribuicbes para 0
desenvolvimento da Matematica em sala de aula, analise dos problemas que envolvem
o ensino de Trigonometria no Ensino Médio, a auséncia do pensamento matematico e
argumento dedutivo na Educagao Matematica, investigacao e modelagem matematica,
tendéncias em Educag¢do Matematica, formacgao inicial de professores de Matematica
e apresentam um aprofundamento da Matematica através dos digitos verificadores do
cadastro de pessoas fisicas (CPF), simetria molecular, analise numérica e o Teorema
de Sinkhorn e Knopp.

A importancia deste livro estd na exceléncia e variedade de abordagens,
recursos e discussoes tedricas e metodoldgicas acerca do ensino e aprendizagem da
Matematica em diversos niveis de ensino, decorrentes das experiéncias e vivéncias
de seus autores no ambito de pesquisas e praticas.

O livro inicia-se com seis capitulos que abordam o ensino e a aprendizagem
da Mateméatica no Ensino Fundamental. Em seguida ha 9 capitulos que abordam o
ensino e a aprendizagem da Mateméatica no Ensino Médio, seguidos de 4 capitulos
que abordam a tematica do livro no Ensino Superior. E por fim, encontram-se 10
capitulos que trazem em seu cerne a Matematica enquanto area do conhecimento,
sem a apresentacdo de uma discussdo acerca do seu ensino e do processo de
aprendizagem.

Desejo a todos os leitores, boas reflexdes sobre os assuntos abordados,
na expectativa de que essa coletanea contribua para suas pesquisas e praticas
pedagdgicas.

Eliel Constantino da Silva
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CAPITULO 19

OS DIGITOS VERIFICADORES DO CADASTRO DE

Pedro Leonardo Pinto de Souza
Universidade Federal de Ouro Preto

Ouro Preto — Minas Gerais

Vinicius Vivaldino Pires de Almeida
Universidade Federal de Ouro Preto
Ouro Preto — Minas Gerais

Edney Augusto Jesus de Oliveira
Universidade Federal de Ouro Preto

Ouro Preto — Minas Gerais

RESUMO: A presenca dos digitos verificadores
tem se tornado cada vez mais recorrente no
nosso cotidiano como uma das consequéncias
da era da digitalizagao. Essa aplicagao da
teoria dos codigos surge para detectar erro
de codificacdo (FINI, 2009). Ha diversos
padrées de codigos lineares cujo os digitos
verificadores sao calculados de maneira
analoga, variando apenas alguns parametros
do seu sistema de codificagdo. Nosso objetivo
nesse trabalho é definir uma maneira de
calcular os digitos verificadores de um codigo
atrgvés das definicdes de produto interno sobre
R e congruéncia modular médulo. Tendo em
vista que os codigos dos quais definiremos o
calculo dos digitos verificadores s&o lineares, €
interessante escrevé-los como vetores de um
espaco vetorial R™, em que cada coordenada
é um elemento de [R, deste modo, podemos
relacionar o produto interno e a congruéncia

Ensino Aprendizagem de Matematica

PESSOAS FiSICAS (CPF)

modular em uma equagdo, a qual o digito
verificador devera satisfazer. Definiremos o
sistema de codificac&o a ser utilizado no calculo
e exibiremos tal equacgéao. O célculo dos digitos
verificadores permite mensurar a seguranca de
um coédigo controlado pelo digito verificador.
Assim, esse resultado torna-se essencial para
entender melhor a construcéo de codigos mais

complexos (FINI, 2009).

THE CHECK DIGITS OF THE BRAZILIAN
NATURAL REGISTER

ABSTRACT: The presence of check digits has
become more recurrent in our everyday lives as
one of the consequences of the digitalization
era. This application of coding theory arises
to detect coding error (FINI, 2009). There are
several linear code patterns whose check digits
are computed in an analogous way, varying
only a few parameters of their coding system.
Our objective in this work is to define a way to
calculate the check digits of a code through the
internal product definitions on R and modular
congruence module. Since the codes from
which we will define the calculation of the check
digits are linear, it is interesting to write them
as vectors of a vector space R™, where each
coordinate is an element of IR, so we can relate
the inner product and the modular congruence
in an equation which the check digit must
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satisfy. We will define the coding system to be used in the calculation and we will show
the aforementioned equation. The check digits calculation allows you to measure the
security of a code controlled by the check digit. Thus, this result becomes essential to
a better understanding of the construction of more complex codes (FINI, 2009).

11 INTRODUCAO

Neste trabalho iremos analisar os digitos verificadores do cadastro de pessoas
fisicas (CPF) com um enfoque matematico, onde exibimos passo a passo o modo de
obté-los e para isso, nos baseamos no material citado em (FINI, 2009). Inicialmente
mostraremos uma maneira de calcular os digitos verificadores do CPF que nada mais
€ do que um cbdigo composto por numeros. Para realizar o calculo, encontramos
o primeiro digito verificador escrevendo os primeiros numeros do CPF como um
vetor X € R?, de tal modo que o digito verificador satisfaca uma equacdo que
apresentaremos adiante. Em seguida, o segundo digito verificador € calculado
escrevendo os primeiros numeros do CPF, seguido do primeiro digito verificador
encontrado, como um vetor ¥ € R"10 de modo a satisfazer uma segunda equacgao
que exibiremos adiante. O digito verificador exerce um papel importante em um cédigo,
pois se no momento da digitacdo desse cddigo ocorresse um erro (por exemplo, se
digitissemos um numero errado) o computador programado para executar o algoritmo
detectaria o erro, uma vez que a equacgao que o digito verificador deveria satisfazer
nao é verificada (FINI, 2009).

2| CONCEITOS PRELIMINARES

Nesta secdo iremos definir os conceitos matematicos fundamentais no célculo
dos digitos verificadores e estabeleceremos algumas nota¢des que serdo utilizadas
ao longo do trabalho. Para uma maior compreensao do conteudo aqui apresentado,
exemplificaremos todas as definicbes de forma obijetiva.

2.1 Divisao de Numeros Inteiros

Definicao 2.1.1. Um numero inteiro a é divisor de um numero inteiro b (ou b
é divisivel por a), quando existe um nimero ¢ € Z, tal que b = ac. Nesse caso,
dizemos que b € multiplo de a, e para denotar que a divide b, utilizamos al b.

Quando al be a# 0, dizemos que o0 numero inteiro ¢, tal que b=a - ¢, com ¢

€ Z, é o quociente de b por a.

Exemplo 2.1.1. O numero 0 divide ele préprio. De fato, para todo ¢ € 7, temos
que0=0-c.

Exemplo 2.1.2. De acordo com a definicdo acima — 3 | 18, pois tomando c=—-6

€ Ztemos que 18 = (=3) - (=6).

Ensino Aprendizagem de Matematica Capitulo 19




Note que 20 ndo é divisivel por —3, pois hdo existe nenhum numero inteiro ccom
a propriedade 20 = (-3) - ¢. Nesse caso escrevemos —3 { 20.

Em geral, se bfor um niumero inteiro que néo é divisivel por a, entdo escrevemos
a t b. Vale destacar que existem infinitos pares (a,b) de niUmeros inteiros, tais que
nenhum dos dois € divisor do outro, como por exemplo, tome a = 2 e b um namero
impar maior do que 1, que sempre teremos @ t b € b t a. Isso nos leva a concluir
que a "operag&o" de divisdo em Z n&o é assegurada. Porém, se observarmos na reta
0 conjunto dos nameros inteiros e dentro dela destacarmos os muiltiplos de @ € Z,
veremos que todo numero inteiro esta "proximo" de um multiplo de a. A formalizagao
do conceito de proximo sera dada de forma rigorosa no Teorema Divisdo Euclidiana.

Teorema 2.1.1 (Teorema da Divisdo Euclidiana). Se @ € b séo inteirose @ =
0, entdo existem numeros q € T inteiros, tais que b = aqg + r com0<r < b.
Demonstracdo. Vamos primeiro garantir que dados @ > 0 € b inteiros, existem
inteiros ¢ € rcom 0 < r < b_ Considere os conjuntos
A={neN|b<na} e B={n € N|b=na}

A propriedade arquimediana é citada por Hefez (2011) dos inteiros garante que
A+0Q

Se A = N entao b < a,enessecaso,tome § = 0er = b.

Se A # N, entdo A possui um menor elemento (Principio da Boa Ordem de Z)
citado em Hefez (2011), digamos § + 1. Assim, g + 1 é o menor inteiro tal que

b <(qg+ 1a e b = ga.
Dai,

0<b—-aq < a.

Tomando 7 = b — aq, temos a existéncia de g e r como desejado. Agora
provemos a sua unicidade. Suponha que existam g1 € T € Z tais que, b =
ag+ 1 0 = r < a,temosque ag + r = b = aq, + 1;, e assim,
a(q— ql) = r+1 — r. Agora,suponhar #nr er >n. Dai,r;—1 <0
e, como a > 0, segue que q-q, < 0. Assim ¢;-q > 0, isto é, ¢4-q = 1.
Como a(q- q1) = 1, — 7, segue que © = 11+ a(g:- q). Logo, 71— q = 1
Portanto, I = @, o que é um absurdo.

Analogamente, prova-se que a desigualdade T3 < T também é um caso

impossivel. Assim, ' = T1 e consequentemente § = (1.

Exemplo 2.1.3. Determine o quociente e o resto da divisdo b = aq + r quando
b =156 e a = 11

Solucao: Pelo Teorema da Divisdo Euclidiana, temos que 156 = 11 - q +
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r=11-14+r=>r=2logoqg =1ler =2

Numeros Primos

Definicao 2.1.2. Um numero inteiro p € chamado numero primo, quando as
seguintes condig¢bes se verificam:

(i) p#0;

(i) p # £1;

(iii) Os Unicos divisores de sdo £1,xp.

Teorema 2.1.2 (Teorema Fundamental da Aritmética). Sejamn € Nen > 1
, temos que ou n é primo ou entdo existem Pi primos com 1 < i < k tais que

_ al o? ok
n=mp P27 . Pk

com P1< pP2< .. < preali €N (Dymmit and Foote Abstract
Algebra, 2003).

A seguir apresentaremos um importante resultado referente ao conjunto dos
numeros primos, cuja prova que apresentaremos € uma elegante demonstracéo
publicada no livro “Os Elementos”, devida ao matematico Euclides (300 a.C.).

Teorema 2.1.3 (Teorema de Euclides). Existem infinitos nUmeros primos.

Demonstracdo. Suponha, por contradicdo, que exista uma quantidade finita
de nameros primos e seja X = {py, Py, ..., Pm} © conjunto de todos os numeros
primos.

Agora, considere o numero natural n dado por

n= @ pz - Pm)t L

Comon = (py* pa* ... " Pm)+ 1 > 1 entdo pelo Teorema Fundamental
da Aritmética, ou n é primo ou pode ser escrito como um produto de nUmeros primos.

Uma vez que ndo existe tal que p; € X tal que p; | n, segue que nnao pode
ser escrito como produto de numeros primos. Logo n é primo.

Por outro lado, > p; paratodo p; € X, donde concluimos que 1 & X | o
gue é uma contradi¢cdo, pois n € primo. Essa contradicdo surge quando supomos que
0 conjunto X dos numeros primos é finito. Portanto existem infinitos nimeros primos.

2.2 Congruéncias
Definicd02.2.1.Sejam @, b, inteirosquaisquere talque m € Z tal que m # 0
. Dizemos que a e b sdo congruentes moédulo M, quando m | (a — b), isto é, se

a — b = mgq para algum g € Z. Para denotar que  é congruo a b modulo
m, utilizamos @ = b (mod m).
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Proposicao 2.2.1. Sejam a,b,c,m € Z com m > 0 fixado. Ent&o

i) a = a(modm) (eflexividade).

(i Se a = b (mod m) entao b = a (mod m) (simetria).

iia = b(modm) eb = c (modm),entasoentdo a = c(mod m)
(transitividade).

Demonstracéo. (i) Temos que M |0 para todo m € Z. Em particular, 0 =
a — a, assim, como Mm|0 seqguequem|(a — a). Logo a = a (mod m).

(i) Se a = b (modm), entdo m|(a — b),istoé, a — b = mq,q €L
dai, —(a — b) = —mgq Deste modo p — @ = mgq,q €Z Portanto b =
a (mod m).

(i) Dado que a = b(modm), segue que m]|(a-b), assim,
a-b =mq, q €, Z e b = c(modm). Deste modom | (b - ¢)
, 0usea ph-c¢ = mq,q € Z Dai, como b = mq + ¢, temos que
a-b =mq iso¢ a- (mg + ¢)= mgq-ogo a-c =m(q-q)
e, portanto,a = ¢ (mod m).

Uma relacao que satisfaz os itens (i), (ii), e (iii) € chamada de relacao de
equivaléncia. Deste modo a relagcéo de congruéncia modulo m é uma relagcao de
equivaléncia sobre Z, ou seja, o conjunto Z pode ser particionado em subconjuntos
de modo que quaisquer dois elementos em um mesmo subconjunto sdo congruentes
modulo m.

Definicao 2.2.3. Sejam Q, b, d inteiros, tal que d = 0. Dizemos que deéo
maximo divisor comum (mdc) de @ e b quando séo validas as seguintes propriedades:

(d|aed|b;

(i)Sec|laec|b,entdo c|d.

Definicdo 2.2.4. Sejam a,b inteiros. Dizemos que @ e b s&do primos entre
si quando mdc(a,b) = 1, isto é, @ e b n3o possuem nenhum divisor primo em
comum.

Proposicdo 2.2.1. Sejam a,b,c,m € Z comm > 0 fixado. Entdo

(i) Se @ = b (mod m) se, e somente se, @ e b possuem o mesmo resto na

divisdo euclidiana por m.

(i) Se mdc (¢,m) = 1 e ac = bec (mod m),entdo a = b (mod m).

(i) @ = b(modm) e c¢ = d(modm), entdo ac = bd (mod m). Essa
propriedade pode ser generalizada, por indugao, para n congruéncias.

Demonstracgao. (i) (=): Pelo Teorema da Divisdo Euclidiana, temos que existem
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41,42, 71,2 € Z tais que

a = mq, + 1, b = mq, + 1, 0<nn<mel <nrn, <m

Por hipotese, temos que a = b (mod m), assim, m|a—b, isto & m| (mq, +

r) — (mqy +12) = m(qy — q2) + (ry — ). d@im | ry — . LOGO 7y = 1,

(©): Se a=mq+r1r e b =mqg+r, entéo
a-b = mqg-mqg + 0= m(q — q).Portanto a = b (mod m).

(i) Se ac = bc (modm). entdo (ac — bc) = mq, ou seja,
c(a — b) = mgq para algum q € 7.

Deste modo, temos que m | coum| (a — b).

Como mdc (¢,m) = 1, segue que m c. Logo m | (a - b) e, portanto,
a=>b (modm).

(iii) Se®™ = b,(mod m), a, = b,(mod m), ...,a,, = b,,(mod m)

,entéoa, - dp * ... - @, = by by ...+ by(modm).

Em particular, se @ = a; = ... = @, € b; = b, = ... = b,, temos
que a, = b,(mod m).

Exemplo 2.2.1. Para ilustrar essa ultima propriedade, mostre que 10%° — 1 ¢

divisivel por 11.

0200 =

Solugdo: Como 1 = —1(mod 11), entdo, pela propriedade 2.2.1 item

(i), 10290 = (=1)2°°(mod 11), o que implica em 102°° = 1 (mod 11).

Dai, pela definicdo de congruéncia, 10299 — 1 é divisivel por 11.

2.3 Produto Interno Sobre R

Para calcular os digitos verificadores, além dos conceitos ja definidos, utilizaremos
também o produto interno definido no conjunto dos numeros reais entre dois vetores.

Definicao 2.3.1. Seja V um espaco vetorial sobre IR. Um produto interno em V
sobre R, é uma aplicacao

Ye,):VxV - R
(u,v) » ¥(u,v)
que satisfaz todas as propriedades.
(D Pu + v,w)= ¥uw)+ ¥(v,w)paratodosu,v,w € V.
(i) ¥(au,v) = a¥(u,v) paratodosu,v € Vea € R.
(i) ¥(u,v) = ¥(v,u) paratodosu,v € V.

(V) Y(u,u) > 0seu#0eW¥(uu)= 0se, e somente se, u = 0.
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Exemplo 2.3.1. Sejam X = (xq,...,%,), Y = (¥1,...,¥n) € R" e defina
a aplicagao dada por

n

WOOY) = (G %), G 9)) = ) 2100
i=1

A aplicacéo definida é um produto interno em IR™. A prova deste exemplo pode
ser encontrada em (Ulhoa; 2003).

Exemplo 2.3.2. Sejam u = (1,—-1,1) e v = (0,2,4). Determine o produto
interno u, v.

Solucao: Para calcular o produto interno entre os vetores U e 17, basta aplicar a
definicdo dada no exemplo 2.3.1,emque X = u = (1,-1,1)e Y = v = (0,2,4).
Deste modo, temos que

(w,v) = ((1,-1,1),(0,2,4)) =10 + (-1)- 2 + 1 - 4 = 2.

Logo u,v = 2.
Exemplo 2.3.3. Verifique se a aplicacéo dada por

Wu,v): R?x R? — R
((@b),xy) = ¥((@b)(xy)= ab + xy
é um produto interno de [R2.

Solucgao: Vamos mostrar que a aplicagdo dada nao € um produto interno e, para
tanto, considere u = (1,2),v = (m,—-3) e w = (4,7)

i Y+ vw)=¥((12)+ (m-3),47) =27 -
Por outro lado,
Y(u,w)+ Yw,w) = ¥((1,2),4%7N)+ ¥((n,-3),(4,7)) = 58 — 3m.

Logo, #(u + v,w) # ¥(u,w) + ¥(v,w). Assim, a aplicacdo definida néo ¢
produto interno em [R2, pois o item (i) da definicdo 2.3.1 nao é satisfeito.
Exemplo 2.3.4. Sejam A = (a;;),B = (b;;) € M,(R). Defina a aplicagao

2
W(AB) = ) (ai+ by
i=1

Verifique se a aplicagcédo acima & um produto interno.
Solugio: Seja 4= [0 1].

cao:Seia =[]
Note que

W(A,A)zlff([g é [2 é)=0—0+0-0=0;

mas nao é a matriz nula. Portanto, a aplicacéo definida ndo € um produto interno
em M,(R.
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Proposicao 2.3.1. Seja V um espaco vetorial sobre R com um produto interno
-

(i) (0,u) = 0, paratodo u € V.

(i) (wv + aw) = (u,v) + alu,w), paratodos u,v,w € Vea € R,

Demonstracdo. (i) Temos que (0,u) = (0 + O,u) = (0,u) + (0,u). Logo,
(0,u) = 0, paratodou € V.

(if) De fato, pois

(w,v + aw) = (uw,v)+ (u,aw) = (u,v) + (au,w) = (u,v) + alu,w).

Na préxima secao faremos um apanhado histérico sobre o que sao os codigos e
o Cadastro de Pessoas Fisicas - CPF, além de mostrar como o CPF é construido e
qual a sua importancia. Ao final desta secao, munidos de todo o conhecimento aqui
exposto, vamos apresentar um método utilizado no célculo dos digitos verificadores do
CPF e faremos alguns exemplos praticos deste calculo.

31 CODIGOS

Os codigos fazem parte da vida cotidiana: temos um Registro de ldentidade
(RG) numerado, e, para pagarmos impostos sobre a nossa renda, temos um numero
de Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF). Moramos em um endereco com Cédigo de
Enderecamento Postal (CEP), nosso carro tem um registro de chassi e carrega
uma chapa com numeros e letras que dizem onde ele estd cadastrado. Quando
trabalhamos, temos, em geral, a Carteira Profissional, votamos com um Titulo de
Eleitor identificado, os paises e as cidades tém codigos de discagem de telefones;
no supermercado, na farmacia, nas bancas de revistas, nas livrarias, os produtos séo
acompanhados de etiquetas com seu codigo e outros (FINI; 2003).

A finalidade dos cddigos € viabilizar o registro, 0 acompanhamento e as vezes toda
a execucdo de uma operacao humana. Nesse sentido, ha codigos que concentram
grande quantidade de dados e informag¢des. E ha bons exemplos de como eles
podem agilizar as tarefas do nosso cotidiano, como € o caso dos codigos de barras
oticos (FINI; 2003).

Mas afinal, o que é um co6digo? Segundo o dicionario Aurélio; “um cddigo é
um sistema convencional, rigorosamente estruturado, de simbolos ou de sinais e
de regras combinatérias integrado no processo da comunicag¢ao". Os codigos de
identificacdo de pessoas, objetos, situacdes e outros. Sdo, em geral, formados de
algarismos ou de letras e algarismos que podem ou devem ser controlados, para tornar
possivel detectar erros de codificacdo. Para "avisar" que ha erro de codificacéo, foi
criado um grupo de algarismos, chamados "digito de verificacao" que sao justapostos
ao codigo de identificacéo, geralmente no final. Nosso objetivo nesse trabalho é identificar
e compreender como esses digitos de verificacdo sao determinados em alguns casos
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(FINI; 2003).

Existem varios tipos de codigos, dentre eles, alguns cddigos de barras que
seguem o modelo EAN/UPC (European Article Number / Universal Product Code).
Um exemplo de cddigo de barras EAN, é o codigo de barras que utiliza a estrutura
EAN-13, que nada mais é, do que o numero identificador de um produto. O primeiro
produto a utilizar a tecnologia do codigo de barras no Brasil foi a Castanha de Caju
Caué, em 1985.

O sistema de identificacdo usado para o cadastramento de pessoas fisicas e
juridicas no Brasil, que fornece o numero de CPF e CNPJ, emitido pela Receita Federal
e o cadastramento de livros, que fornece o cédigo ISBN (International Standard Book
Number) é o EAN - 11, que é um dos tbépicos deste trabalho.

41SISTEMA DE IDENTIFICACAO UTILIZADO NO CADASTRAMENTO DE
PESSOAS FiSICAS

O Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF) (Figura 4) foi criado em 1968 e instituido no
mesmo ano, substituindo o até entdo Registro de Pessoas Fisicas, que era o registro
das pessoas fisicas obrigadas a apresentar a declaracdo de rendimentos e bens.
Foi batizado de Cartdo de Identificacdo do Contribuinte (CIC) (Figura 4), tornando
obrigatorio a sua mencéo, a partir do ano de 1970, em varios documentos, como
por exemplo, no controle de locagcdo de bens moéveis e imbveis, e nas escrituras
apresentadas aos registros dos imoéveis. O sucessor do CIC foi o cartdo do CPF que
ainda é muito utilizado atualmente (Receita Federal; 2016).

A partirdisso, a lista de exigéncias de menc¢ao do CPF s6 aumentou, ultrapassando
os limites do imposto de renda e tornando-se um documento de suma importancia no
cotidiano do brasileiro (Receita Federal; 2016).

Em 2012, a Receita Federal do Brasil implementou o servigo gratuito de inscricao
no Cadastro de Pessoas Fisicas pela internet. Ao final da solicitacdo de inscricao
efetivada com sucesso, era gerado automaticamente, o numero de inscricdo no CPF e
o "Comprovante de Inscricdo no CPF". Todavia, continuaram os canais tradicionais de
atendimento CPF (Receita Federal; 2016).

Figura 3: Modelo do Cartéo de Identificagéo do Contribuinte, o primeiro cartéo utilizado como
sendo um tipo de cadastro de pessoas fisicas.

Retirado em https://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:CIC_frente_e_verso.jpg.
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@ ;::l‘h:lsnmo DA FAZENDA

retaria da Receita Federal

CPF _

000.000.000-00

NOME DA PESSOA

0872000

01/01/1980

Figura 4: Cartdo do CPF. Sucessor do CIC e bastante comum até os dias de hoje.

Retirada de https://iltomvargas.blogspot.com/2017/01/contribuinte-pode-atualizar-cpf-pela.html.

Ministério da Fazenda CODIGO DE CONTROLE
@ Receita Federal XRXKKXRKIXKH XK
| COMPROVANTE DE INSCRIGAO CPF o 258

Numero 123.456.789-10

[E] e i

Em itido pela Secretaria da Recaita Federal do Brasil

| shhimm:ss do di ddimmiaaas (hora & data de Brasilia] digito
Nascimento verificador: xx
DD/MM/AAAA VALIDO SOMENTE COM COMPROVANTE DE IDENTIFICACAC

Nome
| NONONONO NONONO NONONNO

Figura 5: CPF Digital. Criado em 2012 pela Receita Federal para facilitar a inscricdo, sendo o
sucessor do cartéo usual do CPF.

Retirada de https://www.creditooudebito.com.br/como-tirar-segunda-via-cpf-pela-internet/.

O CPF surgiu substituindo o Registro de Pessoas Fisicas com o objetivo de reunir
informacdes detalhadas sobre as pessoas fisicas, para que a Administracao Tributaria
pudesse coletar essas informagbes das pessoas que eram obrigadas a apresentar a
declaracéo de rendimentos e bens (Receita Federal; 2016). Mas como era formado os
numeros do CPF? Veremos a seguir, como eram € como sao compostos agora, esses
nameros que conhecemos como CPF.

4.1. Composicao do numero do CPF

O Registro de Pessoas Fisicas era composto por seis digitos. Com a criagao
do CPF, foram introduzidos o sétimo e o oitavo digito, sendo o oitavo obtido
através de um calculo. Posteriormente, foi introduzido o nono digito, que até hoje
baseia-se na subdivisdo do pais em dez regides, chamadas de regides fiscais (Figura
6). Pouco tempo depois, foram introduzidos dois digitos no numero de inscricao, que
eram calculados e chamados de numeros de controle. Em 1972, a 8% Regiéo Fiscal
(Estado de Sao Paulo) esgotou o estoque de nUmeros e o oitavo digito que antes era
calculado, passou a integrar uma sequéncia aleatoria de oito digitos (Receita Federal;
2016).

Atualmente o CPF ainda € composto por uma sequéncia de oito digitos aleatérios
por regido fiscal, o nono sendo o cédigo correspondente a determinada regiao (Figura
7) e os dois ultimos chamados de digitos verificadores. Neste trabalho, apresentaremos
um meétodo utilizado no processo de célculo do 10° e 11° digitos (Receita Federal;
2016).
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Figura 6: Mapa da subdivisao das dez regides fiscais do Brasil

Retirada em https://pt.wikipedia.org/wiki/Regi%C3%A30_fiscal#/media/File:Brazil_Fiscal_
regions_Labelled_Map.svg.

Tabela dos codigos correspondentes as regides fiscais do Brasil, que sao

utilizados no calculo dos digitos verificadores do CPF pelo sistema EAN-11.

CODIGO EAN-11 PARA AS UNIDADES DA FEDERACAQO

BRASIL
Rio Grande do Sul

Distrito Federal, Goias, Mato Grosso, Mato Grosso do Sul e Tocantins

Acre, Amapa, Amazonas, Para, Ronddnia e Roraima

Ceara, Maranhao e Piaui

Alagoas, Paraiba, Pernambuco e Rio Grande do Norte

Bahia e Sergipe

Minas Gerais

Espirito Santo e Rio de Janeiro

Sao Paulo

Parana e Santa Catarina

4.2. Os Digitos Verificadores do CPF

Vamos agora, mostrar uma maneira de encontrar os digitos verificadores do

CPF, para isso, estabeleceremos algumas defini¢des.

Definicao 4.2.1. Um determinado vetor fixo utilizado em um sistema de codificagcdo

€ chamado vetor de pesos.

Denotaremos por I = {a € Z;0 < a < 10} como sendo o conjunto de

todos os valores que os digitos verificadores podem assumir.
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Selam e m,n € Neaj,,a;,, respectivamente o 10° e o 11° digitos do CPF,
ou seja, os digitos verificadores e X = (xq,X3, ..., Xg,b); ¥ = (xy,%3,...,Xg, b, aig),
onde x; € Iy, onde bé o nUmero da Regido Fiscal e a;, € o primeiro digito verificador.
O vetor X sera chamado de vetor de informacao e o vetor Yvetor de identificacao.

Definicao 4.2.2. Sejam w = (W, Wy, ..,W,); W; € B= {a € Z;0 < a <
m- 1}, um vetor de pesos e ¢ € I;, um numero fixado. Dados m,n e um conjunto
de nimeros a4,ds, ...,0,-1; a; € B, 1 £ i £ n — 1. Define-se o0 numero de

verificacao @, como sendo o unico elemento de I, que satisfaz a seguinte equagéo:

mn

Z a;w; = ¢ (mod m). (1)

i=1

Um sistema de codificagéo assim definido, sera denotado por:

C = (Ilop,m,n,c,w). (2)

Como o CPF utiliza o sistema EAN-11, os vetores previamente escolhidos e
denominados vetores de pesos para serem utilizados neste sistema sdo w; =
(1,2,3,4,56,7,8,9),w; = (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) para determinagdo do 10° e o 11°
digitos, respectivamente.

No nosso caso, para determinarmos 410 e ai; , o 1° e o 2° digito
verificador, utilizaremos m = 11 e n = 9 para o primeiro sistema de codificacdo C; =
(110,11,9,aj,,w*)em = 11,n = 10 para o segundo sistema de codificacdo
C; = (I10,11,10,a71, W), respectivamente. Sendo assim, os digitos verificadores
a1, 11 € Ly sd0 os nimeros de 11 que verificam as equacdes:

[(X,w — a;jo)] = 0 (mod 11). 3)

[(Y,w; — ai;)] = 0 (mod 11). 4)

em que {:,’) & o produto escalar definido no Exemplo 2.3.1, X o vetor de
informacgéo e Y o vetor de identificacéo.

Caso a1p = a11 = 10 em (3) ou (4) (0 que é possivel, ja que estamos trabalhando
na congruéncia mddulo 11), tomamos este digito sendo 0 por convencgao.

Exemplo 4.2.3. Dado que os oito primeiros digitos de um CPF gerado no estado de
Minas Gerais sao 124.135.41, vamos calcular os seus digitos verificadores.

Sendo este CPF gerado no estado de Minas Gerais, o seu codigo de regiao
fiscal é 6. Dai, segue que os 9 primeiros digitos deste CPF sdo 124.135.416. Utilizando
a equacao (3) para encontrarmos o primeiro digito verificador, temos:
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[ (X,w;)— aj, ] = 0(mod 11)
< [((1,2,4,1,3,5,4,1,6),(1,2,3,4,5,6,7,8,9)) — aj, ] =0 (mod 11)
& [156 — ajy | = 0 (mod 11)
& 156 = 11 - 14 + aj, © a0 * = 2.
Logo, o Unico ajg € I que satisfaz esta equacao é ajp = 2, pois [156 — 2] =
0 (mod 11). A unicidade de @10 é garantida pelo fato de @io ser o resto da divisdo de
154 por 11. Agora que sabemos o valor de 1o, vamos calcular o segundo digito
verificador utilizando a equacéao (4 ). Desse modo, temos que:
[ (Y,w})— a}; ] = 0 (mod 11)
e [((1,2,4,1,3,5,4,1,6,2),(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)) — aj, ] = 0 (mod 11)
& [147 — aj; ] = 0(mod 11)
@147:11'13"'0.;1(:)“.;1:4‘.

Deste modo, temos que 0 unico ai; € I que satisfaz esta equacgéo € a;; = 4
, pois [147 — 4] = 0 (mod 11) e, portanto, os codigos verificadores encontrados
configuram o CPF: 124.135.416-24.

51 RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados obtidos neste trabalho evidenciam a estreita relagdo entre a
matematica e os codigos tal como conhecemos no nosso cotidiano. E importante
ressaltar que os cddigos facilitam o armazenamento de informagdes e a comunicacgao,
além da eficiéncia da aplicacéo dos digitos verificadores ao gerar seguranga nas mais
variadas formas de comunicacéo e, principalmente, entender como a Algebra Linear
pode ser utilizada em diversas aplicacdes praticas ao enxergar por exemplo, os digitos
que compdem o CPF como um vetor de um espaco vetorial.
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