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APRESENTAÇÃO

O livro “Estudos Interdisciplinares nas Ciências Exatas e da Terra e Engenharias” 
de publicação da Atena Editora apresenta em seu 4º volume 37 capítulos com 
temáticas voltadas à Educação, Agronomia, Arquitetura, Matemática, Geografia, 
Ciências, Física, Química, Sistemas de Informação e Engenharias. 

No âmbito geral, diversas áreas de atuação no mercado necessitam ser 
elucidadas e articuladas de modo a ampliar sua aplicabilidade aos setores 
econômicos e sociais por meio de inovações tecnológicas. Neste volume encontram-
se estudos com temáticas variadas, dentre elas: estratégias regionais de inovação, 
aprendizagem significativa, caracterização fitoquímica de plantas medicinais, gestão 
de riscos, acessibilidade, análises sensoriais e termodinâmicas, redes neurais e 
computacionais, entre outras, visando agregar informações e conhecimentos para a 
sociedade. 

Os agradecimentos do Organizador e da Atena Editora aos estimados autores 
que empenharam-se em desenvolver os trabalhos de qualidade e consistência, 
visando potencializar o progresso da ciência, tecnologia e informação a fim de 
estabelecer estratégias e técnicas para as dificuldades dos diversos cenários 
mundiais. 

Espera-se com esse livro incentivar alunos de redes do ensino básico, graduação 
e pós-graduação, bem como outros pesquisadores de instituições de ensino, 
pesquisa e extensão ao desenvolvimento estudos de casos e inovações científicas, 
contribuindo na aprendizagem significativa e desenvolvimento socioeconômico rumo 
à sustentabilidade e avanços tecnológicos.

Cleberton Correia Santos
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CAPÍTULO 28

José Aguiar dos Santos Junior
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de Engenharia Mecânica
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José Ricardo Ferreira Oliveira
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RESUMO: Solução analítica de problemas de 

condução de calor é uma alternativa importante, 
pois, entre outros fatores, apresenta menor 
custo computacional quando comparado com 
soluções numéricas. O método de Funções de 
Green é um método importante de soluções 
analíticas devido à possibilidade de resolver 
problemas transitórios de transferência de 
calor de condução, com geração interna e 
com condições variáveis de tempo. Em outras 
palavras, as Funções de Green são ferramentas 
matemáticas usadas para obter o campo de 
temperatura em problemas de condução de 
calor lineares, transitórios ou permanentes 
com geração interna. No presente trabalho, 
apresenta-se um problema bidimensional de 
condução de calor transiente. Usando Funções 
de Green, o campo de temperatura da solução 
foi determinado. Finalmente, através do uso de 
verificação intrínseca, a solução analítica obtida 
foi validada.
PALAVRAS-CHAVE: Solução Analítica, Campo 
de Temperatura, Verificação Intrínseca.

ANALYTICAL SOLUTION OF TWO-

DIMENSIONAL HEAT CONDUCTION 

PROBLEM USING GREEN FUNCTIONS

ABSTRACT: Analytical solution of heat 
conduction problems is an important alternative 
because, among other factors, it presents a 
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lower computational cost when compared with numerical solutions. Green’s Functions 
method is an important method of analytical solutions because of the possibility of 
solving transient problems of conduction heat transfer, with internal generation and with 
variable conditions of time. In other words, Green’s Functions are mathematical tools 
used to obtain the temperature field in linear, transient or permanent heat conduction 
problems with internal generation. In the present work two-dimensional transient heat 
conduction problem is presented. Using Green’s Functions, the solution temperature 
field was determined. Finally, through the use of intrinsic verification, the analytical 
solution obtained were validated.
KEYWORDS: Analytical solution, Temperature field, Intrinsic verification.

1 |  INTRODUÇÃO

Funções de Green são ferramentas matemáticas empregadas na obtenção 
do campo de temperatura em problemas lineares, transientes ou permanentes, de 
condução de calor. Podem ser aplicadas na solução de um conjunto de questões 
de convecção e para diversos fenômenos que são descritos pelo mesmo tipo de 
equações (BECK et al, 1992).

O objetivo dos autores através deste trabalho é determinar a solução analítica 
de um problema de condução de calor bidimensional transiente com fluxo de calor 
parcial, além de realizar a verificação intrínseca da solução obtida.

Segundo Özişik (1993), o significado físico da Função de Green G(t, t|r'τ) em 
problemas transientes é a representação da temperatura no local r, no tempo t, devido 
a uma fonte pontual instantânea unitária, localizada no ponto r’, liberando energia 
no instante τ. De maneira similar, Beck et al (1992) definem as Funções de Green 
como sendo a distribuição de temperatura causada por um pulso de energia local e 
instantâneo. Fernandes (2009) ressalta a importância do uso das Funções de Green 
em problemas onde as condições de contorno variam com o tempo, caso no qual 
a solução através do método de separação de variáveis é descartada de imediato. 

O uso das Funções de Green é precedido pela identificação dos tipos de 
condições de contorno presentes no problema. Na Tabela 1 apresenta-se os tipos 
de condições de contorno apresentado por Beck et al. (1992).

Identificadas as condições de contorno, as Funções de Green correspondentes 
ao problema de Condução de Calor podem ser obtidas em Beck et al. (1992). O 
campo de temperatura é determinado solucionando-se equações integrais.
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Notação Nomenclatura Descrição
0 Tipo zero Sem efeito físico de contorno
1 Dirichlet Temperatura prescrita
2 Neumann Fluxo de calor prescrito
3 Robin Convecção
4 Carslaw Filme fi no, sem convecção
5 Jaeger Filme fi no, com convecção

Tabela 1 - Tipos de condição de contorno

2 |  PROBLEMA PROPOSTO

Um problema bidimensional do tipo X22Y12 em regime transiente é apresentado 
esquematicamente na Fig. 1. A placa de dimensões L x W, está inicialmente a uma 
temperatura T(x, t, 0) = T0, é submetida à dois fl uxos de calor parciais, q0” e q2”, em 
x = 0 e em x = L. Em y = 0 a temperatura é mantida em T1, e em y = W a placa está 
isolada. A Função de Green que representa o problema proposto é dada pela Eq. 1.

onde  . Considerando as condições de contorno 
apresentadas na Fig. 1, a solução analítica do problema proposto é dada pela Eq. 2.

Figura 1 - Problema proposto.
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3 |  RESULTADOS E DISCUSSÕES

A solução analítica do problema X22Y12, apresentada na Eq. 2, foi implementada 
mediante uso do software MatLab®. Para tal, adotou-se L = W = 0,05 m, q1” = q0” 
=105 Wm-2, T0 = 28 °C, T1 = 50 °C, k = 73 Wm-1K-1, α = 2x10-5 m2s-1. Na Figura 2 
apresenta-se o campo de temperatura, para (a) 50 s e (b) 100 s.
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Figura 2 – Campo de temperatura: (a) q0” = q1” = 105 Wm-2, t = 50 s; (b) q0” = q1” = 105 Wm-2, t = 
100 s

A verificação intrínseca foi realizada considerando o problema unidimensional. 
Os desvios entre as temperaturas do problema X22Y12 e o seu respectivo problema 
unidimensional são apresentadas. A Figura 3(a) apresenta a verificação entre 
X22Y22 e X22, levando-se em conta um fluxo q1” = 105 Wm-2 em x = 0 e para todo y, 
e em x = L toda superfície isolada, T0 = 28 °C e T1 = 50 °C. A Figura 3(b) apresenta 
o desvio entre as duas soluções em x = 0 m, x = 0,025 m e x = 0,05 m. É possível 
observar a boa concordância entre as soluções e o maior erro foi obtido em x = 0 
m nos instantes iniciais. A Figura 3(c) apresenta a verificação entre X22Y22 e Y12, 
levando-se em conta q0” = q2” = 0,1 Wm-2, T0 = 28 °C e T1 = 50 °C. A Figura 3(d) 
apresenta o desvio entre as duas soluções em y = 0 m, y = 0,025 m e y = 0,05 m. 
Observa-se um pequeno desvio entre as duas soluções. O maior erro foi obtido nos 
instantes iniciais, em y = 0,0025 m e y = 0,05 m.
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Figura 3 - (a) Verificação entre X22Y12 e X22 em y=W/2; (b) Erro entre X22Y12 e X22 em 
y=W/2; (c) Verificação entre X22Y12 e Y12 em x=L/2; (d) Erro entre X22Y12 e Y12 em x=L/2

4 |  CONCLUSÕES

A partir da solução analítica encontrada para o problema X22Y12 foi possível 
determinar o perfil de temperatura do problema proposto. A verificação intrínseca foi 
realizada com os problemas X22 e Y12 nos eixos x e y, respectivamente. O maior 
erro encontrado foi de 0,016 e de 2,735x10-11 nos eixos x e y, respectivamente, e 
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ocorreu nos instantes iniciais. 
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