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APRESENTACAO

O livro “Estudos Interdisciplinares nas Ciéncias Exatas e da Terra e Engenharias”
de publicacédo da Atena Editora apresenta em seu 3° volume 37 capitulos relacionados
tematicas de area multidisciplinar associadas a Educacao, Agronomia, Arquitetura,
Matematica, Geografia, Ciéncias, Fisica, Quimica, Sistemas de Informagcdo e
Engenharias.

No ambito geral, diversas areas de atuacdo no mercado necessitam ser
elucidadas e articuladas de modo a ampliar sua aplicabilidade aos setores
econdmicos e sociais por meio de inovagdes tecnolbdgicas. Neste volume encontram-
se estudos com teméaticas variadas, dentre elas: estratégias regionais de inovacéo,
aprendizagem significativa, caracterizacao fitoquimica de plantas medicinais, gestao
de riscos, acessibilidade, analises sensoriais e termodinamicas, redes neurais e
computacionais, entre outras, visando agregar informacdes e conhecimentos para a
sociedade.

Os agradecimentos do Organizador e da Atena Editora aos estimados autores
que empenharam-se em desenvolver os trabalhos de qualidade e consisténcia,
visando potencializar o progresso da ciéncia, tecnologia e informacao a fim de
estabelecer estratégias e técnicas para as dificuldades dos diversos cenarios
mundiais.

Espera-se com esse livro incentivar alunos de redes do ensino basico, graduacéao
e pos-graduacdo, bem como outros pesquisadores de instituicbes de ensino,
pesquisa e extensédo ao desenvolvimento estudos de casos e inovacgdes cientificas,
contribuindo na aprendizagem significativa e desenvolvimento socioeconémico rumo
a sustentabilidade e avancgos tecnolégicos.

Cleberton Correia Santos
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CAPITULO 35

APLICACAO DE SISTEMAS LINEARES EM
CIRCUITOS ELETRICOS DE CORRENTE CONTINUA

Robson Cabral Severo

Universidade Federal do Rio Grande do Norte
Natal — RN

Leonardo Vale de Araujo

Instituto Federal de Educacgao, Ciéncia e
Tecnologia do Rio Grande do Norte

Joédo Camara — RN

Rafael The Bonifacio de Andrade
Instituto Federal de Educacgao, Ciéncia e
Tecnologia do Rio Grande do Norte
Ceara-Mirim — RN

RESUMO: Podemos definir um circuito elétrico
como sendo um caminho fechado para a
corrente elétrica. No comecgo do século XIX,
o fisico alemdo Georg Simon Ohm (1787-
1854) descobriu duas leis que determinam
a resisténcia elétrica dos condutores. Para
tanto, &€ necessario conhecer um pouco acerca
das grandezas envolvidas tais como corrente,
tensao, resisténcia e poténcia elétrica. Também
vale ressaltar que a abordagem de sistemas
lineares, muitas vezes, é feita de forma fechada
sendo baseado apenas na resolugcao de
equacoes lineares sem nenhuma aplicagao.
Problemas como a resolugdo de circuitos
elétricos entre outros parecidos podem ser
resolvidos, com a aplicagdo de equacdes
lineares. O presente trabalho tem por objetivo
mostrar como os sistemas lineares podem ser

Estudos Interdisciplinares nas Ciéncias Exatas e da Terra e Engenharias 3

aplicados na resolugdo de circuitos elétricos
além de dar subsidios para melhorar sua
abordagem pelos professores de matematica.
Para tanto, serdo aplicadas as chamadas Leis
de Kirchhoff (lei dos n6s e das malhas) para
a obtencdo de um sistema de linear, para
gue assim possamos chegar a um sistema
de equacgdes possivel e determinado, sendo
possivel, assim, sua resolucéo.
PALAVRAS-CHAVE:
sistemas.

circuitos; engenharia;

APPLICATION OF LINEAR SYSTEMS
IN CONTINUOUS CURRENT ELECTRIC
CIRCUITS

ABSTRACT: We can define an electric circuit as
being a closed path for the electric current. In the
early nineteenth century, the German physicist
Georg Simon Ohm (1787-1854) discovered two
laws that determine the electrical resistance of
conductors. For this, it is necessary to know
a little about the quantities involved such as
current, voltage, resistance and electrical power.
It is also worth emphasizing that the approach
of linear systems is often done in a closed way,
being based only on the resolution of linear
equations without any application. Problems
such as the resolution of electric circuits among
other similar ones can be solved, with the
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application of linear equations. The present work aims to show how linear systems
can be applied in the resolution of electric circuits besides giving subsidies to improve
their approach by mathematics teachers. To do so, we will apply the so-called Laws of
Kirchhoff (law of nodes and meshes) to obtain a linear system, so that we can arrive
at a system of possible and determinate equations, thus being possible to solve them.
KEYWORDS: circuits; engineering; systems.

11 INTRODUCAO

Frequentemente é possivel observar situacbes em que se esta interessado
em encontrar uma aplicacao de certo objeto matematico para ser aplicado, que néao
seja apenas dentro da prépria matematica. Trata-se de uma necessidade de utilizar
0s conceitos matematicos para entender certos fen6menos, fazer previsdes, dentre
outras necessidades.

Atualmente, é cada vez maior a busca por maneiras de mostrar que os contetdos
matematicos estdo presentes nas mais diversas situagcdes do dia-a-dia, ou seja,
que os assuntos estudados ndo se restringem somente & sala de aula. E uma area
conhecida como Matematica Aplicada.

E extremamente comum que os estudantes de engenharia ou cursos
relacionados em algum momento se deparem com situacdes de “resolver um circuito
elétrico”. Ne engenharia e ciéncias afins, tal expressao significa obter os valores das
correntes e quedas de tensdo em um circuito elétrico.

Vetores, espacos vetoriais, espacos vetoriais euclidianos, transformacdes
lineares, operadores lineares, vetores proprios e valores proprios, formas quadraticas,
matrizes, determinantes e sistemas de equacgdes lineares s&o os objetos de estudo
da algebra linear (SANTOS; PRIMO, 2017). Vale ressaltar que apenas os trés ultimos
serdo tratados neste artigo.

Diante disso, este trabalho pretende mostrar uma aplicacdo da algebra linear:
os sistemas lineares. Estes constituem objetos de grande importancia que auxiliam
na resolucéo de circuitos elétricos de corrente continua. Neste artigo ndo sera tratado
0s circuitos em corrente alternada.

2| MODELOS LINEARES

Em varias aplicagdes da engenharia sdo utilizados modelos para descrever
caracteristicas de um sistema. Dessa forma, € necessério diferenciar modelos
lineares dos modelos nao lineares. Um modelo é considerado linear quando atende
aos principios da superposicdo e da homogeneidade (DORF, 2012). Considere o
sistema apresentado na Figura 1.
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+ V -
Figura 1 — Dispositivo com uma corrente | e uma tensdo V em seus terminais.

Supondo inicialmente que uma corrente |, seja aplicada e produza em seus
terminais uma tensdo V.. Agora uma corrente |, flui pelo dispositivo gerando uma
tensé@o V,. Para que o sistema atenda ao principio da superposicdo é necessario
que:

L +1, -V +V, (1)

E necessario também que, para que o componente seja considerado linear,
atenda ao principio da homogeneidade. Para tal, considerando o mesmo dispositivo
da Figura 1, uma corrente k.l aplicada deve produzir uma tenséo de valor k.V para
que o principio seja atendido.

klI—kV 2)

Portanto é possivel concluir que os circuitos analisados, ao longo do trabalho,
atendem ao principio da superposicao e da homogeneidade, sendo assim lineares.

31 CIRCUITOS RESISTIVOS

Como mencionado na introducgao, este trabalho tem como objetivo apresentar
uma analise dos circuitos de corrente continua (C.C.), mais especificamente nos
circuitos resistivos. Dessa forma, é necessario apresentar (inicialmente) alguns
conceitos e leis para o entendimento e analise de tais circuitos.

a. Lei de Ohm

Em 1826, o fisico alemao Georg Simon Ohm (1787-1854), determinou a relagcéo
tensdo-corrente para o resistor, baseado em experimentos que foram publicados
em 1827. O trabalho apresentado conseguiu afirmar que a diferenca de potencial
(tensdo) nos terminais de um resistor é diretamente proporcional a corrente que
passa por ele (SADIKU, 2013). Isto é:
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em que a constante de proporcionalidade é conhecida como a resisténcia
elétrica R. Logo, a expressdo matematica que caracteriza essa lei € dada por:

V=R.i (4)

a unidade da resisténcia € dada em Ohm (Q), a tenséo é dada em Volt (V)
e a corrente em Ampére (A). E importante destacar que a resisténcia elétrica é a
propriedade fisica de um determinado resistor que representa a capacidade de se
opor a passagem de corrente. Outro ponto a ser considerado é que existem resistores
lineares (conhecidos como resistores Ohmicos) e resistores nao-lineares (resistores
N&o-Ohmicos) como é possivel visualizar nas curvas caracteristicas apresentadas
na Figura 2. A curva caracteristica apresentada em (a) diz respeito a um resistor que
obedece a primeira Lei de Ohm, enquanto em (b) isso ndo se aplica.

(a) (b)

Figura 2 — Curva caracteristica de um: (a) resistor linear; (b) resistor nao-linear.

A Lei de Ohm é fundamental para analise de circuitos em corrente continua,
entretanto, ela sozinha n&o é suficiente para determinar as equacgdes provenientes
de circuitos com mais de uma malha. Para isso deve-se conhecer as Leis de Kirchhoff
e aplica-las para solucionar os circuitos desejados.

b. Leis de Kirchhoff

A primeira e segunda Lei de Kirchhoff foram apresentadas em 1847, pelo
professor da Universidade de Berlim Gustav Robert Kirchhoff, estabelecendo uma
relacéo entre a lei da conservacéo de carga e energia respectivamente. Antes de
apresentar as leis € importante estabelecer trés conceitos basicos para a anélise
de circuitos. O primeiro € o conceito de nd, que nada mais é do que um ponto do
circuito que conecta dois ou mais dispositivos. Em seguida, a definicao de ramo,
que corresponde ao trecho do circuito que conecta dois n6s. Por ultimo, a malha ou
laco é o trecho ou caminho fechado iniciando de um n6 ou qualquer outro ponto do
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circuito e terminando no mesmo ponto que comecgou.

Tendo esses conceitos esclarecidos é possivel afirmar que, de acordo com
Kirchhoff em sua primeira Lei (também conhecida como Lei dos Nés), a soma
algébrica das correntes de todo ndé de um circuito € sempre igual a zero. Logo é
possivel concluir que:

, em que N € o numero de ramos conectados ao n6 analisado e |_é a enésima
corrente que chega ou sai do n6. Normalmente, considera-se (por convengao) que
as correntes que chegam ao nd sao positivas e as que saem negativas. Entretanto
isso muda dependendo do autor. E possivel afirmar também, por meio dessa Lei,
gue a soma das correntes que chegam ao né é igual a soma das correntes que saem
desse né.

Ja a segunda Lei de Kirchhoff (também conhecida como Lei das Malhas) diz
que a soma algébrica das tensdes ao longo de uma malha é sempre igual a zero.
Desta forma

M
2V, =0 (6)

m=1

, em que M é o nimero de tensGes presentes ao longo da malha analisadae V_
€ a m-ésima tensao. Conclui-se, por meio desta Lei, que a soma das elevacodes de
tensao é igual a soma das quedas de tensdao em uma malha.

4 1 DESENVOLVIMENTO TEORICO

A necessidade de encontrar as grandezas elétricas em um circuito implicara
na resolucdo de um sistema de equacdes lineares. Com isso, definimos a igualdade
a seguir:

ayx, +azx; + -+ ayx, =b )

€ uma Equagcéo Linear, na qual x,,x,,...x s8o as variaveis; a,,a,, ...,0_ S80 0s

respectivos coeficientes das variaveis e € chamado de termo independente.
Assim, um sistema linear com equacdes e variaveis, € um conjunto do tipo:
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auxl + ﬂlzxz + -+ alnxn = bl
ﬂzlxl + azzxz + -4+ Cl2nxn = bZ

An1 Xy + Amz X2 + -+ ApnXn = bm @)

coma,l<si=m, 1=<j=<n, nameros reais (ou complexos). Uma solugcdo do
sistema pode ser expressa por uma n-upla de nameros (x,, X,, ..., X ) que satisfazem,
simultaneamente, todas as m equacgdes dadas.

As solugcbes encontradas para o sistema serdo varidveis do circuitos tais
como correntes e quedas de tensao. Para a resolucao, utilizaremos o Algoritmo da
Eliminacdo de Gauss, o qual consiste em fazer opera¢cdes com as alinhas da matriz
ampliada do sistema afim de obter um sistema equivalente ao primeiro (BOLDRINE et
al, 1980). Tal processo visa encontrar a solu¢ao do sistema e, desta forma, encontrar
as variaveis do circuito. A seguir, tem-se (2) na forma matricial:

Ay Qqp = in 1 [X by
A1 Gz - Ggzp | [X2| _ | D2
A1 Qmz " Qppld Xy bm

(3)

Uma outra forma que (3) poder ser representado € através da matriz ampliada
do sistema, (4), onde cada linha da matriz pode ser entendida como sendo uma
representacao das equagdes que compdem o sistema.

11 Qi3 - Qup by
Ay Gz ' Ay by

@m1 Gmz " Gmn by
(4)

Dentre as formas para determinar os valores das variaveis, podemos citar
o Algoritmo da Eliminacdo de Gauss, que sera utilizado para os exemplos deste
trabalho. No entanto, para sistemas com um grande numero de equacdes, este
método é inviavel. O que leva a necessidade de uma implementagao computacional.

51 METODOLOGIA

O presente trabalho se alicerca em uma pesquisa aplicada, exploratoria e de
cunho bibliografico e que busca gerar conhecimentos para aplicacdo em situacdes
praticas bem como descrever uma das potencialidades dos sistemas lineares que,
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neste caso, trata-se da resolucao de circuitos de corrente continua.

A seguir, sera apresentada a ferramenta conhecida como Método da Eliminagcé&o
de Gauss o qual é utilizado para a resolucéao de sistemas lineares.

Considerando a matriz dos coeficientes, (4), o método de Gauss consiste em
fazer convenientemente operacdées com as linhas da matriz afim de obter uma matriz
triangular superior equivalente a matriz dada (SANTOS, 2016).

Para aplicar o método de Gauss, sera necessario realizar seguintes operacoes
elementares:

« Permutar duas linhas ou duas colunas;
+  Multiplicar uma por uma constante nao-nula;
+ Adicionar um multiplo de uma linha a outra linha.

Para triangularizar a matriz dos coeficientes pelo método de Gauss, segue-se
0s passos seguintes (SANTOS, 2016):

1. Eliminacao da primeira coluna:

Supondo que a,,# 0 (pivd), eliminamos a incognita x, das Gltimas n - 1 equagdes
fazendo:

41 .
Li{—Lj——'Lh '1-22:,"',1"!-
11

onde L, é a i-ésima linda do sistema de equagbes. Em se tratando dos
coeficientes para cada i =2, ..., n temos:

2 i1 .
a;; = aij —— - aij, j=2,---.n
¥ F
11
3 i1
by = b ——-by.
a11

onde o indice 2 indica o valor atualizado de a, e b, neste passo. Com isso, 0
sistema ganha a seguinte configuracéo:

aiir1 + apres + -+ apTan = b
9 2 0
asery + -+ + ag,Tn, = by
ApoT2 + -+ + dp,Tn = by

2. Eliminacao da segunda coluna:

Supondo ao?,, # 0 (piv0), eliminamos a incognita x, das uUltimas n - 2 equagdes
fazendo:
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a2
Lﬁ{—Lf——;ﬂ'L'l] '!-:3,"'
39

!ﬂ'

em se tratando dos coeficientes, para cada i = 3, ..., n temos:

3 2 a"ﬂﬂ 2
— i M
ﬂ"l:j = ﬂ.ij_T'aﬂj;._ 3—3._"'!,?1
a’QE
3 2 a?ﬂ 2
T
b.i —_ b.i - _2 " bz-
ﬂ'ﬂﬂ

onde o indice 3 indica o valor atualizado de a, e b, neste passo. Com isso, 0
sistema ganha a seguinte configuracéao:

111 + 9o + dyaly + -+ Ty = bl
2 2 2 —
4 G'SBIE + " + ﬂ-s_n.r-ﬂ = bﬂ
n - i . K
paln + + Upptn n

3. Eliminacao da k-ésima coluna:

Supondo agora a*, # 0 (pivd), eliminamos a incognita x, das ultimas n - k
equacdes fazendo:

k
a- 3
Li+Li——%.Ly, i=k+1,---,n
Tk
em se tratando dos coeficientes, para cada i =k +1, ..., n temos:
ﬂk..l'-c k
k41 _ _k ik |k -
ay; = Uy — — " Qa9y, j=k+1, ;1
Aok
k
Pl — Bk l Bk
i — Y k 2
Qe

onde o indice 3 indica o valor atualizado de a, e b, neste passo. Com isso, 0
sistema ganha a seguinte configuracéo:

F
a1y + aqare + ayary + o+ dApTp = 51_
2 2 2 _ 12
4 QyeT3 + -+ + a3, T, =Dy
n _In
% a'ﬂ.ﬂ.‘r'n- _— bﬂ-

No caso de um pivo ser nulo, deve-se obter um pivd nao nulo intercambiando a
posicao com uma das linhas inferiores.
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6 | RESULTADOS E DISCUSSAO

Para iniciar as discussodes, vamos calcular as correntes no circuitos elétrico a
sequir:

Figura 3 — Circuito elétrico.

Aplicando as leis de Kirchhoff, ficamos com o sistema a seguir (ja simplificado):

I1+f2_13=ﬂ
2I1_3;2 = _4

3!2 + 5_;3 = 21

Aplicando agora o método de eliminacdo de Gauss, eliminamos a primeira
coluna da segunda equagéo:

1’1+1’2_!3=ﬂ
01, — 51, + 21, = —4

3L, + 5I; = 21

A seguir, vamos eliminar a segunda coluna da terceira equacao:

11+IZ_I3=G
Ol — 51, + 21, = —4

31 93
O + 00, + =1 =

Resolvendo a terceira equacdo e substituindo os resultados nas demais,
encontra-se como resultados |, = 1A, I, =2A e |, = 3A.
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Como pdde ser observado, este trabalho teve como objetivo abordar os modelos
lineares utilizados para representar os dispositivos de um circuito elétrico. Apés uma
breve definicao de circuitos, metodologia de resolucéo e exemplificacéo, esperamos
que o leitor deste consiga aplicar a Algebra Linear na resolucéo de circuitos elétricos
de corrente continua.

Com o dispositivo pratico apresentado é possivel, além de resolver problemas de
diversos tipos inerentes ao tema, avancar muito mais, criando até mesmo algoritmos
computacionais de resolucao, utilizando-se de lagos para eliminagdes de colunas e,
consequentemente, variaveis.

7 | CONSIDERACOES FINAIS

Esperamos ter reforcado acerca da importancia dos sistemas lineares e
suas aplicagdes nos circuitos elétricos de corrente continua, tanto para o campo
da engenharia quanto nos mais variados campos das ciéncias, uma vez que esse
assunto € muito importante para diversas areas de varias engenharias e areas afins.
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