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CAPÍTULO 5

EMPREGABILIDADE DOS MODELOS 
BIOESTATÍSTICOS NA PRODUÇÃO ANIMAL

Mérik Rocha Silva
Zootecnista, Mestre em Ciência Animal. 

Universidade do Estado de Mato Grosso. 
merikrocha@hotmail.com

 

RESUMO: Entre as diversas ferramentas utilizáveis 
nos estudos do crescimento de animais, ocorrem 
os modelos matemáticos de Brody, Gompertz, 
Logístico, Richards, von Bertalanffy, entre outros; 
cujas propriedades  compõem os modelos de 
regressão não linear empregáveis na descrição do 
processo de crescimento animal. Estes projetam 
parâmetros passiveis de interpretação biológicas, 
como por exemplo o ponto de inflexão da curva 
de crescimento. As pesquisas com modelos 
bioestatísticos ocorrem sob diferentes enfoques, 
desde planejamento nutricional e produtivo, 
até para seleção dos animais mais precoces, e 
consequentemente obtenção de melhoramento 
genético. Sendo que para cada banco ou rol 
de dados, ocorre um modelo ou uma versão da 
parametrização mais ajustada. Sendo identificável 
o quanto cada modelo é mais ajustado através de 
ferramentas estatísticas como a soma de quadrado 
dos resíduos, índice assintótico; e quando possível 
a emissão do logaritmo da verossimilhança os 
critérios de informação de Aikake e Bayesiano. 
Assim sendo, ocorre a avaliação do modelo mais 
ajustado, e sequencialmente a interpretação 
do crescimento dos animais, evidenciando as 
mudanças nos pesos corporais decorrentes 

de mudanças fisiológicas, principalmente 
relacionadas a reprodução, possibilitando até 
mesmo a definição do momento do abate, por 
exemplo.
PALAVRAS-CHAVE: Gompertz, Logístico, Richards, 
von Bertalanffy, crescimento

ABSTRACT:  Between the various tools useful in 
studies of growing animals, there mathematical 
models of Brody, Gompertz, Logistic, Richards, 
von Bertalanffy, among others; whose properties 
comprise the nonlinear regression models 
employable in the description of animal growth 
process. It is also possible to compare different 
individuals in similar physiologic stages. such 
as the point of inflection of the growth curve. 
Research with biostatisticians models occur 
under different approaches, from nutritional and 
productive planning, even for selection of the 
earliest animals, and consequently obtaining 
breeding. And for each database or list of data, 
there is a model or a version of the more adjusted 
parameter. It is identifiable how much each model 
is more adjusted using statistical tools as the 
sum of squared residuals, asymptotic index; and 
where possible the issue of the log-likelihood the 
information criteria and Bayesian Aikake. Thus, 
there is more suited to evaluation of the model and 
sequentially interpreting animal growth, showing 
the changes in body weights due to physiological 
changes, mainly related to reproduction, even 
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allowing for the definition of the time of slaughter, for example.
KEYWORDS: Gompertz, Logístico, Richards, von Bertalanffy, growth

INTRODUÇÃO

Os modelos matemáticos e estatísticos se projetam como instrumento nas diferentes 
atividades relacionadas à produção animal. Segundo Barros et al. (2012) aperfeiçoa-se 
a alocação dos recursos e maximização dos lucros. Ocorrência e desenvolvimento de en-
fermidades, bem como as projeções das futuras incidência e efeitos como mortalidade, 
podem ser estimados através do uso de modelos estatísticos (HIRATA et al., 2014). Espe-
cialmente os fenômenos biológicos, deste os fenômenos fisiológicos e intracelulares (SÁ 
et al., 2015) até os complexos fenômenos que envolvem muit-eventos biológicos como 
crescimento ou reprodução.

Para interpretação dos fenômenos biológicos, resumidos pelos modelos todo o cres-
cimento em alguns pontos estratégicos do desenvolvimento ponderal (THOLON e QUEIROZ, 
2009); Empregando três ou quatro parâmetros para sintetizar as características de cres-
cimento da população (FREITAS, 2005); permitindo descrever a evolução, por exemplo, do 
peso dos indivíduos em função da idade; possibilitando ocorrer à comparação de animais 
diferentes que estejam em estados fisiológicos equivalentes; bem como identificar animais 
mais pesados em idades mais precoces; inclusive permitindo obter a variância entre indi-
víduos sob avaliação genética. 

Sallum Neto et al. (2013) discutem o fato de que modelos não-lineares são represen-
táveis por um padrão sigmoide, que torna conveniente o seu uso no estudo do desenvolvi-
mento de organismos vivos; normalmente com rápido crescimento inicial, desaceleração e 
posterior estabilização do crescimento. Para Tholon e Queiroz (2009) a função de Richards 
originou os modelos de curvas de crescimento mais utilizados na avicultura, principalmente 
em decorrência da possibilidade dos parâmetros apresentarem interpretações biológicas.

Ainda segundo os últimos autores, os principais fatores que influenciam a variação 
dos parâmetros preditos pelas curvas de crescimentos são: espécie, sistema de criação 
e sexo, ou seja, os parâmetros estimados em cada modelo notoriamente são diferentes a 
cada espécie, animal ou vegetal, havendo também variação nos valores dos parâmetros 
entre animais da mesma espécie. No entanto, sob diferentes sistemas de criação; e obvia-
mente, com relação a sexo, onde majoritariamente machos e fêmeas, apresentam varia-
ção suficiente que altere os parâmetros do mesmo modelo, para cada sexo.

Carneiro et al. (2014) esclarece que o crescimento dos animais influencia diretamen-
te com a quantidade e a qualidade da carne produzida. Sendo as informações auxiliares 
na definição de sistemas de produção mais adequado a cada raça e região, contribui para 
seleção de animais mais precoces e ainda na projeção de programas nutricionais de ani-
mais sob desenvolvimento.

Projeta-se como objetivo revisar e identificar os parâmetros intrínsecos para o uso de 
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modelos estatísticos como ferramenta ao pesquisador da ciência animal, com foco no fe-
nômeno de crescimento; com vistas a elucidar os princípios, limites e potencialidades dos 
modelos bioestatísticos de crescimento.

MODELOS DE REGRESSÃO NÃO-LINEARES

Os modelos não-lineares procedem bons ajustes a curvas de crescimento de ani-
mais e outros dados biológicos, sendo mais eficiente na emissão de parâmetros do que 
os modelos lineares (CARNEIR, et al., 2014). Segundo Nelder (1961), o pesquisador Pütter 
(1920) foi o pioneiro no estudo da curva de crescimento utilizando modelos de regressão 
não aleatória. Winsor (1932) aponta Wright (1926) como primeiro autor a utilizar o modelo 
de Gompertz no estudo de animais de interesse zootécnico. Cabe-nos destacar o impor-
tante trabalho de F. A. Davidson (DAVIDSON, 1928), no estudo dos ciclos de vida de vacas 
Jersey PO “Growth And Senescence In Purebred Jersey Cows” que promoveu significativos 
avanços (WINSOR, 1932).

Sequencialmente as publicações mais relevantes, considerando a atual usabilidade 
dos modelos, foram: Samuel Brody em 1945; Ludwig von Bertalanffy, principalmente o 
trabalho publicado em 1957; Richards em 1959; J. A. Nelder que apresentou uma gene-
ralização da curva de crescimento representada como Modelo Logístico; e, finalmente, a 
bióloga de Illinois, Anna Kane Laird, cujos estudos culminaram no uso amplo do modelo de 
Gompertz para descrever as curvas de crescimento de animais.

Claramente os modelos foram desenvolvidos para os mais diversos fins, no entanto, 
foram os pesquisadores supracitados que disseminaram os modelos para o estudos dos 
fenômenos biológicos envolvidos no crescimento como um todo, do nascimento à morte. 
Ocorrem outros modelos, potencialmente utilizáveis, e sempre ocorrerão publicações que 
proporão o uso de novos modelos. Todavia, diante da eficiência destes modelos: Brody, 
Gompertz, Logístico, Richards, von Bertalanffy; sendo estes os modelos que recorrente-
mente  obtêm os ajustamentos mais eficientes.

A usuabilidade dos modelos de regressão não linear não está restrita ao uso em cur-
va de crescimento; sendo amplamente empregados em outras áreas da ciência. Na ciência 
animal, pode-se enfatizar o crescente uso em estudos de populações de microorganismos 
ruminais, incidência e tamanhos de populações de espécies específicas, entre outros.

Os modelos são empregáveis no estudo do crescimento corporal, bem como no es-
tudo de partes anatômicas específicas a exemplo de Hamouda e Atti (2011), que conside-
rando que os cordeiros que promovem maior armazenamento de gordura, principalmente 
na cauda, durante o período de aleitamento, são potencialmente mais eficientes em outros 
desempenhos; sendo aferido que o modelo de von Bertalanffy foi o ajustado para descre-
ver o crescimento da cauda gorda de 695 cordeiros Barbarine.

Tholon e Queiroz (2009) e Carneiro et al. (2014) apontam  que as interpretações da 
curva de crescimento indiretamente cooperam com o desenvolvimento de outras áreas da 
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pecuária, principalmente a gestão das dietas e melhoramento genético animal. Segundo 
pesquisadores, os maiores ganhos genéticos para peso corporal estão relacionados com 
a identificação dos animais a partir do peso corporal em idades próximas ao ponto de in-
flexão, que é comumente identificado como um dos parâmetros que compõem os modelos 
matemáticos. Além de fornecer auxílio dos parâmetros estimados pelos modelos matemá-
ticos para dimensionar a precocidade e a velocidade de ganho de peso de cada animal.

 Os pontos críticos de mudança na velocidade e na taxa de crescimento são impor-
tantes, são ocasiões que demandam mais intensa atenção do produtor. Estas ocasiões são 
identificadas pelos modelos não-lineares, por meio de parâmetros estimados ou de valores 
obtidos a partir dos mesmos (CARNEIRO et al., 2014).

Os modelos lineares utilizam uma matriz de incidência para obtenção de uma única 
solução, ou seja, consideram que há exclusivamente distribuição linear dos parâmetros. 
Por outro lado, os modelos não-lineares utilizaram uma matriz de informações podendo 
apresentar parâmetros estimados entre seus elementos. Os modelos de regressão não 
linear utilizam de processos interativos para identificar um valor mínimo para a soma de 
quadrados do resíduo, e estima a solução dos problemas através da substituição dos pa-
râmetros por valores prováveis (THOLON e QUEIROZ, 2009).

Ainda segundo os últimos autores, as curvas de crescimento apresentam modelos 
dinâmicos, onde os parâmetros podem variar ao longo do tempo; também empíricos, haja 
vista que os dados são obtidos sem considerar os passos intermediários que ocasionaram 
a resposta final. E finalmente, são modelos determinísticos, ou seja, é obtida uma única 
resposta  para cada idade (t). Todavia, com possibilidade de mensurar a variabilidade dos 
indivíduos que compõem a população através da estimação dos parâmetros de dispersão.

Origem dos principais modelos de crescimento

Os modelos não lineares publicados por Richards em 1959 debate os modelos de re-
gressão para dois estudos diferentes. Para o estudo dos fenômenos metabólicos aplica-se:

      
y (y∞) = { n

k
− ( n

k
− y0−m)e−(1 − m)kt }

1/(1−m)

y = peso do animal
n = constante de anabolismo
k = constante de catabolismo
y0= tempo igual a zero

Obtém-se as constante de anabolismo e catabolismo, sendo possível ajustar o valor 
de m em razão do consumo de oxigênio e proporcionalidade do metabolismo em relação a 
área de superfície animal.
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O mesmo modelo é empregado em estudos de curvas de crescimento, como: 

       
Y1−m = A1−m − Bexp−kt

Sendo que, 

A 1-m = n/k 
B = n/k – y0

(1-m) 
k = (1-m)k

O valor de B segundo Freitas (2005) pode ser tido também como = 
A1-m – y0

(1-m). O modelo foi reparametrizado para:

Y1−m = A1−m − (1 ± Bexp−kt)

Sendo que, 
B = ±BA1-m

Empregando-se o sinal – quando “m” for menor que 1 e o sinal + quando “m” for 
maior que 1.

Os principais parâmetros utilizados, A, B, K, m 

O parâmetro “A” perfaz uma estimativa do peso corporal assintótico ou o que viria a 
ser o peso limite do animal considerando que o tempo e vida seria infinito (t∞). Como 
na maioria dos casos os animais são abatidos antes do peso adulto ser atingindo, tem-se 
através do parâmetro A uma estimativa do peso quando o animal atingir a maturidade, na 
maioria dos casos superior ao peso constatado nas últimas pesagens.

“B” não é um parâmetro, e sim uma constante; que não apresenta interpretação bio-
lógica, todavia, com função de modelar a curva sigmoidal que imprime o desenvolvimento 
do crescimento. Entre os principais modelos há variações significativas em torno do valor 
de B. No caso do modelo de Gompertz, quando m  1, obtém-se o valor de B por meio da 
equação B=(y0/A)1-m. . A constante “b”, atua nas funções como uma constante de integra-
ção sem interpretação biológica, com função de adequar o valor inicial ao peso corporal 
dos animais (DARMANI-KUHI et al., 2010; DRUMOND et al., 2013). 

A outra constante que compõe os modelos, “k”; perfaz o índice de maturidade. É 
constituída pela razão de taxa de crescimento máxima com relação ao peso adulto. Os 
valores estimados projetam a taxa de redução na taxa de crescimento relativo.

Para Tholon e Queiroz (2009) entre os habituais modelos utilizados no estudo da 
curva de crescimento de aves (Gompertz, Logístico, von Bertalanffy e Brody) a principal 
diferença se dá em relação ao parâmetro de inflexão (m); que determina a posição da infle-
xão na curva, refletindo sobre o grau de curvatura sigmoide. Na função de Richards, “m” é 
tida como variável. Referindo como “m”=-1 na função Logística, “m”=1 na função de Brody 
e 3 (“m”=3) na função de Bertalanffy; ou seja, “m” nestas últimas três funções citadas, 
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assume valores fixos; além de tender ao infinito na função de Gompertz.
O ponto de inflexão é diferente entre os modelos, Gompertz próximo de 1, Logístico 

quando é igual a 2, Richards não apresenta ponto de inflexão fixo, von Bertalanffy  perfaz 
2/3 do período necessário ao peso assintótico (do Ó, 2012). 

Modelo de Brody

O modelo de regressão não linear desenvolvido pelo pesquisador Samuel Brody foi  
Empregado em mais de cinco mil publicações, nas diversas áreas do conhecimento. Atual-
mente está entre os modelos matemáticos mais habitualmente empregados no estudo da 
curva de crescimento de animais, tendo como vantagem ser capaz de resumir em poucos 
parâmetros informações do desenvolvimento ponderal dos animais. 

Segundo Goshu e Koya (2013) o modelo de Brody admite que o ponto de inflexão 
corresponde ao nascimento do animal, não para sigmoide, assumindo ponto inflexão igual 
a peso ao nascimento. Ou seja, é o único entre os trabalhos discutidos que não faz men-
ção ao ponto de inflexão, que é usualmente empregado nas discussões e interpretação da 
curva de crescimento.

O modelo Brody é apresentado na Equação 1:

Yt = A (1 – Be-kt) + Ɛ.   (Equação 1. Modelo de Brody segundo Sarmento et al.,2006)

Modelo de Gompertz

Em 1825 Benjamim Gompertz publicou o artigo Philosophical Transactions of the 
Royal Society. Segundo o Charles Winsor (WINSOR, 1932), citado por inúmeros artigos 
acadêmicos; inicialmente a curva de Gompertz foi empregada restritamente sob interesses 
atuariais, em estudos da vida humana e sua duração; tanto no aspecto biológico quanto 
econômico, a partir do interesse em estimar estatisticamente probabilidade de fenômenos 
naturais, como a morte ocorrer. 

Segundo Casas et al. (2010) o modelo de Gompertz assume uma taxa de cresci-
mento pós-natal que monotonamente recebe incrementos até alcançar uma taxa máxima, 
quando passa a decrescer assintoticamente, formando uma curva sigmoidal. No início da 
curva é observado uma taxa de crescimento próxima do zero, que também pode ser deno-
minada de fase lag; que representa o período de desenvolvimento do sistema imunológico, 
entre outros, por vezes limitado ao valor de delta, que corresponde à idade na qual a linha 
tangente perfaz o ponto de inflexão, quando corta o eixo x (horizontal).

Espera-se que o modelo de Gompertz, para curvas de crescimento, apresente ade-
quado ajuste aos dados de peso, com ponto de inflexão pouco superior a 1/3 do peso 
adulto, algo em torno de 37% do crescimento concluído (WINSOR, 1932). 

Ainda, conforme o autor, a equação de Gompertz surgiu a partir de modelos de cres-
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cimento autorregulados, onde a taxa de crescimento decresce exponencialmente com 
o decorrer do tempo, alcançando o ponto de inflexão; envolvendo duas exponenciais na 
Equação 2.

                                      (Equação 2 - Modelo de Gompertz segundo Fialho, 1999)

Modelo Logístico

A partir da equação logística, apresentada por von Bertalanffy (1957) com cinco pa-
râmetros, o pesquisador inglês J. E. Nelder em 1961 publicou o artigo The Fitting of a 
Generalization of the Logistic Curve na revista Biometrics. Entre os entraves no uso dos 
modelos, Nelder (1961) expõe a deficiência em recursos computacionais disponíveis ao 
processamento, sendo problematizado pelo uso de cinco parâmetros em modelos de re-
gressão não linear. O modelo apresentado está disposto na Equação 3.

        Yt = A (1 + Be-kt)-1 + Ɛ (Equação 3. Modelo Logístico segundo Ó et al., 2012)

Freitas (2005) apresenta o modelo Logístico como mais versátil para descrever a 
curva de crescimento de oito espécies animais; para o pesquisador o modelo foi utilizado 
na seguinte versão: y = A/(1 + e-kt)m.

Modelo de von Bertalanffy

A publicação original do biólogo australiano von Bertalanffy em 1938 apresentou o 
modelo matemático desenvolvido para analisar o ganho de peso de peixes. Alguns autores 
(SCAPIM e BASSANEZI, 2008) apontam que o biólogo objetivou acomodar características 
metabólicas relacionadas à variação da massa corporal em função da constante de ana-
bolismo e da constante de catabolismo. A publicação de Ludwig von Bertalanffy em 1957 
no volume 132 do The Quarterly Review of Biology abordou os diferentes tipos de cresci-
mento, nas várias classes animais, esclarecendo a relação entre tipos metabólicos e tipos 
de crescimento. 

Através da função (Equação 5) foi elucidado o quanto o fenômeno biológico da pu-
berdade influencia na curva de crescimento dos animais, promovendo uma “quebra” re-
presentada pela desaceleração em função de direcionamento dos recursos corpóreos a 
processos alheios ao crescimento corporal, principalmente em mamíferos (BERTALANFFY, 
1957).

       Yt = A (1 – Be-kt)3 + Ɛ  (Equação 5. Modelo de von Bertalanffy segundo Drumond 
et al.,2013)

Modelo de Richards

O modelo de von Bertalanffy foi a base do modelo desenvolvido por F. J. RICHARDS 
(Equação 6), que culminou na publicação de 1959 do Journal of Experimental Botany. O 

Yt  =  Ae−e−B(t−K ) +  Ɛ 
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modelo também denominado “Chapman-Richards”, se caracteriza como uma forma esten-
dida do modelo de von Bertalanffy, sendo tida como mais flexível, principalmente graças 
ao emprego de quatro parâmetros, em relação aos demais com três (RICHARDS, 1959).

Yt = A (1 – Be-kt)m + Ɛ  (Equação 6. Modelo de Richards segundo Sarmento et 
al.,2006)

Critérios de avaliação de modelos de regressão

Ocorrem pelo menos algumas dezenas de modelos empregáveis no estudo da curva 
de crescimento de animais, originalmente desenvolvidos em condições e sob propósitos 
diversos; repercutindo em modelos com variações estruturais suficientes para justificar a 
seleção qualitativa a partir dos resultados obtidos com cada modelo. Daí a ocorrência dos 
critérios utilizáveis na comparação dos modelos.

Os avaliadores da qualidade de ajuste dos modelos de regressão empregáveis são 
diversos. 

Coeficiente de determinação ajustado (R2
aj)

Através deste é possível dimensionar a qualidade do ajuste do modelo quanto aos 
dados, sendo atribuído de 0 a 1 o quanto da variação dos dados é abordado ou controlado 
pelo modelo, tendo os demais atribuídos como resíduo. Corrige-se o R2 (coeficiente de de-
terminação) obtido pela divisão do numerador SQR (Soma de quadrados do resíduo) pelo 
denominador SQT (Soma de Quadrado Total) através da Equação 7.

                                                         (Equação 7: Coeficiente de determinação 

ajustado) 

Onde,                   ;

Soma de Quadrados do Resíduo, SQR:

         
SQR =

n

∑
i=1

(Yi − Ŷi)
2

Soma de Quadrados Total, SQT:

         
SQT =

n

∑
i=1

(Yi − Ȳ)2

n é o número de observações utilizadas para ajustar a curva;
p é o número de parâmetros na função, incluindo o intercepto.

Preconiza-se o menor R2
aj possível, mas este isoladamente talvez não seja o critério 

R2
aj = R2 − ( p − 1

N − p )(1 − R2)   

R2 =
SQR
SQT
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mais completo para avaliar o ajuste de um modelo, haja vista, que a projeção se dá sob 
médias, deixando de atribuir o índice de erro ou falta de ajuste em relação aos períodos de 
tempo. Todavia, é um critério de relativa baixa complexidade na obtenção e importante na 
avaliação dos modelos, o que o tem projetado como o índice mais habitualmente emprega-
do para dimensionar a precisão de modelos de regressão lineares ou não-lineares. 

Topal et al. (2004), avaliando duas espécies ovinas (Morkaraman e Awassi) até 360 
dias de vida na Turquia; utilizaram somente o R2 como critérios para aferir qual melhor 
modelo.

Índice Assintótico (IA)

Pode-se empregar alguns critérios como indicativos do nível de adequação do mode-
lo sob uso, entre os usuais, está o Índice Assintótico (IA) descritos originalmente por Ra-
tkowsky (1990) citado por Peddada e Haseman (2005), sendo preconizado o menor valor 
para assumir o modelo mais ajustado.

O índice assintótico (IA) propicia uma análise do nível de ajuste dos modelos favorá-
vel à comparação exclusivamente entre modelos com o mesmo número de parâmetros; 
ocorrendo habitualmente precipitações na conclusão de observações utilizando este para 
avaliar modelos como o de Richards em relação a modelos que empregam três parâmetros 
para descrever fenômenos biológicos, como por exemplo Gompertz e o modelo logístico.

Critério de Informação de Akaike (AIC)

Akaike (1974) publicou um critério que emprega o logaritmo da função de verossimi-
lhança para estimar um valor, cujo modelo a que se atribuir o menor valor, projeta-se ser o 
mais ajustado (Equação 8). Importante, haja vista, que nem sempre o modelo mais para-
metrizado é o melhor (princípio da parcimônia). Sendo almejado identificar modelos com 
menor AIC, obtendo-se assim melhor ajuste.

                                                                 Equação 8: Critério de Informação de Akaike) 

onde; 
p é o número de parâmetros;
=Likelihood ogLike é o logaritmo da função de verossimilhança.

Critérios de Informação Bayesiano (BIC)

Schwarz (1978) apresentou o critério que assim como AIC (Equação 9), leva em con-
sideração o grau de parametrização do modelo. Assim como AIC, é preconizado o menor 
valor de BIC para identificar o modelo mais ajustado.

                                                       , (Equação 9: Critérios de Informação Bayesiano)

Onde n é o número de observações utilizadas para ajustar a curva.

A IC = − logLike + 2p,  (

BIC = − 2loglike + 2pln(n)
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CONCLUSÃO

Os inúmeros estudos científicos tratando do crescimento animal têm sido melhor 
executados em razão dos avanços nos recursos computacionais, com maior brevidade na 
obtenção dos resultados. Graças aos critérios de avaliação, obtem-se uma estimativa da 
precisão, cuja qual têm se mantido satisfatória, contudo a forma como cada modelo tra-
balha o ponto de inflexão influencia siginificativamente no nível de ajuste e naturalmente 
na escolha do modelo melhor ajustado. Sendo de alta precisão, pouco exigente em ter-
mos computacionais e recorrente como protocolo na maioria dos softwares estatísticos, os 
modelos bioestatísticos são altamente empregáveis, seja como metodologia principal ou 
assessoria a interpretação dos dados experimentais. 
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