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APRESENTACAO

O livro “Estudos Interdisciplinares nas Ciéncias Exatas e da Terra e Engenharias”
de publicacdo da Atena Editora apresenta em seu 5° volume 37 capitulos com
tematicas voltadas a Educacdo, Agronomia, Arquitetura, Matematica, Geografia,
Ciéncias, Fisica, Quimica, Sistemas de Informacgédo e Engenharias.

No ambito geral, diversas areas de atuacdo no mercado necessitam ser
elucidadas e articuladas de modo a ampliar sua aplicabilidade aos setores
econOmicos e sociais por meio de inovagdes tecnologicas. Neste volume encontram-
se estudos com teméaticas variadas, dentre elas: estratégias regionais de inovacéo,
aprendizagem significativa, caracterizagao fitoquimica de plantas medicinais, gestéo
de riscos, acessibilidade, anélises sensoriais e termodinadmicas, redes neurais e
computacionais, entre outras, visando agregar informacdes e conhecimentos para a
sociedade.

Os agradecimentos do Organizador e da Atena Editora aos estimados autores
que empenharam-se em desenvolver os trabalhos de qualidade e consisténcia,
visando potencializar o progresso da ciéncia, tecnologia e informacédo a fim de
estabelecer estratégias e técnicas para as dificuldades dos diversos cenarios
mundiais.

Espera-se com esse livro incentivar alunos de redes do ensino basico, graduacéao
e pos-graduacdo, bem como outros pesquisadores de instituicbes de ensino,
pesquisa e extenséo ao desenvolvimento estudos de casos e inovacgdes cientificas,
contribuindo na aprendizagem significativa e desenvolvimento socioeconémico rumo
a sustentabilidade e avancos tecnolégicos.

Cleberton Correia Santos
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CAPITULO 8

METODO DE MULTIPLAS ESCALAS APLICADO AO
OSCILADOR DE VAN DER POL

Higor Luis Silva
Universidade Federal de Uberlandia, Faculdade
de Engenharia Mecénica

Uberlandia — MG

Denner Miranda Borges
Universidade Federal de Uberlandia, Faculdade

de Engenharia Mecénica
Uberlandia — MG

RESUMO: A equacao de Van der Pol é um tipo
de oscilador auto-excitado que exibe diferentes
escalas temporais que se acumulam em um
ciclo-limite. Independente das condi¢desiiniciais,
€ demonstrado que o oscilador converge para
um ciclo-limite de amplitude definida. Neste
trabalho, o método das multiplas escalas é
aplicado para obter a resposta aproximada do
oscilador de Van der Pol, validando a teoria
das perturbacbes. Para tal, é realizada uma
expansao temporal de segunda ordem, ou seja,
em duas escalas temporais.
PALAVRAS-CHAVE: Dinamica
Multiplas escalas, Van der Pol.

nao-linear,

MULTIPLE SCALE METHOD APPLIED TO
THE VAN DER POL OSCILLATOR

ABSTRACT: The Van der Pol equation is
a type of self-excited oscillator that exhibits

Estudos Interdisciplinares nas Ciéncias Exatas e da Terra e Engenharias 5

different time scales that accumulate in a limit
cycle. Regardless of the initial conditions, it is
demonstrated that the oscillator converges to a
definite amplitude limit cycle. In this work, the
multiple scaling method is applied to obtain
the approximate response of the Van der Pol
oscillator, validating the perturbation theory.
For this, a second order temporal expansion is
performed, that is, on two time scales.
KEYWORDS: Nonlinear dynamics,
scales, Van der Pol.

Multiple

11 INTRODUCAO

Aequacéo de Van der Pol, ou Oscilador de
Van der Pol, recebe este nome em homenagem
a Balthasar van der Pol, fisico e engenheiro
eletricista holandés que propbés o oscilador
durante os anos de trabalho na Philips. E
relatado que Van der Pol descobriu oscilagdes
estaveis em circuitos elétricos utilizando tubos
de vacuo para controlar a corrente elétrica
nos transmissores e receptores do circuito.
Estas oscilacbes estaveis sdao conhecidas
atualmente como ciclos-limite.

Guckenheimer et al. (2003) citam os feitos
de Van der Pol como importantes avancgos
nos campos de radio e telecomunicagdes na
primeira metade do século vinte. Segundo
os autores, 0s experimentos realizados por
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Van der Pol, sob diferentes condi¢des iniciais, convergiam para a mesma oOrbita de
amplitude finita. Este comportamento, que demonstrava-se diferente das solu¢des
obtidas para equacgdes lineares, levou 0 mesmo a propor a sua famosa equacéao
diferencial ndo-linear. Van der Pol (1960) referencia esta equagcdo como equacao
livre de Van der Pol. Posteriormente, outras importantes caracteristicas advindas da
equacao sao descritas por Van der Pol (1926), gerando as atualmente conhecidas
como “oscilagdes relaxadas”.

Neste trabalho, o método das multiplas escalas é aplicado para obter a resposta
aproximada do oscilador de Van der Pol, validando a teoria das perturbagdes. Para
tal, é realizada uma expansao temporal de segunda ordem, ou seja, em duas escalas
temporais.

21 FORMULACAO

Considere um sistema massa-mola com movimento oscilatério unidimensional
sob acao de uma forca restauradora. Para este sistema, tem-se a equacéo diferencial
para a posicao u do oscilador, dada na forma geral X+ f (x) = 0, onde f(u) pode ser
uma funcéo linear ou néo. A partir dessa equacéao, pode-se assumir equacdes do
tipo oscilador harmdnico, equacgao de Duffing, entre outros. Portanto, f(u) € um caso
geral onde pode-se identificar o tipo de linearidade que a equacao diferencial pode
assumir em um determinado sistema fisico.

Em seguida, reescrevendo essa expressdao em um sistema de coordenadas
convenientes, tal que x = u — u,, com u,sendo a posi¢éao de equilibrio do oscilador,
obtém-se a equagéo diferencial reescrita na forma X + f (x +u,) = 0.

Verifica-se que f pode ser expandido em série de Taylor em torno do ponto u,.
Com este procedimento, busca-se solu¢des aproximadas. Logo,

N
f(x+u)=Yax", com a, =%f‘”](ua} (1)
n=1

e f” denotando as n-ésimas derivadas no ponto u,. As condi¢des iniciais s&o
dadas pelas posicéo e velocidades iniciais. A partir das condi¢cdes iniciais, determina-
se as solugdes de maneira Unica.

No método das multiplas escalas, a ideia principal € aplicar uma transformacéao
na equacéo diferencial em estudo, sendo ela linear ou ndo, gerando uma série de
equacdes diferenciais lineares acopladas. Nesse sentido, o método define nvariaveis
T, de tempo, dadas por T = e", onde estas variaveis séo interpretadas como
diferentes escalas de tempo (multiplas escalas) e tomadas como independentes,
desde que o parametro € assuma um valor pequeno (ex: € = 1).
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Para estas diferentes escalas de tempo, observa-se que as derivadas na
variavel ttambém devem ser reescritas em termos das derivadas de T, na forma

£=i+£i+£2i+...=go+go1+... e i:ﬁo+2500£31+--- 2)
dat oT, aT, aT, dt®

As derivadas sao separaveis pela expansdao dos termos de acordo com
diferentes ordens de poténcias de €. Deste modo, pode-se assumir, entdo, uma
solucéo para a equacgao do sistema massa mola, levando-se em conta a expansao
dada pela Eq. 1, na forma

x(te) = x,(T, T, To..) +ex,(T, T, T,.. ) + O (&) @)

Substituindo as devidas substituicbes na equagéo X + f (x + u ) = 0, obtém-se
para cada ordem n em € uma equacao diferencial linear para a componente xn na
série da Eq. 3:

eDp % +apx =0,  &'05x +awyx, =-20,Dx, —a,x; €

n 2 .
e"DEx +alx =F(X,..X, )

As solucbes das equacbes de ordens menores aparecem como 0S termos
ndo homogéneos, F (xi,..., X ,) nas equagdes das ordens maiores. Portanto, este
€ um método iterativo; por exemplo, a solugéo da ordem zero influi na solucéao da
primeira ordem, enquanto a solucao da segunda ordem esta definida pelos efeitos
das solucdes das ordens zero e um, e assim por diante.

3| RESULTADOS

Utilizando o método das multiplas escalas, sera utilizada uma perturbacdo em
duas escalas de tempo para avaliar a equagao do oscilado de Van der Pol, dada por:

X—u(1-x)x+x=0 (4)

Para uma melhor adequacéo a notagao utilizada na formulagado desenvolvida
anteriormente, o parametro u sera mudado para €, resultando em X - €(1- x?) x+ x= 0.
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Na teoria da perturbacdo por multiplas escalas, assume-se que a solucéo é
da forma descrita na Eq. 3. Para facilidade de escrita, a variavel x(t,€) sera escrita
apenas como x, de forma a evitar qualquer confusdo. Assim, é preciso diferenciar
ambos os lados da Eq. 3 em relac&o a tpara substituir nos valores de x e X . Utilizando
a regra da cadeia em derivadas parciais no lado direito da Eq. 3 e as escalas de
tempo dadas por T ="t , tem-se:

= 0x 0L, oxol, (0% 0%0T) (0% 0x0T
AT, at  oT, ot | at AT, at at - aT, at (5)
= D,x, + £(Dyx, + D,x, ) + O (£°)

Utilizando o0 mesmo processo para X, € substituindo os resultados na Eq. 4 e
agrupando os termos semelhantes de poténcia €, a equacéo se torna

D5 X + X +( D5 X, + X, +2DD, %, +(X — 1D, % )¢ +O(&%) =0 6)

Como € =0, para o lado esquerdo da Eq. 6 ser zero, o0s coeficientes de poténcia
de € precisam ser zero. Assim, separando as equacoes, tem-se:

{D[sﬂ}:Djxn+xn=ﬂ (7a)

O(&"): Dy x, + x, = -2D,D,x, — (x5 —1)D,x, (7b)

Seja uma nova variavel (T1), definida como T = €t. A Eq. 7a é uma equacéao de
um oscilador harménico simples. A solugcéo geral pode ser escrita na seguinte forma
x0(t,t) = r(t)cos(t + @(t)) . Derivando essa expressao para encontrar D X, e D,D X,
e substituindo na Eq. 7b, obtém-se a seguinte forma expandida:

DEx, + X, = —2r(c)'(7)cos(t + d(r)) — 2r'(z)sen(t + #(r)) +
—r*(r)cos®(t + ¢(r))sen(t+ ¢(7)) + r(r)sen(t + ¢(r))

E possivel simplificar a notagdo na Eq. 8 definindo 6 = t + ¢(1) e aplicando
identidades trigonométricas, resultando:
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D x, + x, =—2r¢'cosf + [—2.'* - % r’+ r]sen.-? - }1 r’sen3@ 9)

Ambos os termos cos 6 e sen 6 sdo termos ressonantes na Eq. 9. Assim, para
evitar termos seculares na solucéo, é preciso definir os coeficientes de cos 6 e sen
6 como iguais a zero no lado direito da Eq. 9, uma vez que essas sao as proprias
solucdes da equacao diferencial homogénea asssociada no lado esquerdo da Eq. 9.
Portanto, obtém-se que:

2r¢ =0 (10a)

o1 , 1
—2r—1r3+r=0 - r =§r(4—r2] (10b)

A Eq. 10b pode ser escrita como um campo vetorial. Por outro lado, para
resolvé-la para seus pontos fixos, que sdo os pontos para o qual r" = 0; e dizendo
que r” = f(r), implica dizer que r(4 — r?) = 0. Dessa forma, obtém-se r=00u r=+2.
Entretanto, € de interesse apenas no dominio de r= 0.

A Figura 1 mostra claramente o retrato de fase do campo vetorial do oscilador
de Van der Pol em estudo. Na Fig. 1a, percebe-se que as trajetérias que comegam
acima de 2 convergem para um ciclo-limite de amplitude 2. Por outro lado, na Fig.
1b percebe-se que todas as trajetérias que comegam proximas a origem também
convergem para um ciclo-limite de amplitude 2. Assim, r'= 0 & um ponto fixo instavel,
enquanto ' = 2 é um ponto fixo estavel. Portanto, (1) - 2 a medida em que t - .
A partir da Eq. 10a, tem-se que ¢” = 0, entdo ¢(1) = @0, onde 0 € uma constante.
Desse modo, x(1,T) - 2 cos(t + ¢,) e, consequentemente, tem-se que

x(t) — 2cos(t + ¢,) +O(¢) (11)

a medida em que t - %. Assim, x(f) se aproxima de um ciclo-limite estavel de
raio 2+ O ().
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(a) (b)

origem.

41 CONCLUSOES

A equacao de Van der Pol € uma equacédo nao-linear fraca, que nao pode ser
resolvida na forma explicita. O método das multiplas escalas, dentro da teoria das
perturbagdes, € capaz de produzir uma boa aproximacgao para a solugcao da equacéo.
Foi demonstrado que o método das multiplas escalas pode ser utilizado para calcular
o ciclo-limite do oscilador de Van der Pol.

Neste trabalho, uma expansao de segunda ordem ¢é utilizada para obter-se a
solugcado aproximada. Foi demonstrado que, para quaisquer valores de condigoes
iniciais, a solugao € um ciclo-limite de amplitude definida. Para expansdes de ordem
elevada, o método de multiplas escalas pode tornar-se algebricamente complicado.
Contudo, o método é uma poderosa ferramenta matematica para obter solucdes
aproximadas de equacdes diferenciais, como a de Van der Pol, que ndo possuem
solucéao exata.
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