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APRESENTAÇÃO

O livro “Estudos Interdisciplinares nas Ciências Exatas e da Terra e 
Engenharias” de publicação da Atena Editora apresenta em seu primeiro volume 35 
capítulos relacionados temáticas de área multidisciplinar associadas à Educação, 
Agronomia, Arquitetura, Matemática, Geografia, Ciências, Física, Química, Sistemas 
de Informação e Engenharias. 

No âmbito geral, diversas áreas de atuação no mercado necessitam ser 
elucidadas e articuladas de modo a ampliar sua aplicabilidade aos setores 
econômicos e sociais por meio de inovações tecnológicas. Neste volume encontram-
se estudos com temáticas variadas, dentre elas: estratégias regionais de inovação, 
aprendizagem significativa, caracterização fitoquímica de plantas medicinais, gestão 
de riscos, acessibilidade, análises sensoriais e termodinâmicas, redes neurais e 
computacionais, entre outras, visando agregar informações e conhecimentos para a 
sociedade. 

Os agradecimentos do Organizador e da Atena Editora aos estimados autores 
que empenharam-se em desenvolver os trabalhos de qualidade e consistência, 
visando potencializar o progresso da ciência, tecnologia e informação a fim de 
estabelecer estratégias e técnicas para as dificuldades dos diversos cenários 
mundiais. 

Espera-se com esse livro incentivar alunos de redes do ensino básico, graduação 
e pós-graduação, bem como pesquisadores de instituições de ensino, pesquisa e 
extensão ao desenvolvimento estudos de casos e inovações científicas, contribuindo 
então na aprendizagem significativa e desenvolvimento socioeconômico rumo à 
sustentabilidade e avanços tecnológicos.

Cleberton Correia Santos
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COMPARAÇÃO ENTRE O MÉTODO DAS 
SOLUÇÕES FUNDAMENTAIS E O MÉTODO DOS 

VOLUMES FINITOS APLICADOS A UM PROBLEMA 
BIDIMENSIONAL DE DIFUSÃO DE CALOR

CAPÍTULO 20

Bruno Henrique Marques Margotto
Universidade Federal do Espírito Santo

Vitória – Espírito Santo

Carlos Eduardo Polatschek Kopperschmidt
Universidade Federal do Espírito Santo

Vitória – Espírito Santo

Wellington Betencurte da Silva
Universidade Federal do Espírito Santo

Alegre – Espírito Santo

Júlio Cesar Sampaio Dutra
Universidade Federal do Espírito Santo

Alegre – Espírito Santo

Luiz Alberto da Silva Abreu
Universidade do Estado do Rio de Janeiro

Nova Friburgo – Rio de Janeiro

RESUMO: É resolvido um problema de difusão 
de calor bidimensional em uma geometria 
quadrangular com duas superfícies adiabáticas 
e duas apresentando fluxo de calor por 
convecção, de modo a apresentar transferência 
de calor linear no domínio de estudo, através 
dos métodos numéricos Volumes Finitos e 
Soluções Fundamentais, sendo o segundo 
utilizando pontos-fonte dentro do domínio, 
se assemelhando ao Método dos Nós de 
Contorno. Os dois métodos foram eficazes 
na determinação do perfil de temperatura no 
domínio. O Método das Soluções Fundamentais 

apresentou melhores resultados em relação 
à precisão e a velocidade em todos os casos 
estudados.
PALAVRAS-CHAVE: Métodos Numéricos, 
Volumes Finitos, Soluções Fundamentais, Nós 
de Contorno, Difusão.

COMPARISON BETWEEN METHOD 

OF FUNDAMENTAL SOLUTIONS AND 

FINITE VOLUME METHOD APPLIED TO 

A BIDIMENSIONAL HEAT DIFFUSION 

PROBLEM

ABSTRACT: The purpose of this article is to 
solve a two-dimensional diffusion equation of 
heat problem for a quadrangular geometry with 
two adiabatic surfaces and two convection heat 
flux. The main goal is to present linear heat 
transfer on the studied domain, using Finite 
Volume Method and Method of Fundamental 
Solution, similar to Boundary Knot Method. Both 
methods were effective to determine domain 
temperature profile. The Method of Fundamental 
solution presented better results regarding 
accuracy and calculation time on studied cases.
KEYWORDS: Numerical method, Finite 
Volumes, Fundamental Solution, Boundary 
Knot, Diffusion.
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1 |  INTRODUÇÃO

A compreensão da física envolvida na transferência de calor e na dinâmica dos 
fl uidos possui um papel fundamental para processos industriais, eventos naturais e 
diversos outros (Patankar, 1980). Para isso os métodos numéricos são amplamente 
utilizados para predizer fenômenos que possuam geometrias e/ou equacionamentos 
mais complexos, sendo estes métodos muito estudados para se obter respostas 
cada vez mais precisas e rápidas. Visto isso, o objetivo deste artigo é a comparação 
da acurácia e tempo de resposta entre o Método dos Volumes Finitos e o Método das 
Soluções Fundamentais em um problema direto bem defi nido.

2 |  MÉTODOS NUMÉRICOS

Os métodos numéricos aplicados neste artigo são apresentados nesta seção.

2.1 Método dos Volumes Finitos

O Método dos Volumes Finitos é um método numérico que consiste em integrar 
as equações diferenciais governantes no espaço e no tempo para um domínio tal a 
ser estudado de forma conservativa, como defi nido por Patankar (1980). 

A discretização do domínio a ser estudado é necessária, visto que as equações 
governantes são defi nidas diferencialmente. Para isso, o domínio deve ser dividido 
em subdomínios, chamados de volumes de controle, descritos como na Figura 1, 
onde a integração das equações diferenciais é realizada em cada um dos volumes 
de controle. Para isso, a discretização será feita com malha estruturada simples, 
com elementos quadrangulares de dimensões estipuladas a partir do número de 
elementos desejados nas direções x e y.

Figura 1 – Volume de controle quadrangular bidimensional
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Como defi nido por Versteeg & Malalasekera (1995), em um volume de controle, 
a propriedade analisada é dada em um ponto P, e os pontos N, S, E e W são os 
pontos de vizinhança ao norte, sul, leste e oeste, ou, para o caso 2D, ponto superior, 
inferior, à direita e à esquerda, respectivamente. A célula, como também é chamado o 
volume de controle, tem a interface representada por n, s, e, w, seguindo a convenção 
estabelecida para N, S, E, W, respectivamente.

A equação de difusão de calor sem geração em regime estacionário para um 
material isentrópico é expressa por (1).

      (1)

Para isso, integra-se a equação (1) e esta fi cará representada pelos Método 
dos Volumes Finitos de acordo com (2).

  (2)

Assim, de acordo com Versteeg & Malalasekera (1995), podemos rearranjar os 
termos e obter o equacionamento como se segue em (3).

  (3)

Onde os coefi cientes são defi nidos como descrito na Tabela 1.

Tabela 1 - Coefi cientes para os volumes de controle no interior do domínio
Fonte: Elaborada pelo autor.

Os valores de SU e SP , neste caso, variam de acordo com as condições de 
contorno. Para as condições de contorno, imprescindíveis para a solução numérica, 
foram propostas para as faces à esquerda e à direita infl uência de fl uxo de calor por 
convecção, e faces superior e inferior como superfícies adiabáticas, gerando assim 
os contornos descritos na Tabela 2.
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Tabela 2 - Coefi cientes para os volumes de controle no contorno
Fonte: Elaborada pelo autor.

Com isso, aplica-se a todos os volumes de controle e faz-se o uso do método 
iterativo para obtenção do campo de temperatura no interior do domínio, neste caso, 
Gauss-Seidel.

2.2 Método das Soluções Fundamentais

O método das Soluções Fundamentais foi inicialmente descrito por Kupradze 
e Aleksidze (1964), vindo a se tornar um método efetivo na resolução de problemas 
diretos e inversos governados por equações diferenciais parciais, tendo se estendido 
para equações diferenciais parciais hiperbólicas, como apresentado por Young et. al. 
(2009).

 A solução a partir do Método das Soluções Fundamentais é baseada na 
combinação linear de soluções fundamentais, como explicitado por Sun e He 
(2017), sendo um método que se aproxima da família dos Métodos de Trefftz, como 
explicitado por Karageorghis et. al. (2011).

 Loeffl er e Falchetto (2015) afi rmam que a modelagem do Método das Soluções 
Fundamentais consiste na inserção de uma série de pontos de colocação sobre o 
contorno onde o problema será analisado, o que exige uma computação rigorosa 
das condições de contorno do problema mesmo sem ele exigir uma discretização 
explícita.

 A aproximação através do Método das Soluções Fundamentais é dada pela  
Eq. (4), onde βj são os coefi cientes desconhecidos a serem determinados, G é a 
solução fundamental da equação diferencial elíptica em questão e N é o número de 
pontos fonte-fonte considerados.

     (4)

De modo análogo ao desenvolvimento de Colaço et al. (2006), tem-se para 
solução da equação de Helmholtz em 2D a solução fundamental descrita na Eq. 
(5), onde H(1)

0 é a função de Hänkel, defi nida pelas funções de Bessel de primeiro e 
segundo tipo e k equivale ao número de onda.
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   (5)

 Adotando apenas a função de Bessel de primeiro tipo em (5) é possível 
considerar pontos dentro do domínio, resultando em uma metodologia semelhante 
ao Método dos Nós de Contorno, ideia também desenvolvida por Chen (2001), 
resultando, portanto, nas Eq. (6) e (7), para cada ponto de colocação utilizado, sendo 
as funções para a temperatura e fl uxo de calor, respectivamente, onde 
, n o vetor normal e K a condutibilidade térmica do material de estudo.

    (6)

  (7)

Nota-se que, conhecidos pontos no contorno em relação ao fl uxo de calor e à 
temperatura é possível reduzir as Eq. (6) e Eq. (7) em um sistema linear descrito na 
forma matricial descrita na Eq. (8), onde existem M X N incógnitas βi,j  e 2P equações, 
para P sendo o número de pontos de colocação, descrito em b como o termo da 
direita das Eq. (6) e (7).

       (8)

Determinados os coefi cientes βi,j , após aplicado mínimos quadrados quando o 
número de linhas é superior ao de colunas, é possível obter as temperaturas e fl uxos 
a partir das aproximações indicadas pela Eq. (9) e (10), respectivamente.

    (9)

  (10)

3 |  RESULTADOS

O domínio em estudo é baseado no problema descrito por Valle (2007), que 
possui geometria simples de material isentrópico sem geração de calor de largura L 
e altura H.
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Figura 2 - Esquema para geometria estudada
Fonte: Elaborada pelo autor.

As equações governantes no domínio e as condições de contorno são 
apresentadas como segue nas Eq. (11), (12), (13), e (14).

Portanto, tem-se nas faces em x = 0 e L contorno regido por convecção e nas 
faces em y = 0  e W contorno adiabático.

Inicialmente utilizou-se o Ansys® Steady-State Thermal de modo a gerar os 
dados que servirão de base para o desenvolvimento do artigo. Optou-se pelo uso da 
plataforma como forma de validação dos casos de estudo devido a sua simplicidade, 
sendo os resultados desta modelagem explicitados na Figura 3.
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Figura 3 - Representação dos dados utilizados como modelo base nos experimentos numéricos
Fonte: Elaborada pelo autor.

 Os programas desenvolvidos para a solução do modelo via Método dos 
Volumes Finitos e Método das Soluções Fundamentais foram desenvolvidos na 
plataforma Matlab®, sendo o computador utilizado um Notebook de processador 
Core I5 com 8gb de memória RAM. Para as simulações, foram utilizadas malhas de 
50x50, 25x25 e 10x10, respectivamente, sendo apresentados os erros e os tempos 
em cada caso, dispostos na Tabela (3).

Tabela 3 – Resultado dos experimentos numéricos
Fonte: Elaborada pelo autor.

Nos experimentos utilizando o Método das Soluções Fundamentais foi 
necessário encontrar em cada caso o melhor valor para o número de números de 
onda na obtenção da solução do sistema, sendo a ideia de Colaço et al. (2006) de 
determinar a frequência que apresente o menor erro na solução do sistema da Eq. 
(8), sendo neste artigo comparado o erro máximo relativo para cada valor de. O valor 
de 5 para o número de ondas se mostrou o melhor caso. Na resolução do sistema 
linear dado pela Eq. (8) foi utilizado o GMRES com tolerância de 1e-9, dados os 
resultados positivos obtidos por Valle (2007), tanto devido à velocidade do método 
quanto a sua boa precisão.
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4 |  CONCLUSÕES

Neste trabalho foram comparados parâmetros da solução de um problema 
direto de condução de calor através do Método dos Volumes Finitos e o Método 
das Soluções Fundamentais, sendo o último implementado de modo semelhante ao 
Método dos Nós de Contorno, onde os pontos fonte são inseridos dentro do domínio 
de estudo. Dados os parâmetros do sistema foram determinadas as temperaturas no 
domínio do problema. 

O Método das Soluções Fundamentais se mostrou uma opção poderosa na 
aproximação das temperaturas tendo a exigência apenas de existir uma solução 
fundamental conhecida para a equação diferencial parcial do problema. 

Além de ser mais rápido na solução direta do problema tanto para malhas 
mais grosseiras quanto mais refinadas em comparação ao Método dos Volumes 
Finitos para o caso estudado, o Método das Soluções Fundamentais apresentou 
acurácia consideravelmente maior em relação aos três casos estudados. Apesar 
de tais vantagens, o Método dos Volume Finitos apresenta relativa simplicidade de 
implementação, dada a ampla gama de trabalhos já desenvolvidos neste sentido, 
enquanto o Método das Soluções Fundamentais tem representado um tema de 
destaque em pesquisas mais recentes
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