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APRESENTACAO

O livro “Estudos Interdisciplinares nas Ciéncias Exatas e da Terra e Engenharias”
de publicacdo da Atena Editora apresenta em seu 5° volume 37 capitulos com
tematicas voltadas a Educacdo, Agronomia, Arquitetura, Matematica, Geografia,
Ciéncias, Fisica, Quimica, Sistemas de Informacgédo e Engenharias.

No ambito geral, diversas areas de atuacdo no mercado necessitam ser
elucidadas e articuladas de modo a ampliar sua aplicabilidade aos setores
econOmicos e sociais por meio de inovagdes tecnologicas. Neste volume encontram-
se estudos com teméaticas variadas, dentre elas: estratégias regionais de inovacéo,
aprendizagem significativa, caracterizagao fitoquimica de plantas medicinais, gestéo
de riscos, acessibilidade, anélises sensoriais e termodinadmicas, redes neurais e
computacionais, entre outras, visando agregar informacdes e conhecimentos para a
sociedade.

Os agradecimentos do Organizador e da Atena Editora aos estimados autores
que empenharam-se em desenvolver os trabalhos de qualidade e consisténcia,
visando potencializar o progresso da ciéncia, tecnologia e informacédo a fim de
estabelecer estratégias e técnicas para as dificuldades dos diversos cenarios
mundiais.

Espera-se com esse livro incentivar alunos de redes do ensino basico, graduacéao
e pos-graduacdo, bem como outros pesquisadores de instituicbes de ensino,
pesquisa e extenséo ao desenvolvimento estudos de casos e inovacgdes cientificas,
contribuindo na aprendizagem significativa e desenvolvimento socioeconémico rumo
a sustentabilidade e avancos tecnolégicos.

Cleberton Correia Santos
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CAPITULO 21

SOLUCAO PARA EQUACAO INTEGRAL DE
SCHRODINGER DE UMA ONDA ESPALHADA VIA

Pedro Henrique Sales Girotto
Universidade Estadual de Santa Cruz,

[Ihéus — Bahia

Jorge Henrique de Oliveiras Sales
Universidade Estadual de Santa Cruz,
IlIhéus — Bahia

RESUMO: Neste artigo € usado o método de
Fredholm na equacao integral de Schrodinger
na investigacdo do efeito de espalhamento
proximo do centro do mesmo entre uma fungéao
de onda quantica estacionaria e um potencial
eletrostatico. Dois potenciais sdo estudados
um coulombiano e outro de Podolsky. O
resultado mostra a importancia da proposta de
Podolsky para regularizacao do efeito prdéximo
ao centro espalhador na funcdo de onda
quantica. Sendo que o potencial coulombiano
apresenta forte variacdo na amplitude da onda
apds o espalhamento. No caso do potencial de
Podolsky isso é corrigido com adog¢ao de uma
constante que remove essa forte variagao.
PALAVRA-CHAVE: Fredholm, Fungcdao de
onda, Podolsky.

SCHRODINGER’S INTEGRAL EQUATION
SOLUTION OF A SCATTERED WAVE USING
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METODO DE FREDHOLM

FREDHOLM METHOD

ABSTRACT: This paper shows how to use
the Fredholm method in Schrédinger’s integral
equation in the investigation of the scattering
effect near its center between a stationary
quantum wave function and an electrostatic
potential.
coulombiano and one of Podolsky. The result

Two potentials are studied one

shows the importance of the proposal of
Podolsky to regularize the effect near the
scattering center in the quantum wave function.
Being that the coulombian potential presents
strong vairacéo in the amplitude of the wave
after the scattering. In the case of Podolsky’s
potential this is corrected by adopting a constant
that removes this strong variation.

KEYWORDS: Fredholm, Wave function,
Podolsky.
11 INTRODUCAO

A quebra espontdnea da simetria

quiral tem um significado fundamental na
compreensao da natureza nao perturbativa da
dinamica dos hadrons (Nguyen, 2011). Tem
sido argumentado que a simetria pode ser
restaurada em temperatura suficientemente
alta. Essa quebrade simetriaemtorno do centro
da interacdo (x = 0), ou centro espalhador é
pouco investigada. Na literature € conhecida
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como “End Point”, onde diversos trabalhos procuram descrever o comportamento da
energia nesse centro espalhador (Nguyen, 2011).

O primeiro vértice ou um ponto central para espalhar uma onda quéantica é dada
por interacao colombiana com um potencial eletrostatico que varia com o inverso da
distancia

(1)

Onde Q é a carga central que espalha a onda e r a distancia do centro a
qualquer do espaco. Esse potencial mostra que para ponto na origem do sistema
de coordenadas r = 0 implica em uma singularidade para a energia potencial.
Como consequéncia a solugéo para a funcao de onda estacionaria da equacgao de
Schrédinger possui uma singularidade nesse ponto, neste artigo € visto com mais
detalhe esse assunto.

O problema tem origem na teoria eletromagnética de Maxwell que tem uma
dependénciar’ no potencial eletrostatico de Coulomb para uma carga pontual. Assim,
tem se uma divergéncia tanto na energia como no potencial eletrostatico (Sakurai,
2013). Uma solugao para este tipo de problema foi proposta por Podolsky e Schwed
em 1948 (Podolsky & Schwed, 1948), e consiste em uma generalizacéo da teoria do
Eletromagnetismo em que é adicionado um termo de seguda ordem nas derivada
do campo eletromagnético A, onde u = 0,1,2,3 sdo indice do espagco de Minkowski.
Desta forma, a teoria do temos para essa teoria a lagrangeana de Podolsky

2
Lo = —i FuyF*Y + -0, F* 3%F g
)

onde F,=9dA, -9dA, e"a"éuma constante com dimensdo de comprimento.
Esta Langrageana gera uma teoria de campo linear, que se reduz a teoria de Maxwell
quando a = 0. Trata-se evidentemente de uma teoria de ordem mais alta ja que as
equacdes de movimento derivadas de (2) contém derivadas quarticas do potencial
vetor. Tal como a teoria de Maxwell, a teoria de Podolsky apresenta também energia
positivo definida no caso eletrostatico que, no entanto, é finita para uma carga
pontual. Este ultimo resultado mostra claramente que a for¢a entre duas cargas
pontuais ndo € mais couloumbiana, ponto que merece ser analisado mais de perto.
Com essa teoria de Podolsky é obtido o potencial eletrostatico generalizado, que
assume entao a forma
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2 ._.-ra
Vi) =& =

41 r

3)
onde Q é a carga que gera o campo eletrostatico e a é a constante de Podolsky.
O poténcia é do tipo Yukawa, com as seguintes propriedades: um valor finito na
origem e converge para o potencial de Coulomb para r >> a, resumindo:

i _ aQ?
l%V(r)— am

2

V) =3yr>»a, V() =$'QT
0

lim V(r) =
1—00
(4)

Neste trabalho mostra como uma fungdo de onda quéantica estacionaria, com
potencial de Podolsky, ndo possui divergéncia para valores de “a” diferente de zero.
O método usado é a solucao da equacéo integral de Schrédinger via Fredholm para
a funcéo de onda espalhada por um potencial do tipo coulombiano (1) e de Podolsky

(3).

2 | KERNEIS ARBITRARIOS
Seja a equacéao de Fredholm de segunda espécie:

u(x) = f(x) + [, K(x, HHu(t)dt (5)

onde K(x, t) e f(x) sdo fungbes conhecidas paraa<sx<b ea=st=<b. Essa
equacao foi resolvida por Fredholm, em 1900, usando o artificio de substituir a
integral indicada em (5) pela soma correspondente de Riemann.
Dividamos o intervalor (a, b) em n intervalor iguais (Krasnov, 1981):

b=a _ Ax = At
n

agora, introduzindo as seguinte notacodes:
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xp(ty) = a + hAx(At)
fi=f(x)

w; = u(x;(t;))

Kpq = K(x ’tq)

parai,p,q=1,2,3,...,n.
Desse modo, substituindo a integral de (5) por um somatorio, vira:

u(x) = f(x) + 1Xg=1 K(x, ty)ugAt (7)

substituindo na equacéao acima a variavel x por X, obtém-se um sistema de n
equacoes lineares do primeiro grau das fungdes desconhecidas u,,u,,...,u . Portanto

Up = fp + A 2G=1 KpqugAt )

para obtermos a solu¢ao do sistema dado pela Eq. (8), facamos:

—_— n
Up = Xg=10pqlq

(9)

onde G, € o delta de Kronecker que, levada na Eq. (8), dara:

a=1[0pq — AKpgAt]ug = f, o

usando-se a regra de Cramer (Krasnov, 1981) para resolver esse sistema,
teremos:

= Bna@®
a7 AR -

onde A (M) € o determinante dos coeficientes das variaveis dependentes e
Anq()\) € o determinante obtido a partir desde, no qual se substitui a coluna dos
coeficientes de u, pela coluna dos termos independentes fp.

Analisemos cada um desses determinantes. O determinante A_(A) é dado por:
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1 - AKllAt _/].Klet e _I.'I.Klnﬂt
An(ﬂ.) — _AKZJ_At 1 - A.:I{zzAt -'" _AKZHAt

—AK At —AKAt . 11— AK,,At 2)

aplicando-se a expressao (12) a férmula de decomposicao de um determinante
(Smirnov, 1975) vira:

K191171 ‘KPﬂ?z

p) A2
Ay(D) =1—23" _ K, At +2%" _ y7" _ (At)? + -
n( ) 1 &P1=1 PP 21 SPa=l AP KP2P1 P2P2
KP1P1 KP1P2 Kplpn
n K K - K
+(_1)‘n F 221:1 232:1 gnzl Pzzlh P?Pz : P?Pn (At)n
Kpups  Kpup, Kpypn (13)

Os somatérios de Riemann dessa equacao podem ser substituidos por integrais
no limite n - «. Entao, teremos:

_ 4 _Ab 22 b b | K(t,ty  K(ty,tz)
A, (1) =1 ﬁfa K(t,,t)dt, +Efa I, Kty t) Kty t,) dt,dt, +
K(ti,t1) K(tzt1) - K(ti,tn)
T D il e K(fz;fl) K(tzi'fz) K(tzi*fn) dtydty dbye...... (14)
K(tn:tl) K(tw tz) K(tn' tn)
ou
oo nA"
ﬂ'n(’D =1+ anl(_l) Fdn
' (15)
onde
K(ti,t1) K(tz,t1) - K(t1,ty)
b (b b |K(t,,t K(t,,t o K(t,, t
dn — fa fa aas fa ( ? 1) ( 25 2) E ( 23 n) dtldtz'“dtn
K(tn' tl) K(tn: tz) K(tw tn) (16)

O valor do determinante Anq()\) da Eq. (11) foi obtido por Fredholm (1900), com
um calculo que envolve muita manipulacao algébrica, razdo pela qual apresentaremos
apenas o resultado. Assim:
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Bug() = A, t2) = K(x,8) + By (D" 2 dy (x,0)

onde:
K(x! t) K(‘xl tl) v K(xl tn)
b b b|K(t,t) K(tq,t o K(ty,t
doety = [0 [0 fr|F D Kt KO g gy, - ar,
K(tn: t) K(tn: tl) o K(tﬂ.! tn)

(18)
Desse modo, segundo Fredholm, a solucao da Eq. (5) sera dada por:

u(x) = f() + A [, SR F(e)de .

onde A(x, t; A\) e A(A) sé&o dados, respectivamente, pelas Eq. (17) e (18) e Eq.
(19) e (20).

31 EQUACAO INTEGRAL DE SCHRODINGER

As particulas espalhadas se movem como particulas livres a grande distancia
do centro espalhador, a energia de seu movimento relativo é sempre positiva e néo
quantizada. Portanto, na formulagao do problema do espalhamento de uma particula
de massa m com energia relativa positiva E e em um potencial V(?), reduz-se a
resolver a equacao de Schrddinger (Sakurai, 2013)

Hy(7) = Ey(7)

(20)
Sendo:
hZ
He -2 ay+v(7)
2m (21)
entado a Eq. (20) ficara
ZmV(_r))
2 =\ _ -
(8+8)(7) =—=(7) (22)
sendo
2= 2mE
A2 (23)

0 numero de onda da particula incidente com massa m e energia total E.
Para fora da regido de espalhamento (|7|> <), tem-se:
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V(?)-—#O, |T~" <d

(24)
portanto a Eq. (22) ficara:
(A +k2)q)(?) —0
(25)
cuja solucao vale (Sakurai, 2013):
1 7= —
qa(?): 38”“’. (?:hk)
(2m)?
(26)

Agora, vamos resolver a Eq. (22) para a regido de espalhamento. Para isso,
usaremos a técnica da funcao de Green (Bassalo, 2012). Assim, sendo a fungao de
Green para a Eq. (22) dada por:

o(7) - 22 o(7. 7 W W7

Desse modo, a solucéo da equacao de Schrodinger Eq. (22) para o espaco
todo sera:

w(7) =0(7) +1—T[G(7, 7)(7 (7 )7

(29)
sendo que a fungcédo Green € dada por:
K(7-7
G(?, ?’) _ ! je ( )431(.
(21_[)3 k2 —-K?2 (30)

Para fazermos a integral indicada, inicialmente vamos tomar o vetor (?’ -7 ) =p
, isto é, na direcao do eixo polar do espaco dos K. Entao:
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Por outro lado, sendo:

d’K = K*dKsen(0)d0d ¢,

(32)
a Eq. (30), ficara:
N 1 0 rlrm 7 iKpcos(6)
G( 7.7 ) - 3[ J [ Kldksen(0)dOdg
@2n)’ o Jo Jo K2 —K?
(33)
Agora, integrando-se em 6 e ¢, teremos:
o 1 c’°Sen(K,:;»)KdK
G(r’r)=2 2 [ 12— K>
Pl B (34)
como o integrando da Eq. (34) € uma funcéo par, entao:
N 1 (* Ksen(Kp)dK
G(r’r)=42[ K2 — K2
e (35)

Usando-se a férmula de Euler () e fazendo-se , a Eq. (35) tornar-se-a:
- = 1 r" Ne'NdN r" Ne NdN
6(7.7) = | [ Ny [ et ]

8n2pi | J_ N2—=n? J_ N?—-n?

onden = kp.

(36)

Para fazermos as integrais indicadas na Eq.(36), vamos usar o método dos
residuos (Bassalo, 2012). As contribuicbes a essas integrais vém dos zeros q = +
n. A primeira integral é calculada usando o sentido anti-horario para uma curva que
contorna o polo +n. Portanto, teremos:

o0 Ne'NdN . .
[ = 2miRes|y.,, = mie'.
—oo ( mn

N+1)(N-1) (37)
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Analogamente, a segunda integral da Eq. (36) é calculada usando-se o contorno
no sentido horario da curva em torno do polo -n. Portanto, teremos:

J-oo NeNan
_w{

et ] = —1Tl in
Ty (—2mi)Res|y=—q mwie'.

(38)

Levando-se as Eq. (37) e (38) a Eq. (36), a funcéo de Green procurada, sera:

ikl r = r

N —— e
- =
4o\ r — F

(39)

A escolha de outro contorno diferente dos usados aqui, levaria a um termo do
tipo e™ em adicao ou em subtracado ao termo . Tal termo em G(T—’,T—’i) corresponde
a uma onda incidente, o que contraria a Eq. (29).

Portanto, a solucéo da Eq. (21) sera obtida levando-se a Eq. (39) na Eq. (29).
Entao:

4 | RESULTADOS

Para uma analise do comportamento da fungéo de onda estacionaria espalhada
por um potencial coulombiano, vamos substituindo V(?’) em (40) pelo potencial de
Coulomb (1) com carga Q = 1 na equacéo integral (40), resultando em

(41)

onde 4= —TTQ: , € para facilitar analise grafica € assumido m=2, E = Y, e,
h=1issoimplicaemA=-1ek=1em (23).

A funcdo de onda estacionaria ou autofuncéo (41) é uma equacéo integral do

tipo Fredholm (5), cuja a solucéo é dada por (19). Com ajuda do programa Wolfram

Mathematica, foi calculado os determinantes (15) e (17) Para solugcdo em uma

Estudos Interdisciplinares nas Ciéncias Exatas e da Terra e Engenharias 5 Capitulo 21




Estudos Interdisciplinares nas Ciéncias Exatas e da Terra e Engenharias 5 Capitulo 21

dimensao x obtem-se:

6lsen(4) A
x  1+A[Ei(i)-Ei(50)]

Px) = e™ +<
(42)

onde a funcéo Ei(t) é a funcdo exponencial integral dada por

Ei(t) = [©*du
(43)

Com todas as consideragdes temos o resultado grafico, Fig. 1, para essa funcao
de onda com o potencial espalhador coulombiano:

=10 =5 5 10

Figura 1- Func&o de onda para o potencial de Coulomb

Nota se no gréfico da Fig. 1, que a funcéao de onda (42) em funcao da distancia
x tem um comportamento n&o definido em x = 0. A amplitude dessa onda varia
fortemente entre x =0 a x = 5.

O mesmo procedimento foi usado para se calcular a fungdo de onda estacionaria
para o potencial de Podolsky (3), usando valores para a constante Resultando na
funcéo de onda

EZE—Sa(e4ﬂ._EBi) pl

—_ plx
w(x) =e~ + x(a—2i) 1+A[Ei(i—a)—-Ei(5i-a)]

(44)

Na Fig. 2 é mostrado as curvas para cada valores da constante de Podolsky
“a”. Para a = 1 a funcao de onda é préxima da funcéo de onda dada pelo potencial
coulombiano, valores maiores de a mostra um comportamento mais estavel indicando




um amplitude tendendo para valores entre -1 a 1 antes de x = 5.

",fl""
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Figura 2- Fungéo de onda para o potencial de Podolsky

A Fig. 3 mostra as fungdes de ondas com potencial espalhador de Coulomb
e Podolsky e observa-se que para a = 0 reproduz a fun¢cdo de onda com potencial
coulombiando. Valores para a = 2,5 indicam uma tendencia para estabilizar a onda
com amplitude constante antes do valore limite na distancia x = 5, sendo a =5 0o
melhor valor. Depois desse limite, as ondas de Podolsky praticamente se propagam
de forma semelhante a de Coulomb.

— U1 - Coulomb
I —— u2 (a = 2) - Podolsky
—— 12 (a = §) - Podolsky

=10 -

on

Figura 3- Fungdes de ondas espalhadas por Coulomb e Podolsky

A Fig. 4 mostra um grafico para valores de x e a variando. Esse grafico
evidéncia a importéancia da constante a de Podolsky. Ela de fato promove um bom
comportamento da funcdo de onda com valores maiores que zero. Como essa
constante a esta conectada a dimenséao de distancia (Podolsky, 1948), isso explicar
porque a funcdo de onda de Podolsky tem bom comportamento préximo de x = 0
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para valores a > 0.

Figura 4- Funcédo de onda espalhada por potencial de Podolsky

51 CONCLUSAO

Nesta trabalho foi investigado o efeito da interagéo no centro do espalhamento
de uma particula na funcdo de onda estacionario. A equagado de Schrodinger é foi
usado para dois tipos de potencial, um coulombiano e outro de Podolsky.

A técnica usada sao as solucdes de kernéis arbitrarios via equacéo integral de
Fredholm. O resultado deste trabalho mostra que na Fig. 3 a constante de Podolsky
a = 0 reproduz a funcdo de onda para o potencial de Coulomb e uma amplitude
nao definida em x = 0. Para valores a = 1 e 5 a fungcéo de onda para o potencial
de Podolsky mantém uma amplitude constante em x = 0. Na Fig. 4 observa-se no
gréafico que para valores de a > 40 ndo temos o problema da singularidade na funcéao
de ondaem x =0.
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