Felipe Antonio Machado Fagundes Goncalves
(Organizador)

AN B\
!lﬂ!‘g‘
W
N
Hlap-c | 1
e 7

NAWER
SRR

\\ !A -
TN

%g‘“‘“\ﬂ' >

=
=
\

iy
T A
!

S

Universo dos
Segmentos envolvidos
com a Educacao

Matematica

Atena

Editora
Ano 2019



Felipe Antonio Machado Fagundes
Goncalves

(Organizador)

Universo dos Segmentos envolvidos
com a Educacao Matematica

Atena Editora
2019



2019 by Atena Editora
Copyright © Atena Editora
Copyright do Texto © 2019 Os Autores
Copyright da Edicao © 2019 Atena Editora
Editora Executiva: Prof? Dr? Antonella Carvalho de Oliveira
Diagramacao: Karine de Lima
Edicao de Arte: Lorena Prestes
Revisao: Os Autores

0 contelido dos artigos e seus dados em sua forma, correcdo e confiabilidade sdo de responsabilidade
exclusiva dos autores. Permitido o download da obra e o compartilhamento desde que sejam atribuidos
créditos aos autores, mas sem a possibilidade de altera-la de nenhuma forma ou utiliza-la para fins
comerciais.

Conselho Editorial

Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas

Prof. Dr. Alvaro Augusto de Borba Barreto - Universidade Federal de Pelotas

Prof. Dr. Antonio Carlos Frasson - Universidade Tecnolédgica Federal do Parana

Prof. Dr. Antonio Isidro-Filho - Universidade de Brasilia

Prof. Dr. Constantino Ribeiro de Oliveira Junior - Universidade Estadual de Ponta Grossa
Prof? Dr? Cristina Gaio - Universidade de Lisboa

Prof. Dr. Deyvison de Lima Oliveira - Universidade Federal de Rondonia

Prof. Dr. Gilmei Fleck - Universidade Estadual do Oeste do Parana

Prof? Dr? Ivone Goulart Lopes - Istituto Internazionele delle Figlie de Maria Ausiliatrice
Prof. Dr. Julio Candido de Meirelles Junior - Universidade Federal Fluminense

Prof? Dr? Lina Maria Goncalves - Universidade Federal do Tocantins

Prof® Dr® Natiéli Piovesan - Instituto Federal do Rio Grande do Norte

Prof® Dr? Paola Andressa Scortegagna - Universidade Estadual de Ponta Grossa

Prof. Dr. Urandi Jodo Rodrigues Junior - Universidade Federal do Oeste do Para

Prof? Dr? Vanessa Bordin Viera - Universidade Federal de Campina Grande

Prof. Dr. Willian Douglas Guilherme - Universidade Federal do Tocantins

Ciéncias Agrarias e Multidisciplinar

Prof. Dr. Alan Mario Zuffo - Universidade Federal de Mato Grosso do Sul

Prof. Dr. Alexandre Igor Azevedo Pereira - Instituto Federal Goiano

Prof? Dr? Daiane Garabeli Trojan - Universidade Norte do Parana

Prof. Dr. Darllan Collins da Cunha e Silva - Universidade Estadual Paulista

Prof. Dr. Fabio Steiner - Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul

Prof? Dr@ Girlene Santos de Souza - Universidade Federal do Reconcavo da Bahia
Prof. Dr. Jorge Gonzalez Aguilera - Universidade Federal de Mato Grosso do Sul
Prof. Dr. Ronilson Freitas de Souza - Universidade do Estado do Para

Prof. Dr. Valdemar Antonio Paffaro Junior — Universidade Federal de Alfenas

Ciéncias Biol6gicas e da Salde

Prof. Dr. Benedito Rodrigues da Silva Neto - Universidade Federal de Goias

Prof.? Dr.? Elane Schwinden Prudéncio - Universidade Federal de Santa Catarina

Prof. Dr. Gianfabio Pimentel Franco - Universidade Federal de Santa Maria

Prof. Dr. José Max Barbosa de Oliveira Junior - Universidade Federal do Oeste do Para

| Atena

Editora
Ano 2019




Prof® Dr® Natiéli Piovesan - Instituto Federal do Rio Grande do Norte

Prof? Dr? Raissa Rachel Salustriano da Silva Matos - Universidade Federal do Maranhao
Prof? Dr® Vanessa Lima Goncalves - Universidade Estadual de Ponta Grossa

Prof? Dr® Vanessa Bordin Viera - Universidade Federal de Campina Grande

Ciéncias Exatas e da Terra e Engenharias

Prof. Dr. Adélio Alcino Sampaio Castro Machado - Universidade do Porto
Prof. Dr. Eloi Rufato Junior - Universidade Tecnolégica Federal do Parana
Prof. Dr. Fabricio Menezes Ramos - Instituto Federal do Para

Prof® Dr* Natiéli Piovesan - Instituto Federal do Rio Grande do Norte
Prof. Dr. Takeshy Tachizawa - Faculdade de Campo Limpo Paulista

Conselho Técnico Cientifico

Prof. Msc. Abraao Carvalho Nogueira - Universidade Federal do Espirito Santo

Prof. Dr. Adaylson Wagner Sousa de Vasconcelos - Ordem dos Advogados do Brasil/Seccional Paraiba
Prof. Msc. André Flavio Goncalves Silva - Universidade Federal do Maranhao

Prof.? Dr® Andreza Lopes - Instituto de Pesquisa e Desenvolvimento Académico

Prof. Msc. Carlos Antdnio dos Santos - Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro
Prof. Msc. Daniel da Silva Miranda - Universidade Federal do Para

Prof. Msc. Eliel Constantino da Silva - Universidade Estadual Paulista

Prof.? Msc. Jagueline Oliveira Rezende - Universidade Federal de Uberlandia

Prof. Msc. Leonardo Tullio - Universidade Estadual de Ponta Grossa

Prof.? Msc. Renata Luciane Polsaque Young Blood - UniSecal

Prof. Dr. Welleson Feitosa Gazel - Universidade Paulista

Dados Internacionais de Catalogag¢ao na Publicagao (CIP)
(eDOC BRASIL, Belo Horizonte/MG)

us8 Universo dos segmentos envolvidos com a educagéo matematica
[recurso eletrbnico] / Organizador Felipe Antonio Machado
Fagundes Gongalves. — Ponta Grossa, PR: Atena Editora, 2019.

Formato: PDF

Requisitos de sistema: Adobe Acrobat Reader
Modo de acesso: World Wide Web

Inclui bibliografia

ISBN 978-85-7247-603-4

DOI 10.22533/at.ed.034190309

1. Educagédo. 2. Matematica — Estudo e ensino. 3. Professores de
matematica — Formagao. 4. Pratica de ensino. |. Gongalves, Felipe
Antonio Machado Fagundes.

CDD 510.7

Elaborado por Mauricio Amormino Jinior — CRB6/2422

Atena Editora
Ponta Grossa - Parana - Brasil
www.atenaeditora.com.br
contato@atenaeditora.com.br

| Atena

Editora
Ano 2019




APRESENTACAO

A matematica nos dias de hoje, tem se mostrado uma importante ferramenta
para todo cidadao, logo, ndo é somente restrita a comunidade cientifica que se dedica
a esta area. Diante de toda as informacdes a que somos expostos a todo tempo,
cabe a cada pessoa ser capaz de analisar, interpretar e inferir sobre elas de maneira
consciente.

Esta obra, intitulada “Universo dos segmentos envolvidos com a Educacéo
Matematica” traz em seu conteldo uma série de trabalhos que corroboram
significativamente para o olhar da pesquisa matematica em prol da discussao sobre
a Educacdo matematica, do Ensino Basico ao Superior. Discussdes essas que sao
pertinentes em tempos atuais, pois apontam para o desenvolvimento de pesquisas
que visam aprimorar propostas voltadas ao Ensino e Aprendizagem de Matematica,
assim como na formacgao béasica dos professores da disciplina.

Ao leitor, indubitavelmente os trabalhos aqui apresentados ressaltam aimportancia
do desenvolvimento de temas diversos na disciplina de Matematica.

Que a leitura desta obra possa fomentar o desenvolvimento de agbes praticas
voltadas as diversidades na Educacéao, tornando o Ensino da Matematica cada vez
mais voltado a formagéao cidada.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 17

TEORIA DE VAN HIELE APLICADA AO ENSINO DE

Eduarda de Jesus Cardoso

Universidade Federal do Rio de Janeiro, e-mail:
eduardadjc@gmail.com, orientadora: Dra. Lilian
Nasser.

RESUMO: Nas ultimas décadas, a Teoria de
Desenvolvimento do Pensamento Geométrico
de Van Hiele tem sido considerada como um
guia para ensino/aprendizagem de habilidades
em Geometria. Este modelo consiste em dois
grandes principios: o primeiro, da descri¢cao da
estrutura cognitiva, que se caracteriza por niveis
mentais hierarquicos a serem atingidos pelos
alunos e o segundo, da metodologia do ensino
para que estes niveis sejam alcancados,
com o intuito de orientar educadores quanto
a tomada de decisao relacionada ao ensino. A
validade dessa teoria foi estudada e testada por
pesquisadores de diversos paises nas décadas
de 1970 e 1980. A partir de um estudo sobre
os modelos de desenvolvimento do pensamento
sobre a linguagem de funcdes, este trabalho
tem o objetivo de propor e testar um modelo
de niveis de desenvolvimento para fungdes
com base no modelo de Van Hiele para a
aprendizagem de geometria. Para isso, foram
aplicadas atividades a alunos do Ensino Médio,
para verificar a validade da escala proposta
sobre a aquisicao do conceito de funcéo,
ou seja, testar as possiveis contribuicbes e

Universo dos Segmentos envolvidos com a Educagcédo Matematica
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limitacbes do modelo. Com base nas fases
de aprendizagem de geometria propostas
por van Hiele, pretendemos descrever o
desenvolvimento a partir de  uma sequencia
didatica que promova a elevacgéo dos niveis de
Van Hiele notopico especificode fungdes. Por se
tratar de uma dissertacdo ainda n&o concluida,
a escala de niveis de desenvolvimento para
funcdes com base no modelo de Van Hiele
apresentada ainda nao foi totalmente validada,
podendo sofrer alteracdes.
PALAVRAS-CHAVE: funcao; Van Hiele; niveis
de aprendizagem; dificuldades.

INTRODUCAO

O conceitode funcéao é considerado um dos
mais importantes da Mateméatica. No entanto,
o ensino/aprendizagem de fun¢des vem se
tornando sistematicamente motivo de grande
preocupacao para professores e pesquisadores,
devido a dificuldades dos alunos em entender
tal conceito. Isso se reflete em baixo rendimento
escolar e em elevados indices de reprovacao
nos cursos de Calculo Diferencial e Integral em
diversos cursos superiores, tornando-se um
dos maiores desafios para os profissionais da
Matematica (REZENDE, 2003).
foram

Diversas pesquisas realizadas

com o intuito de entender o processo ensino-
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aprendizagem de fungdes, como Bergeron & Herscovics (1982), Vinner (1989), Even
(1990), Sierpinska (1992), Tall (1991), Isoda(1996). Tais pesquisas apontam que a
aprendizagem de funcdes &€ um processo evolutivo, lento e gradual devido a sua
complexidade, uma vez que existem varios tipos diferentes de representacdes para
uma mesma fungao.

Os estudantes tém tido problemas em fazer a ligacdo entre as diferentes
representacdes de funcdes: formulas, graficos, diagramas, descricdes verbais de
relacdes; em interpretar graficos; em manipular simbolos relacionados a funcoes
(SIERPINSKA, 1992)

Muitos desses aspectos relacionados as dificuldades dos alunos na aprendizagem
de funcbes podem ser compreendidos na perspectiva dos obstaculos epistemolégicos.
De acordo com Sierpinska (1992), “se o obstaculo nao for apenas nosso ou de algumas
outras pessoas, mas for mais generalizado, ou foi generalizado em alguma época ou
em alguma cultura, entdo ele é conhecido como um obstaculo epistemoldgico”. A partir
da perspectiva epistemoldgica, os obstaculos relativos a apropriacao do conceito de
funcao tém se mostrado de fundamental importancia no processo de formagao dos
saberes dos educandos, e na elaboragdo de modelos de intervencédo didatica para o
processo ensino-aprendizagem deste topico.

Varias pesquisas em Educacéo Matematica apontam na direcao da necessidade
de uma melhor compreensdo de conceitos matematicos por parte dos alunos em
tarefas que permitem a construgcdo das definicbes e dos significados, por meio de
procedimentos didaticos que envolvam atributos relevantes destes conceitos (TALL,
1993). Neste contexto, surge a discussdo de modelos de desenvolvimento do
pensamento sobre a linguagem de fungdes.

Autores como Dubinsky (1991), Sierpinska (1992) e Vinner (1991), propuseram
tais modelos. Estes pesquisadores consideram o desenvolvimento dos alunos, nao sé
em termos de pensamento conceitual sobre fun¢des, mas também da linguagem dos
alunos, ou seja, o problema da aprendizagem tem sua justificativa no desenvolvimento
cognitivo dos alunos. Assim, o processo de elaboracdo mental da construcéo de
conceitos matematicos deve ir muito além da apresentacdo de sistemas dedutivos,
por meio de definicbes, exemplos e contraexemplos.

Esta pesquisa pretende adaptar os niveis de van Hiele na aprendizagem de
funcbes, com o objetivo de sugerir uma sequéncia didatica baseada na teoria de van
Hiele, que afirma que o progresso nos niveis depende do ensino, e ndo apenas da
maturidade.

Teoria de Van Hiele

Nas ultimas décadas, o Modelo do Pensamento Geométrico de van Hiele tem sido
considerado como um guia para ensino/aprendizagem de habilidades em Geometria.

Universo dos Segmentos envolvidos com a Educacdo Matematica Capitulo 17




Ainda na década de 1960, a extinta Unido Soviética alterou o curriculo escolar para
se adequar a este modelo, muito embora tenha demorado a chamar a atencao
internacional. Somente nas décadas de 1970 e 1980 o interesse pelo desenvolvimento
de pesquisas sobre o0 modelo de van Hiele cresceu nos Estados Unidos.

Este modelo consiste em dois grandes principios: o primeiro, da descricao da
estrutura cognitiva, que se caracteriza por niveis mentais a serem atingidos pelos alunos;
e 0 segundo, da metodologia do ensino para que estes niveis sejam alcan¢ados, com
o intuito de orientar educadores quanto a tomada de deciséo relacionada ao ensino.

Os educadores holandeses Dina van Hiele-Geldof e seu marido Pierre Marie van
Hiele desenvolveram tal estudo de pensamento geométrico que resultou nas teses de
doutorado do casal na Universidade de Utrecht. Esses estudos apontaram que:

+ a aprendizagem de geometria ocorre em niveis hierarquicos de conheci-
mento;

+ quando o ensinamento ocorre em um nivel cognitivo acima do que o aluno
se encontra, os conceitos ndo sdao compreendidos e fixados;

+ 0 crescimento relativo a idade nao produz automaticamente um crescimento
no nivel do pensamento geométrico.

Ateoria proposta consiste em cinco niveis de compreensao de ideias geométricas,
onde o aluno avanca de nivel a partir de sua maturidade geométrica.

Niveis de Compreensao Geométrica

O casal van Hiele sugeriu cinco niveis de desenvolvimento da compreenséo
em geometria descritos por Shaughnessy e Burger (1985, p.420) como: Nivel O -
Visualizacdo; Nivel 1 - Analise; Nivel 2 - Deducéo Informal; Nivel 3 - Deducéo Formal;
e Nivel 4 — Rigor.

Estes niveis explicam como se produz o desenvolvimento do raciocinio geométrico
dos estudantes. De acordo com Nasser(1992), a divisdo de tépicos sugerida pelo
casal tem como objetivo ajudar o estudante a ter um “insight” ao se deparar com uma
situacao nao usual:

A teoria sugere que os alunos progridem através de uma sequéncia hierarquica
de niveis de compreensdo enquanto aprendem Geometria, e que a linguagem, o
insight e o tipo de experiéncias vivenciadas desempenham papeis essenciais
nesse desenvolvimento (NASSER, 1992).

De acordo com Sant’anna (2001), os niveis sucessivos de compreensao se
caracterizam, essencialmente, por diferencas nos objetos de pensamento, que vao se
tornando gradativamente mais complexos.

A seguir, descrevemos os niveis de van Hiele, de acordo com os trabalhos de
CROWLEY (1994) e VAN DE WALLE, KARP & WILLIAMS (2004).
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Nivel 0 - Visualizacdo: Os alunos raciocinam basicamente por meio de
consideragoes visuais, os conceitos de geometria sao vistos como um todo, nao sendo
levadas em conta consideragdes explicitas das propriedades dos seus componentes.
Com isso, as figuras geométricas sao reconhecidas pela aparéncia global e pela forma
e néo pelas partes ou propriedades. Um aluno neste nivel pode aprender o vocabulario
geomeétrico, identificar formas especificas e reproduzir uma figura dada.

Exemplo: Com a turma dividida em grupos de quatro alunos, cada grupo deve
receber um cartdo com diversas figuras. Cada crianga seleciona uma forma, e, um de
cada vez, os alunos devem citar caracteristicas que chamaram sua atencéo na figura.
Nao existem respostas certas ou erradas.

Nivel 1 - Anéalise: Neste nivel inicia-se uma analise informal dos conceitos
geométricos através de observacao e experimentagdo. Com isso os alunos comegam
a discernir caracteristicas das figuras geométricas, surgindo propriedades que s&o
usadas para conceituar classes e formas. Alunos neste nivel ainda ndo sao capazes
de explicitar relagdes entre propriedades, interrelagdes entre figuras e ndo entendem
defini¢oes.

Exemplo: Atividades para os quadrilateros: paralelogramos, losangos, retangulos
e quadrados, em que os alunos devem listar propriedades para cada tipo de
quadrilateros.

Nivel 2 — Dedugé&o Informal: Os alunos conseguem estabelecer inter-relacdes de
propriedades dentro de figuras e entre figuras, formam definicbes abstratas, deduzem
propriedades de uma figura, reconhecem classes de figuras, as definicbes passam a
ter significado, conseguem acompanhar e formular argumentos informais. Neste nivel,
acompanham provas formais, mas nao percebem como construir uma prova a partir
de premissas diferentes, ndo compreendem o significado da dedu¢gdo como um todo
ou 0 papel dos axiomas.

Exemplo: Uma vez feita a lista de propriedades para paralelogramos, losangos,
qguadrados e retangulos acordadas pela classe, tém-se estas listas afixadas. A partir
dai, os alunos trabalham em grupos para encontrar uma “lista de definicdo minima”
para cada forma. Uma lista de definicdo minima & um subconjunto das propriedades
de uma forma que é a definicdo e “minima”. Definicdo nesta atividade significa que
cada forma que tem todas as propriedades na lista de definicdo minima deve ser essa
forma.

Nivel 3 - Deducdo Formal: Os alunos desenvolvem sequéncias de afirmacdes
deduzindo uma afirmacao a partir de outra ou de outras, percebem a inter-relacao e
o papel de termos nao definidos, axiomas, postulados, demonstragdes, raciocinam
formalmente no contexto de um sistema matematico completo, constroem
demonstracdes e nao apenas memorizam, percebem a possibilidade de desenvolver
uma prova de mais de uma maneira, distinguem afirmacao e reciproca.

Exemplo: Os alunos irdo construir uma lista de axiomas e definicbes para a
criacdo de teoremas. Eles também demonstram teoremas usando o raciocinio 6gico,
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enquanto o raciocinio no nivel 2 pode ser bastante informal. Os alunos devem descobrir
as relagbes que provarao no nivel 4.

Nivel 4 - Rigor: Os alunos entendem a estrutura de varios sistemas dedutivos
com alto grau de rigor, sendo capazes de trabalhar em varios sistemas axiomaticos,
estudando vérias geometrias na auséncia de modelos concretos e comparam sistemas
diferentes. A geometria € vista no plano abstrato. Alunos neste nivel sdo capazes
de se aprofundarem na analise de propriedades de um sistema dedutivo, tais como
consisténcia, independéncia e completude dos axiomas.

Exemplo: Estudo formal de sistemas axiomaticos de Geometrias n&do-euclidianas
como, por exemplo, a Geometria esférica.

Em resumo, os objetos (ideias) devem ser criados em um nivel para que as
relagdes entre esses objetos possam se tornar o foco do proximo nivel. Desta forma,
o modelo afirma que o aluno move-se sequencialmente a partir do nivel inicial até o
nivel mais elevado, ndo havendo como “pular” de nivel.

Além de fornecerem uma compreensao daquilo que ha de especifico em cada
nivel de pensamento geométrico, os Van Hiele identificaram algumas propriedades
que caracterizam o modelo. Crowley (1994) resume as propriedades do modelo
sugerido pelo casal, que devem ser adotadas no ensino de geometria:

Sequencial: O modelo é parte de uma teoria construtivista. O aluno deve passar
sucessivamente pelos niveis de aprendizagem, e para atuar com sucesso em um
determinado nivel é preciso ter adquirido as estratégias mentais dos niveis anteriores,
nao sendo permitido saltar de niveis.

Avancgo: O progresso ou ndo de um nivel para outro depende mais dos conteudos
estudados e dos métodos de instrucao recebidos do que da idade do aluno. Como nao
€ possivel pular de nivel, alguns métodos de ensino acentuam o progresso, enquanto
outros retardam ou impedem o desenvolvimento do aluno.

Intrinseco e extrinseco: Os objetos inerentes a um nivel tornam-se os objetos de
ensino no nivel seguinte.

Linguistica: Cada nivel tem seus proprios simbolos e seu préprio sistema de
relacbes conectados a esses simbolos. Assim, uma relagdo que é aceita como
correta em um nivel pode ser modificada em outro nivel. Por exemplo, nos niveis 0
e 1 é considerado correto quando o aluno diz que o quadrado pode ser diferente do
retangulo, no entanto no nivel 2 essa afirmacdo é modificada para todo quadrado &
um retangulo.

Combinacdo inadequada: Tanto o aluno como o curso devem estar no mesmo
nivel, caso contrario o aprendizado e o0 progresso desejado podem ndo acontecer.

Ainda segundo Crowley (1994), “essas propriedades sédo particularmente
significativas para educadores, pois podem orientar a tomada de decisdes quanto ao
ensino.”

Fases do Aprendizado

Ao contrario de Piaget, o casal Van Hiele afirmou que o progresso ao longo dos

172

Universo dos Segmentos envolvidos com a Educacdo Matematica Capitulo 17



niveis depende mais da instrucdo recebida do que da idade ou da maturidade do
aluno. Por isso, 0 método, a organizagao do curso, do conteudo e o material utilizado
sédo extremamente importantes.

Como a passagem de niveis depende de outros fatores que nao a idade, Dina
e Pierre propuseram cinco fases sequenciais de aprendizagem: Questionamento /
Informacéo; Orientacdo Direta; Explicacao; Orientacao Livre; e Fechamento/Integracao.

Ao concluirem a quinta fase os alunos devem ter alcangado um novo nivel de
pensamento. O modelo ndo especifica conteudos ou curriculo, mas pode ser aplicado
a maioria dos conteudos de geometria.

Modelos de desenvolvimento do pensamento sobre a linguagem de fungcoes

O conceito de funcdo é considerado um dos mais importantes da Matematica,
uma vez que este tdpico se relaciona tanto com temas e contetudos dentro da
matematica como com outras disciplinas. Devido a grande abrangéncia do conceito,
o topico envolve multiplas concepgdes e representacdes, portanto, faz-se necessario
compreender o sentido que este conceito pode assumir em diferentes contextos. Estas
multiplas representag¢des, quando desenvolvidas de forma articulada, levam a uma
melhor compreensao.

Visandoauxiliarosalunosnaaquisicadodestetopicosurgemmodelos construtivistas
que visam construir o conceito de fungdo de forma gradativa e abrangente, tais modelos
foram desenvolvidos com o objetivo de superar alguns obstaculos epistemologicos. A
seguir, descrevemos duas propostas de niveis de desenvolvimento de fungdes.

A pesquisa de Isoda (1996)

Este modelo de desenvolvimento de linguagem de fungdes foi criado comparando
as praticas de ensino japonés e curriculos nacionais com formas generalizadas dos
Niveis de van Hiele. O estudo de Isoda utiliza a estrutura dos niveis de compreensao
geométrica e mostra que eles também podem indicar caracteristicas para a linguagem
de fungdes.

Estas caracteristicas incluem: hierarquia da linguagem, dualidade de objeto e
método, linguagem matematica e contextualizacao do pensamento dos alunos (ISODA,
1996 p.105) .

Niveis de Compreensédo de Fungbes por Isoda

Através de investigacdes sobre o desenvolvimento da linguagem dos alunos para
descrever fungdes e sua origem historica, os niveis de compreensao foram elaborados
tomando como base os niveis de compreensao geométrica.

Nivel 1 - Linguagem Cotidiana: Os alunos raciocinam basicamente por meio de
especulacbes, através da linguagem cotidiana, os conceitos de fun¢des séo vistos como
um todo, ndo sendo levadas em conta consideracdes explicitas das propriedades dos
seus componentes. Com isso, discutem alteracbes numéricas através de resultados
observados em calculos simples e/ou calculadoras, normalmente suas descricdes sao
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feitas com base em uma variavel fisicamente evidente, a variavel dependente. Mesmo
estando conscientes das diferencas numéricas, € dificil explica-las adequadamente
usando duas variaveis, uma vez que suas observacoes sao feitas verbalmente, usando
uma linguagem cotidiana.

Nivel 2 — Aritmética: Neste nivel inicia-se uma analise informal dos estudos de
funcdes através do uso de aritmética e tabelas. Ao explorarem as tabelas, os alunos
descrevem as regras de relacdes, suas conclusdes sobre as relagdes dos fenbmenos
s8o0 mais precisas com as tabelas do que com a unica linguagem cotidiana do Nivel
1. Apesar de conseguirem descrever as relacdes, nao é facil traduzir para notacoes.

Nivel 3 - Algebra e Geometria: Os alunos conseguem estabelecer interrelacdes
entre a lei de formacao das funcdes e seus graficos, convertem as notacoes de tabelas,
equacoes e graficos através de algebra e geometria. Neste nivel, sua nocao de funcéo
estd bem evoluida, envolve a representacéo em diferentes notagdes.

Nivel 4 — Calculo: Os alunos desenvolvem o estudo das fungbes a partir de
conhecimentos de célculo, como limite, derivada e integral.

Nivel 5 — Analise: Um exemplo de linguagem para a descricdo € a analise
funcional, que é uma metateoria do calculo. A justificacdo deste nivel € baseada no
desenvolvimento historico e ainda né&o foi investigada.

Modelo proposto por Bergeron & Herscovics (1982)

Os pesquisadores Jacques C. Bergeron e Nicolas Herscovics desenvolveram um
esquema para o ensino de fungdes. Neste modelo, os pesquisadores basearam-se nos
obstaculos cognitivos estudados anteriormente. Bergeron & Herscovics(1982) usaram
uma abordagem construtivista, partindo da intuicdo dos alunos para a formalizacéo,
onde cada nivel foi construido sobre o anterior.

Compreenséao Intuitiva: pensamento com base na percepgcao visual e acdes
primitivas ndo quantificadas, resultando em aproximacoes.

Matematizacdo Inicial: organizagdo e quantificacdo das primeiras nocoes
intuitivas para a constru¢ao de um conceito.

Abstracdo: o conceito se destaca do procedimento e alcanca uma existéncia
propria, com generalizagoes.

Formalizag&o: uso da linguagem simbolica, justificacdo légica das operacoes,
descontextualizagao e descoberta dos axiomas.

Proposta de modelo de niveis de desenvolvimento para funcées baseado em
van Hiele

Com base nos niveis de van Hiele e nas outras referéncias estudadas, estou
desenvolvendo meu proprio modelo de pensamento de fungdes. Propomos,
inicialmente, a seguinte classificacéo voltada para o ensino brasileiro:

Nivel 1: E um pré-conceito de funcdo. Reconhecimento da dependéncia de uma
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variavel, estabelecimento de esquemas visuais (grafico ponto a ponto) e tabelas.
Nocbes nao formais de variagcéo (temperatura, dependéncia...)

Nivel 2: Reconhecimento do dominio e contradominio, identificacédo e
representacédo de pares ordenados a partir da expressao algébrica de uma funcéo.
Uso da notacgao y = f(x).

Nivel 3: Estabelecimento de uma expressdo analitica da relagcdo entre duas
grandezas,

distincéo entre equacao e fungao, construcéo e interpretacdo de graficos

Nivel 4: Distincao entre contradominio e imagem, operagdes com funcgdes,
classificacao (injetora, sobrejetora, par e impar).

ApOs essa primeira classificacéo dos niveis foi aplicado um teste de validagcéo
da teoria. Esse teste tinha como objetivo verificar a validade da escala proposta e
classificar 0s alunos em um dos niveis, para que posteriormente, fossem aplicadas
mais atividades. A atividade foi realizada em uma escola particular da Freguesia —
Jacarepagua — Rio de Janeiro, com seis alunos do 3° ano do ensino médio que se
voluntariam a participar.

Analise dos Resultados

Primeiro teste: O primeiro teste tinha como objetivo verificar a validade da escala
inicialmente proposta para os niveis de desenvolvimentos de fungdes.

1) O que vocé entende por funcéo?

Todos os alunos deram respostas genéricas, com caracteristicas abaixo do nivel
1. Por exemplo: determinar o valor de f(x), uso de graficos, funcdo é usada em outras
areas e confusdo com o conceito de equacao.

2) Dé um exemplo de funcgao.

Todos deram o exemplo f(x) = ax+b, exemplo genérico. Nenhum aluno substituiu
os valoresde a e b.

3) Quais os elementos envolvidos numa fungéo?

Nem todos os alunos responderam essa questdo, os que o fizeram deram
respostas genéricas, como valores de x e y; +, -, *, X e y, elementos variaveis e
invariaveis, respostas abaixo do nivel 1.

4) Ao observar um gréafico, como vocé decide se este representa ou ndo uma
funcéo?

De acordo com a analise das respostas concluimos que os alunos nao sabem
identificar uma fungéo através do teste da reta vertical.

5) Considere a funcéo que define o custo de n cadernos, se cada caderno custa
3 reais.

a) Represente, de duas maneiras diferentes, essa funcao.

b) O que esta variando nessa situacao? O que € invariavel?
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Apenas um aluno conseguiu representar corretamente a funcéo (nivel 3),
entretanto, interpretou de maneira equivocada o enunciado, fornecendo como resposta
duas maneiras diferentes de escrever a expresséao analitica da funcdo f(n) = 3n e
f(n)= (n+1)3 - 3. Nenhum aluno pensou em uma representacao diferente da expressao
analitica. Ja a letra (b) todos os alunos souberam identificar (nivel 1).

6) Em uma estante ha duas prateleiras com livros, sendo que na segunda
prateleira ha sempre o dobro de livros da primeira, mais cinco livros. Sabe-se também
que cada prateleira suporta no maximo vinte livros. Com base nessas informacgoes,
responda:

a) Essa situacéo representa uma funcéo? Por que?

b) Quais as variaveis envolvidas nessa situacao?

Todos os alunos responderam que a situacéo representava uma fun¢do, mas
nenhum soube justificar, ja no item (b) todos os alunos acertaram a questao, de acordo
com o nivel 1.

c) Que valores essas variaveis podem assumir?

Apenas dois alunos acertam o dominio e a imagem (nivel 2), um aluno tentou
determinar o dominio e a imagem, mas chegou na igualdade x = 7,5; n&o percebendo
que x € o numero de livros da primeira prateleira e que 0 mesmo deveria ser um
namero inteiro, no caso 7.

d) Represente essa situacdo por meio de uma expressao algébrica.

Metade dos alunos deixou em branco, a outra forneceu respostas coerentes com
o nivel 3.

e) Esboce um gréfico que represente essa situacao.

Metade dos alunos deixou em branco, a outra metade errou, 0s que tentaram
deram como resposta: duas retas decrescentes e uma passando pela origem. ISso
significa que nenhum aluno atingiu o nivel 4.

Com os resultados deste primeiro teste verificamos que era preciso reformular
0s niveis de desenvolvimento do pensamento sobre a linguagem de fung¢des, uma
vez que os alunos apresentaram respostas com caracteristicas tanto abaixo do nivel
1, como no nivel 2. Antes, porém, de reformular os niveis, foi aplicada uma segunda
atividade de validacdo, uma vez que os resultados da primeira foram imprecisos.

Segundo teste: O segundo teste tinha como objetivo verificar o desempenho dos
alunos diante de um problema pratico. Junto as questdes do teste, foi anexada uma
conta de luz da fornecedora de energia Light.

Parte dos domicilios do Estado do Rio de Janeiro recebe energia elétrica
distribuida pela Light. Observe a conta de energia de uma residéncia, € use uma
calculadora para responder:
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a) Quantos kWh foram consumidos, nesse més, por essa familia?

b) Determine o adicional bandeira vermelha, cobrado nessa conta.

Com estas perguntas pretendiamos verificar se o aluno identificava as variaveis
envolvidas na situagéo. A maioria dos alunos deu respostas caracteristicas de acordo
com o nivel 1, pois identificaram corretamente o numero de kWh e, no item (b), apesar
de acertarem, alguns fizeram um arredondamento equivocado.

c) Escreva a expressdo que determina quanto esta familia pagara de luz
de acordo com o seu consumo de kWh nesse més, e encontre esse valor
arredondando para duas casas decimais.

Metade da amostra conseguiu determinar corretamente a expresséo analitica do
preco da conta, indicando um raciocinio no nivel 2.
d) Quanto pagara de energia uma familia que consumiu 120 KWh?

Neste caso, cinco dos seis alunos demonstraram saber encontrar o nUmero do
dominio correspondente ao valor estipulado, apesar de alguns deles terem cometido
um erro de arredondamento e esquecido de acrescentar o valor da bandeira vermelha.
Este comportamento € caracteristico do nivel 2.

e) O adicional bandeira vermelha pode ser expresso em forma de funcgéao.
Determine a fungdo que expressa quanto o consumidor pagara de adicional
bandeira vermelha.

f) Escreva a funcédo que determina quanto um consumidor pagara de luz de
acordo com o seu consumo de kWh.

Apenas um aluno respondeu de acordo com o nivel 3, estabelecendo corretamente
a funcéo pedida, outro aluno cometeu um erro de arredondamento na letra (e) e
esqueceu de adicionar a bandeira vermelha na letra (f), os demais nao fizeram e/ou
erraram.
g) Represente graficamente as fungdes que dao o custo da bandeira vermelha
em relacdo ao consumo e o custo total do fornecimento de energia em relacéao
ao consumo.

Nenhum aluno conseguiu tracar o grafico corretamente, o que indica que néao
atingiram o nivel 4.

De acordo com os resultados obtidos nos dois testes preliminares, concluimos que
os alunos envolvidos nesta pesquisa tém dificuldade em expressar conceitualmente
as caracteristicas de funcao, entretanto, quando apresentada uma situacao pratica
conseguem desenvolver célculos e identificar propriedades. Além disso, temos uma
primeira classificacdo da amostra com dois alunos no nivel 3, trés alunos no nivel 2 e
um aluno no nivel 1. Continuaremos aplicando atividades para melhor verificar o nivel
destes alunos e promover a elevacao destes a niveis superiores.
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CONSIDERACOES FINAIS

Consideramos que o trabalho tem potencial para produzir contribuicdes relevantes
para a pesquisa na area. O modelo proposto certamente podera contribuir para
descrever o desenvolvimento da aprendizagem de fungdes. Para alcancgar os resultados
esperados, continuaremos aplicando atividades e testando o modelo. Esperamos que
até o evento tenhamos resultados mais precisos sobre a escala proposta.
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