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APRESENTAÇÃO

O livro “Estudos Interdisciplinares nas Ciências Exatas e da Terra e Engenharias” 
de publicação da Atena Editora apresenta em seu 3º volume 37 capítulos relacionados 
temáticas de área multidisciplinar associadas à Educação, Agronomia, Arquitetura, 
Matemática, Geografia, Ciências, Física, Química, Sistemas de Informação e 
Engenharias. 

No âmbito geral, diversas áreas de atuação no mercado necessitam ser 
elucidadas e articuladas de modo a ampliar sua aplicabilidade aos setores 
econômicos e sociais por meio de inovações tecnológicas. Neste volume encontram-
se estudos com temáticas variadas, dentre elas: estratégias regionais de inovação, 
aprendizagem significativa, caracterização fitoquímica de plantas medicinais, gestão 
de riscos, acessibilidade, análises sensoriais e termodinâmicas, redes neurais e 
computacionais, entre outras, visando agregar informações e conhecimentos para a 
sociedade. 

Os agradecimentos do Organizador e da Atena Editora aos estimados autores 
que empenharam-se em desenvolver os trabalhos de qualidade e consistência, 
visando potencializar o progresso da ciência, tecnologia e informação a fim de 
estabelecer estratégias e técnicas para as dificuldades dos diversos cenários 
mundiais. 

Espera-se com esse livro incentivar alunos de redes do ensino básico, graduação 
e pós-graduação, bem como outros pesquisadores de instituições de ensino, 
pesquisa e extensão ao desenvolvimento estudos de casos e inovações científicas, 
contribuindo na aprendizagem significativa e desenvolvimento socioeconômico rumo 
à sustentabilidade e avanços tecnológicos.

Cleberton Correia Santos
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GRUPOS DE HOMOLOGIA SIMPLICIAL

CAPÍTULO 22

Wendy Díaz Valdés
FAMAT-Universidade Federal de Uberlândia

Uberlândia – MG

Lígia Laís Fêmina
FAMAT-Universidade Federal de Uberlândia

Uberlândia – MG

Gisele Andrade Lemos
FAMAT-Universidade Federal de Uberlândia
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FAMAT-Universidade Federal de Uberlândia

Uberlândia – MG

RESUMO: Nesse trabalho, apresentamos a 
defi nição de grupos de homologia simplicial 
e os cálculos desses grupos para alguns 
espaços trianguláveis, isto é, homeomorfos a 
um poliedro.
PALAVRAS-CHAVE: Poliedro. Simplexo. 
Homologia Simplicial

SIMPLICIAL HOMOLOGY GROUPS

ABSTRACT: In this work, we present the 
defi nition of simplicial homology groups and 
the calculations of these groups for some 
triangulable spaces, that is, homeomorphs to a 
polyhedron.
KEYWORDS: Polyhedron. Simplexo. Simplicial 

Homology

1 |  INTRODUÇÃO

Na topologia algébrica, a homologia 
simplicial na dimensão zero formaliza a ideia 
do número de componentes conexas e para 
dimensões maiores representa o número de 
“buracos” n-dimensionais.

A homologia simplicial surge como 
uma maneira de estudar os espaços 
topológicos cujos componentes estruturais 
são n-simplexos. Esta ferramenta é 
calculada em espaços homeomorfos a um 
poliedro, tal homeomorfi smo se refere a uma 
triangularização do espaço dado. Muitos 
espaços topológicos de interesse podem ser 
triangularizados. A homologia simplicial só 
depende do espaço topológico associado. 
Dessa forma, esta oferece uma maneira de 
distinguir um espaço de outro.

2 |  COMPLEXO SIMPLICIAL E HOMOLOGIA 

SIMPLICIAL

Defi nição 1. Um conjunto
 de k + 1 pontos em �n

é geometricamente independente quando 
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apenas os vetores ɑ1 - ɑ0,ɑ2 - ɑ0,..., ɑk - ɑ0 são independentes.
Defi nição 2. Seja {ɑ

0
, ɑ1, ..., ɑk} um conjunto de pontos geometricamente 

independentes em �n. O k-simplexo, σk, é o conjunto de todos os pontos xϵ�n, que 
são gerados por {ɑ0, ..., ɑk} para os quais não existem números reais negativos  
{λ0, ..., λk} tal que  .

O 0-simplexo é simplesmente um conjunto unitário, 1-simplexo é um segmento 
de linha fechado, 2-simplexo é  um  triângulo  (interior e arestas),  3-simplexo é um 
tetraedro (interior e arestas). Um 0-simplexo aberto é o conjunto unitário, 1-simplexo 
aberto é um segmento de linha com os pontos fi nais removidos, 2-simplexo aberto é 
o interior de um triângulo, 3-simplexo aberto é o interior de um tetraedro.

Defi nição 3. Dizer que um simplexo σk é uma face de um simplexo σn, k ≤ n, 
signifi ca que cada vértice de σk é um vértice de σn. Se σn é o simplexo com vértices 
ɑ0, ..., ɑn, escrevemos σn = ⟨ɑ0 ... ɑn⟩.

Defi nição 4. Dois simplexos σm e σn são propriamente unidos, contanto que 
eles não tenham intersecção. Ou a intersecção σm ⋂ σn é uma face de ambos.

Defi nição 5. Um complexo simplicial é uma família fi nita K de simplexos 
geométricos os quais são propriamente unidos e tem a propriedade de que cada 
face de um elemento de K é também um elemento de K. A dimensão de K é o 
maior índice positivo r tal que K tenha um r-simplexo. A união de elementos de K com 
o subespaço topológico Euclidiano é denotado por |K| e é chamado de poliedro
associado a K.

Defi nição 6. (ARMSTRONG, 1983) A triangularização de um espaço topológico  
consiste num complexo simplicial K e um homeomorfi smo h: | K |→ X. 

Geometricamente, triangularizar uma superfície é cobri-la de formas triangulares, 
as quais ou tem uma face toda em comum um vértice ou uma aresta. Além disso, a 
triangularização de uma superfície não é única.

A fi gura 1 mostra um exemplo de uma superfície triangularizada, a faixa de 
Möbis:

Figura 1. Triangularização da faixa de Möbis.

Defi nição 7. Um n-simplexo orientado, n ≥ 1 é obtido de um n-simplexo             



Estudos Interdisciplinares nas Ciências Exatas e da Terra e Engenharias 3 Capítulo 22 241

σn = ⟨ɑ0 ... ɑn⟩ escolhendo a ordem para esses vértices. A classe equivalente 
de permutações pares para escolha da ordem determina o simplexo orientado 
positivamente +σn, enquanto a classe equivalente das permutações ímpares 
determina o simplexo orientado negativamente. Um complexo simplicial orientado é 
obtido de um complexo simplicial atribuído uma orientação para cada simplexo. Se 
os vértices ɑ0, ..., ɑp de um complexo K são os vértices de um p-simplexo σp, então 
o símbolo +⟨ɑ0 ... ɑp⟩ denota a classe de permutações pares para indicar a ordem de
ɑ0, ..., ɑp e -⟨ɑ0, ..., ɑp⟩ denota a classe de permutações ímpares.

Defi nição 8. Seja K um complexo geométrico orientado com simplexos σp+1 e σp

cujas dimensões diferem por 1. Nós associamos em cada par (σp+1, σp) um número 
de incidência [σp+1, σp] defi nido como: 

Se σp não é uma face de σp+1, [σp+1,σp] = 0. Suponha que σp é uma face de σp+1. 
Ordene os vértices ɑ0, ..., ɑp de σp tal que +σp = + ⟨ɑ0 ... ɑp⟩. Seja V o vértice de σp+1, 
o qual não é vértice de σp. Então +σp = ±⟨Vɑ0 ... ɑp⟩. Se + σp = + ⟨Vɑ0 ... ɑp⟩. Se + σP

= + ⟨Vɑ
0
 ... ɑp⟩, então [σp+1, σp] = 1 Se +σp = -⟨Vɑ0 ... ɑp⟩, então  [σp+1, σp] = -1.

Exemplo 1: Se +2 = +⟨ɑ0ɑ1ɑ2⟩, +σ1= +⟨ɑ0ɑ1⟩ e +1 = ⟨ɑ0ɑ2⟩, então [σ2,σ2] = 1 e 
[σ2, τ1] = -1.

Defi nição 9. Seja K um complexo simplicial orientado. Se p é um número inteiro 
positivo, a p-dimensional cadeia, ou p-cadeia, é uma função cp que leva a família de 
p-simplexos orientado de K para inteiros tal que, para cada p-simplexo σp, cp (-σp) 
= - cp(+σp), .

Com a operação adição ponto a ponto induzida pelos inteiros, a família de 
p-cadeias forma um grupo chamado de grupo p-dimensional cadeia de K. Esse 
grupo é denotado por Cp(K).

O grupo cadeia Cp(K).é isomórfi co à soma direta de grupos �. Assim se K 
tem  ɑp p-simplexos, então Cp(K) é isomórfi co a soma direta de ɑp cópias de �. Um 
isomorfi smo é dado pela correspondência .

Defi nição 10. Se g. σp é uma p-cadeia elementar com p ≥ 1, o bordo de ∂(g.σp) 
denotado por ∂ (g.σp) é defi nido por ∂(g.σp) = 

é uma p-cadeia elementar com p ≥ 1, o 
.

O operador bordo ∂ é extendido por linearidade para um homomorfi smo

Em outras palavras, se  é uma p-cadeia arbitrária, então nós 
defi nimos

O bordo de uma 0-cadeia é defi nido como sendo zero.
Teorema 11. ((CROOM, 1978), Teorema 2.1). Se K é um complexo orientado e p 

≥ 2, então  no diagrama 
é um homomorfi smo trivial.

Defi nição 12. Seja K um complexo orientado. Se p é um inteiro positivo, um 
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p-dimensional ciclo em K, ou p-ciclo, é uma p-cadeia zp tal que ∂(zp) = 0. A família de 
p-ciclos é o núcleo do homomorfi smo ∂p : Cp (K) → Cp-1 (K). e é um subgrupo de Cp(K). 
Esse subgrupo, denotado por Zp(K), e é chamado de grupo ciclo p-dimensional de K. 
Desde que defi nimos o bordo de uma 0-cadeia como sendo 0, nós agora defi nimos 
0-ciclo como sendo sinônimo de 0-cadeia. Assim, o grupo Zp(K) de 0-ciclos é o grupo  
Cp(K) de 0-cadeias.

Se p ≥ 0 , a p-cadeia bp é um p-dimensional bordo em K , ou p-bordo, se há uma 
(p+1)-cadeia tal que ∂(cp+1) = bp. A família de p-bordos é a imagem ∂p+1 (Cp+1(K)).  e é 
um subgrupo de Cp(K). Esse subgrupo é chamado de p-dimensional grupo-bordo de  
K e é denotado por Bp(K) .

Se n é a dimensão de K, então não existe p-cadeias em K para p > n. Nesse 
caso nós dizemos que Cp(K) é o grupo trivial {0}. Em particular, não existe (n+1)-
cadeias em K tal que Cn+19k) e, portanto Bn (K) = {0}.

Teorema 13 ((CROOM, 1978), teorema 2.2). Se K é um complexo orientado, 
então Bp(K) ⊂ Zp (K) para cada inteiro p tal que 0≤ p ≤ n, onde n é a dimensão de K.

Defi nição 14. Dois p-ciclos w p e z p num complexo K são homólogos, se 
existe uma (p+1)-cadeia cp+1 tal que ∂(cp+1) = wp = zp. Escrevemos wp ~zp+. Se um 
p-ciclo tp é bordo de uma (p+1)-cadeia, nós dizemos que tp é homólogo a zero e 
escrevemos tp ~0.

Essa relação de homologia para p-ciclos é uma relação de equivalência, então 
temos as classes de homologia de Zp (K) , dada por

As classes laterais são: . 
Portanto as classes homólogas são membros do grupo quociente. . Nós podemos 
usar a estrutura do grupo quociente para adicionar as classes de homologia Bp(K).

Defi nição 15. Se K é um complexo orientado e  p um inteiro não-negativo, o 
grupo homologia p-dimensional de K é 

. Se K é um complexo orientado e  p um inteiro não-negativo, o 
.

3 |  EXEMPLOS DE GRUPOS DE HOMOLOGIA SIMPLICAL

Exemplo 1: Considere a confi guração mostrada na fi gura abaixo. O interior do 
tetraedro e o interior do triângulo ⟨def⟩ não são incluídos. Esse espaço é um poliedro 
K.
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Figura 2. Complexo simplicial (CROOM, 1978).

Observe que

Vamos verifi car que δ1 o δ2 é um operador trivial

Assim, todo bordo é um ciclo.
Intuitivamente, um ciclo é uma cadeia cujos termos fecham um buraco ou 

formam um bordo de uma cadeia de dimensão maior. Nós investigamos os “buracos” 
no poliedro para determinar os ciclos que não são bordos.

Considere a 2-cadeia , o bordo da 2-cadeia é:

Logo, é um 2-ciclo e não é um bordo desde que o interior do tetraedro não está 
incluído. Considere 

Portanto, z é 1-ciclo e não é bordo.
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E qualquer outro 1-ciclo é um bordo ou a soma de z e um bordo. Assim qualquer 
1-ciclo é homólogo a zero ou homólogo ao ciclo fundamental 1-ciclo z. Isso indica 
a presença de 2 buracos no poliedro, um limitado por 2-ciclo e outro pelo 1-ciclo z. 
Além disso, K possui uma única componente conexa. Portanto ,Hi(K) = �, i = 0,1,2 .

Exemplo 2: Seja a triangulação da faixa de Möbius mostrada na fi gura abaixo 
com a orientação ɑ0 < ɑ1 < ... <ɑ5

Figura 3. Outra trangularização da faixa de Möbius (CROOM, 1978)

Não há 3-simplexos em M, B2 (M) = {0} então . Suponha que

é um 2-ciclo.
Calculando o bordo de temos 

Para w ser 2-ciclo, temos que ∂(w) = 0  se,g0 = g1 = g2 = g3 = g4 = g5 = 0 e 
somente se. 

A ssim, Z2(M) = {0} . Portanto .
Considere as seguintes 1-cadeias:  e 

. Calculando os bordos, temos que z e z' são 
1-cilcos. (Usando a intuição também vemos que são 1-ciclos, pois z e z' fazem um 
ciclo completo começando e terminando em ɑ0). Entretanto, z - z`' deve ser fronteira 
de alguma 2-cadeia.

Com um pouco de cálculo, descobrimos que
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Com um cálculo similar verifi camos que qualquer 1-ciclo é homólogo a um 
múltiplo de z.

Portanto,  , então . Isso indica que o 
poliedro |M| tem um buraco limitado por 1-simplexo.

Para determinar H0(M), observe que qualquer 0-cadeia 1⟨ɑi⟩ e 1⟨ɑj⟩ ( i,j 
variando de 0 a 5 ) são homólogos.

Por exemplo, 
, então . Note que no nível zero a homologia indica que  

tem apenas uma componente conexa.

4 |  CONCLUSÃO

Intuitivamente, o grupo de homologia de um complexo é descrito como um 
arranjamento dos simplexos no com- plexo de tal modo que nos dirá os buracos 
associados ao poliedro e o número de componentes conexas.
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