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APRESENTACAO

O livro “Estudos Interdisciplinares nas Ciéncias Exatas e da Terra e Engenharias”
de publicacédo da Atena Editora apresenta em seu 3° volume 37 capitulos relacionados
tematicas de area multidisciplinar associadas a Educacao, Agronomia, Arquitetura,
Matematica, Geografia, Ciéncias, Fisica, Quimica, Sistemas de Informagcdo e
Engenharias.

No ambito geral, diversas areas de atuacdo no mercado necessitam ser
elucidadas e articuladas de modo a ampliar sua aplicabilidade aos setores
econdmicos e sociais por meio de inovagdes tecnolbdgicas. Neste volume encontram-
se estudos com teméaticas variadas, dentre elas: estratégias regionais de inovacéo,
aprendizagem significativa, caracterizacao fitoquimica de plantas medicinais, gestao
de riscos, acessibilidade, analises sensoriais e termodinamicas, redes neurais e
computacionais, entre outras, visando agregar informacdes e conhecimentos para a
sociedade.

Os agradecimentos do Organizador e da Atena Editora aos estimados autores
que empenharam-se em desenvolver os trabalhos de qualidade e consisténcia,
visando potencializar o progresso da ciéncia, tecnologia e informacao a fim de
estabelecer estratégias e técnicas para as dificuldades dos diversos cenarios
mundiais.

Espera-se com esse livro incentivar alunos de redes do ensino basico, graduacéao
e pos-graduacdo, bem como outros pesquisadores de instituicbes de ensino,
pesquisa e extensédo ao desenvolvimento estudos de casos e inovacgdes cientificas,
contribuindo na aprendizagem significativa e desenvolvimento socioeconémico rumo
a sustentabilidade e avancgos tecnolégicos.

Cleberton Correia Santos
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CAPITULO 22

GRUPOS DE HOMOLOGIA SIMPLICIAL

Wendy Diaz Valdés
FAMAT-Universidade Federal de Uberlandia

Uberlandia — MG

Ligia Lais Fémina

FAMAT-Universidade Federal de Uberlandia
Uberlandia — MG

Gisele Andrade Lemos
FAMAT-Universidade Federal de Uberlandia
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RESUMO: Nesse trabalho, apresentamos a
definicdo de grupos de homologia simplicial
e 0s célculos desses grupos para alguns
espacos triangulaveis, isto é, homeomorfos a
um poliedro.

PALAVRAS-CHAVE:
Homologia Simplicial

Poliedro.  Simplexo.

SIMPLICIAL HOMOLOGY GROUPS

ABSTRACT: In this work, we present the
definition of simplicial homology groups and
the calculations of these groups for some
triangulable spaces, that is, homeomorphs to a
polyhedron.

KEYWORDS: Polyhedron. Simplexo. Simplicial
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Homology

11 INTRODUCAO

Na topologia algébrica, a homologia
simplicial na dimens&o zero formaliza a ideia
do numero de componentes conexas e para
dimensdes maiores representa o numero de
“buracos” n-dimensionais.

A homologia simplicial surge como

uma maneira de estudar o0s espacos
topologicos cujos componentes estruturais
Esta

calculada em espacos homeomorfos a um

sdo  n-simplexos. ferramenta é
poliedro, tal homeomorfismo se refere a uma
triangularizagdo do espaco dado. Muitos
espacos topolbgicos de interesse podem ser
triangularizados. A homologia simplicial sé
depende do espaco topoldgico associado.
Dessa forma, esta oferece uma maneira de

distinguir um espaco de outro.

2| COMPLEXO SIMPLICIAL E HOMOLOGIA
SIMPLICIAL

Definicao 1. Um
A ={ag,a4,..,a;} de k + 1 pontos em R"

conjunto

€ geometricamente independente quando
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apenas os vetores a, - a,,Q, - d,,..., 4, - 4, S0 independentes.

Definicao 2. Seja {a, a,, ..., a,} um conjunto de pontos geometricamente
independentes em R". O k-simplexo, o%, & o conjunto de todos os pontos xeR", que
sdo gerados por {a,, ..., 4.} para 0s quais ndo existem numeros reais negativos
Ny - AJ tal que x = Nfodeae € Niode = 1. .

O 0-simplexo é simplesmente um conjunto unitario, 1-simplexo € um segmento
de linha fechado, 2-simplexo &€ um tridngulo (interior e arestas), 3-simplexo é um
tetraedro (interior e arestas). Um 0-simplexo aberto é o conjunto unitario, 1-simplexo
aberto é um segmento de linha com os pontos finais removidos, 2-simplexo aberto é
o interior de um tridngulo, 3-simplexo aberto é o interior de um tetraedro.

Definicao 3. Dizer que um simplexo o* é uma face de um simplexo 0", k < n,
significa que cada vértice de o é um vértice de o". Se o" é 0 simplexo com vértices
a, ..., 4, escrevemos ¢"=<q, ... a).

Definicao 4. Dois simplexos o™ e 0" s&o propriamente unidos, contanto que
eles ndo tenham interseccéo. Ou a intersecgdo o™ n o" € uma face de ambos.

Definicao 5. Um complexo simplicial € uma familia finita K de simplexos
geométricos 0s quais sao propriamente unidos e tem a propriedade de que cada
face de um elemento de K &€ também um elemento de K. A dimensao de K é o
maior indice positivo r tal que Ktenha um r-simplexo. A unido de elementos de K com
0 subespaco topologico Euclidiano € denotado por IKlI e é chamado de poliedro
associado a K.

Definicao 6. (ARMSTRONG, 1983) Atriangularizacdo de um espaco topoldgico
consiste num complexo simplicial Ke um homeomorfismo h: | K 1= X.

Geometricamente, triangularizar uma superficie é cobri-lade formastriangulares,
as quais ou tem uma face toda em comum um vértice ou uma aresta. Além disso, a
triangularizacdo de uma superficie ndo é unica.

A figura 1 mostra um exemplo de uma superficie triangularizada, a faixa de
Mobis:

Figura 1. Triangularizagcéo da faixa de Mobis.

Definicdo 7. Um n-simplexo orientado, n = 1 é obtido de um n-simplexo
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o" = {q, ... a escolhendo a ordem para esses vertices. A classe equivalente
de permutacOes pares para escolha da ordem determina o simplexo orientado
positivamente +0", enquanto a classe equivalente das permutagdes impares
determina o simplexo orientado negativamente. Um complexo simplicial orientado é
obtido de um complexo simplicial atribuido uma orientacéo para cada simplexo. Se
os vértices a, ..., a de um complexo K séo os vértices de um p-simplexo o®, entéao
o simbolo +q, ... a) denota a classe de permutacdes pares para indicar a ordem de
Ay, oo O € (A, .oy A denota a classe de permutagdes impares.

Definicao 8. Seja Kum complexo geométrico orientado com simplexos o*' e o®
cujas dimensdes diferem por 1. N6s associamos em cada par (o', 6®) um namero
de incidéncia [oP*!, oP] definido como:

Se of nao é uma face de o', [oP*',0°] = 0. Suponha que o é uma face de o**'.
Ordene os vertices a,, ..., a de o tal que +0° = + (q, ... a). Seja V o vértice de o+,
o qual n&o é vértice de o°. Entéo +0° = +(Va, ... a ). Se + o? = + (Va, ... a ). Se + 0"
=+MVa, ... a, entéo [o°, o?] = 1 Se +0P = -(Vq, ... a, entdao [oP, op] =-1.

Exemplo 1: Se +2 = +(a,a,q,
[02, T'] = -1.

Definicao 9. Seja K um complexo simplicial orientado. Se p € um nimero inteiro

), +0'= +(a,0,> e +1 = (a,0,), entdo [0%,0?] =1 e

positivo, a p-dimensional cadeia, ou p-cadeia, € uma funcéao c, que leva a familia de
p-simplexos orientado de K para inteiros tal que, para cada p-simplexo o®, C, (-oP)
=- cp(+op), .

Com a operacgédo adicao ponto a ponto induzida pelos inteiros, a familia de
p-cadeias forma um grupo chamado de grupo p-dimensional cadeia de K. Esse
grupo é denotado por C_(K).

O grupo cadeia Cp(K).é isomérfico a soma direta de grupos Z. Assim se K
tem a p-simplexos, entdao C (K) é isomoérfico a soma direta de a copias de Z. Um
isomorfismo é dado pela correspondéncia Zfﬁl gio{ © (g1 ) 9a,) .

Definicao 10. Se g. o, € uma p-cadeia elementar com p = 1, o bordo de a(g.op)
denotado por d (g.o?) é definido por d(g.o?) = X[o”.0f '1g.0f ", o7 " €K,

O operador bordo o é extendido por linearidade para um homomorfismo

ap(g.crp) 2 G, (K) = Cp_yq(K).

Em outras palavras, se ¢, =Eg1-.af € uma p-cadeia arbitraria, entdo nés

definimos

9,(c,) =X 9,(g:.07).

O bordo de uma 0-cadeia é definido como sendo zero.

Teorema 11. ((CROOM, 1978), Teorema 2.1). Se K & um complexo orientado e p
=2, entdo 0,-1°0,: C,(K) = Cp—2(K) nodiagrama C,(K) i Cp-1(K) 2o, Cpz (K)
€ um homomorfismo trivial.

Definicao 12. Seja K um complexo orientado. Se p é um inteiro positivo, um
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p-dimensional ciclo em K, ou p-ciclo, € uma p-cadeia z tal que a(zp) = 0. Afamilia de
p-ciclos é o nucleo do homomorfismo 9y Cp (K) - Cp_1 (K). e é um subgrupo de Cp(K).
Esse subgrupo, denotado por Zp(K), e é chamado de grupo ciclo p-dimensional de K.
Desde que definimos o bordo de uma 0-cadeia como sendo 0, nés agora definimos
0-ciclo como sendo sindnimo de 0-cadeia. Assim, o grupo Z (K) de 0-ciclos é o grupo
C,(K) de 0-cadeias.

Sep =0, ap-cadeia bp € um p-dimensional bordo em K, ou p-bordo, se ha uma

(p+1)-cadeia tal que a(c_.) = b.A familia de p-bordos é a imagem 91 (Cp+1(K)). eé

)
um subgrupo de C (K). Esse subgrupo é chamado de p-dimensional grupo-bordo de
K e é denotado por Bp(K) :

Se n é a dimensao de K, entdo nao existe p-cadeias em K para p > n. Nesse
caso nos dizemos que Cp(K) € 0 grupo trivial {0}. Em particular, ndo existe (n+1)-
cadeias em Ktal que C_ _9k) e, portanto B_ (K) ={0}.

Teorema 13 ((CROOM, 1978), teorema 2.2). Se K é um complexo orientado,
entao Bp(K) C Zp (K) para cada inteiro p tal que O< p<n, onde n é a dimenséo de K.

Definicao 14. Dois p-ciclos W, ez num complexo K sdao homélogos, se
existe uma (p+1)-cadeia c_, tal que oa(c,,) =w_ =z .Escrevemos w ~z . Se um
p-ciclo t € bordo de uma (p+1)-cadeia, n6s dizemos que t € homodlogo a zero e
escrevemos tp ~0.

Essa relacédo de homologia para p-ciclos € uma relagcdo de equivaléncia, entéao
temos as classes de homologia de Zp (K) , dada por

[zp] ={w, € Z,(K):w, ~ z,}.

As classes laterais sd0:%p + Bp(K) = {2, + 0ps1(cpsr) : 5p+1(cp+1) € By(K)},
Portantoasclasseshomologassaomembrosdogrupoquomente ~E _Néspodemos
usar a estrutura do grupo quociente para adicionar as classes de homologla B (K)

Definicao 15. Se K € um complexo orientado e p um inteiro n&o-negativo, o

grupo homologia p-dimensional de K é H, (K) =-§- :

31 EXEMPLOS DE GRUPOS DE HOMOLOGIA SIMPLICAL

Exemplo 1: Considere a configuragdo mostrada na figura abaixo. O interior do
tetraedro e o interior dotridngulo (def) ndo séo incluidos. Esse espaco & um poliedro
K.
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Figura 2. Complexo simplicial (CROOM, 1978).

Observe que

d,({(abc) + (acd)) = (ab) + (bc) + (ca)+ (ac)+ {(cd)+ (da)
= (ab) + (bc) + (cd) + (da)

Vamos verificar que d, 0 8, € um operador trivial

0, ((ab) + (bc) + {cd) + (da)) = (b) — (a) +{c) — (b} + (d) —{c) +(a) —(d) = O

Assim, todo bordo € um ciclo.

Intuitivamente, um ciclo é uma cadeia cujos termos fecham um buraco ou
formam um bordo de uma cadeia de dimensao maior. Nés investigamos os “buracos”
no poliedro para determinar os ciclos que nao sao bordos.

Considere a 2-cadeia {(abc) + (bcd) + (acd) + {(abd), o bordo da 2-cadeiaé:

d,({abc) + (bcd) + {(acd) + (abd)) = 0

Logo, € um 2-ciclo e ndo é um bordo desde que o interior do tetraedro ndo esta
incluido. Considerez = (df) + (fe) + (de)

01(2) = () — (d) + (e) = (f) + (e) = (d) =0

Portanto, z € 1-ciclo e ndo é bordo.
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E qualquer outro 1-ciclo € um bordo ou a soma de z e um bordo. Assim qualquer
1-ciclo € homodlogo a zero ou homdlogo ao ciclo fundamental 1-ciclo z. Isso indica
a presenca de 2 buracos no poliedro, um limitado por 2-ciclo e outro pelo 1-ciclo z.
Além disso, K possui uma unica componente conexa. Portanto ,H(K) =Z,i=0,1,2.

Exemplo 2: Seja a triangulagao da faixa de Mébius mostrada na figura abaixo
com a orientagao a,<q, <...<q,

ds dg ds do

do ai da dsz

Figura 3. Outra trangularizacéo da faixa de Mébius (CROOM, 1978)

N&o ha 3-simplexos em M, B, (M) = {0} ent&o . Suponha que

w = go{apazas) + gi{apaas) + gr{aiasas) + gs{a,aas) + ga{apa,as)

+ gs{apa,as)

é um 2-ciclo.
Calculando o bordo de temos

d,(w) = (9o + gs)apas) + golazay) + (—go — g1){asa,) + gi{apa,)
+ (91 + g2){a1a4) + (—g2 — gz)(a1as) + g2{asas) + gs(a,a;)
+ (g3 + ga){azas) + (ga + gs){apaz) + ga{aeas) — gs{asay)

Para w ser 2-ciclo, temos que a(w) =0 se,g0=g1=9g2=9g3=g4=9g5=0¢
somente se.

Assim, Z2(M) = {0} . Portanto Ha(M) =2 = {0},

Considere as seguintes 1-cadeias: Z= Haoa:) + Naiaz) + Hazas) — Kaza3) ¢
z' = l{agas) + 1{aza,) + 1{aas) — 1{ayas). Calculando os bordos, temos que z e z' séo
1-cilcos. (Usando a intuicdo também vemos que s&o 1-ciclos, pois z e z' fazem um
ciclo completo comegando e terminando em q,). Entretanto, z - z'' deve ser fronteira
de alguma 2-cadeia.

Com um pouco de célculo, descobrimos que
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z— z' = 0,(I{apa,a,) + Wayazas) + agazaz) — Lapazas) — 1{a,aas) —

Nagaza,))

Logo, z ~ z'.

Com um calculo similar verificamos que qualquer 1-ciclo € homologo a um
multiplo de z.

Portanto, H1(M) = {[gz] : g€Z} | entao Hi(M)=2Z  |sso indica que o
poliedro IMI tem um buraco limitado por 1-simplexo.

Para determinar HO(M), observe que qualquer O-cadeia 1<{ai) e 1<qaj> (i,j
variando de 0 a 5 ) sdo homoélogos.

Por exemplo, 01 (L{apas) + Uasas)) = + Las) — 1{ao). Logo, Hoe(M) =
{[g¢ao)] : g€Z} entao Ho(M) = Z. Note que no nivel zero a homologia indica que
tem apenas uma componente conexa.

41 CONCLUSAO

Intuitivamente, o grupo de homologia de um complexo & descrito como um
arranjamento dos simplexos no com- plexo de tal modo que nos dira os buracos
associados ao poliedro e 0 nUmero de componentes conexas.
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