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APRESENTACAO

O livro “Estudos Interdisciplinares nas Ciéncias Exatas e da Terra e
Engenharias” de publicacédo da Atena Editora apresenta em seu primeiro volume 35
capitulos relacionados tematicas de area multidisciplinar associadas a Educacéo,
Agronomia, Arquitetura, Matematica, Geografia, Ciéncias, Fisica, Quimica, Sistemas
de Informacgéo e Engenharias.

No ambito geral, diversas areas de atuacdo no mercado necessitam ser
elucidadas e articuladas de modo a ampliar sua aplicabilidade aos setores
econdmicos e sociais por meio de inovagdes tecnolbdgicas. Neste volume encontram-
se estudos com teméaticas variadas, dentre elas: estratégias regionais de inovacéo,
aprendizagem significativa, caracterizacao fitoquimica de plantas medicinais, gestao
de riscos, acessibilidade, analises sensoriais e termodinamicas, redes neurais e
computacionais, entre outras, visando agregar informacdes e conhecimentos para a
sociedade.

Os agradecimentos do Organizador e da Atena Editora aos estimados autores
que empenharam-se em desenvolver os trabalhos de qualidade e consisténcia,
visando potencializar o progresso da ciéncia, tecnologia e informacao a fim de
estabelecer estratégias e técnicas para as dificuldades dos diversos cenarios
mundiais.

Espera-se com esse livro incentivar alunos de redes do ensino basico, graduacéao
e pos-graduacdo, bem como pesquisadores de instituicdes de ensino, pesquisa e
extenséo ao desenvolvimento estudos de casos e inovagdes cientificas, contribuindo
entdo na aprendizagem significativa e desenvolvimento socioeconémico rumo a
sustentabilidade e avancos tecnologicos.

Cleberton Correia Santos
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CAPITULO 19

AVALIACAO PELA MODA, MEDIA OU MEDIANA?

Luiz Fernando Palin Droubi
Universidade Federal de Santa Catarina

Florianépolis - Santa Catarina
Norberto Hochheim

Universidade Federal de Santa Catarina
Florianépolis - Santa Catarina

Willian Zonato

Universidade Federal de Santa Catarina

Florianopolis - Santa Catarina

RESUMO: Este artigo trata do problema da
retransformacéo de variaveis aplicada no caso
de utilizacdo da transformacédo logaritmica da
variavel dependente. A compreensdo deste
problema é (til ndo apenas na engenharia de
avaliagdes, area de trabalho dos autores, mas
também na Economia e nas mais diversas areas
em que a inferéncia estatistica seja utilizada e
onde se aplique a transformacéao logaritimica a
variavel dependente, em busca de conseguirum
melhor modelo de regressdo. Especificamente
na Engenharia de Avaliagdes, contudo, o debate
sobre qual medida de tendéncia central deve
ser utilizada no processo de retransformacao
do modelo de regressao tomou grandes
propor¢des, e provoca polémica e conflitos
inclusive em pericias judiciais envolvendo
arbitramento de valores de iméveis, seja para
desapropriacoes, seja para resolugcao de outros
conflitos juridicos de qualquer natureza em que
se necessite da avaliacdo de um imével, como

Estudos Interdisciplinares nas Ciéncias Exatas e da Terra e Engenharias

na execucao de uma garantia, numa liquidagéao
forcada ou mesmo por questdes inventariais.
PALAVRAS-CHAVE:
regressao, tendéncia central.

retransformacao,

ABSTRACT: This article deals with the problem
of the retransformation of variables applied in
case of using the logarithmic transformation of
the dependent variable. The understanding of
this problem is useful not only in the Appraisals
Engineering, our working area, but also in
Economics and in the most diverse areas
where statistical inference is used and where
logarithmic transformation is applied to the
dependent variable, in order to obtain a better
regression model. Specifically in the Appraisals
Engineering, however, the debate about what
measure of central tendency should be used
in the retransformation problem has taken on
great proportions, and causes controversy and
conflicts especially in judicial investigations
involving arbitration of property values, either
for expropriations or for resolution of other legal
conflicts of any nature in which the assessment
of a property is required, such as the execution
of a guarantee, a forced liquidation or even for
inventory matters.

KEYWORDS:
central tendency.

retransformation, regression,
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11 INTRODUCAO

Existe na area da avaliagdo de iméveis uma discussao frequente e a nosso ver
indesejavel a respeito da estimativa de tendéncia central adotada para a predi¢cao
de valores quando da utilizacdo de modelos lineares log-normais, isto €, modelos
em que a variavel resposta aparece transformada pela fungao logaritmo natural.

Como sera visto oportunamente, quando um modelo linear log-normal for
homocedastico (o0 = cte) e estiver razoavelmente bem ajustado, com um baixo
erro-padrdo, a adocédo de qualquer estimativa de tendéncia central, moda, média
ou mediana, resultara em valores praticamente equivalentes, com variacdo dentro
da precisdo da area de avaliagdes imobilidrias. No entanto, na presenca de grande
dispersdo dos dados, o valor do erro-padrao da regressao linear pode se tornar
relativamente alto e a diferenca entre as avaliagdes por uma ou outra medida de
tendéncia central pode tornar-se relevante, levando a uma situacéo altamente
indesejavel: um imével podera ser avaliado por dois avaliadores independentes
com uma diferencga significativa entre os valores encontrados. Tendo em vista que
a NBR14.653-02 (2011) se omite a este respeito, as duas avaliagdes serao validas,
porém com valores altamente discrepantes.

Pretende-se com este artigo dar a este problema uma abordagem formal, com
o intuito de sugerir uma padronizacdo das avaliagdes, sem no entanto especificar
qual medida de tendéncia central € a correta, haja vista que todas elas sao
matematicamente validas, apresentando prés e contras, nenhuma delas podendo ser
considerada melhor que a outra.

2| DESENVOLVIMENTO E FUNDAMENTACAO

Major Point 1: When we talk about the relationship of one variable to one or more
others, we are referring to the regression function, which expresses the mean of the
first variable as a function of the others. The key word here is mean! (MATLOFF,
2009, p. 386, grifo do autor)

2.1 Valor Esperado

Segundo BENNETT (2006), a esperanca matematica ou valor esperado
de uma variavel aleatéria é a soma do produto de cada probabilidade de saida da
experiéncia pelo seu respectivo valor. Isto é, representa o valor médio ‘esperado’
de uma experiéncia se ela for repetida muitas vezes. Matematicamente, a
Esperanca de uma variavel aleatéria X fg|se é representada pelo simbolo E(X).

Segundo Matloff (2009, p. 43), o valor esperado tem um papel central em
probabilidade e estatistica. A definicdo mais ampla de valor esperado de uma variavel

aleatéria X, valida tanto para variaveis discretas como continuas, é:
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n—»0 n

2.1.1 Cémputo do Valor Esperado de uma variavel aleatoria discreta

Segundo Matloff (2009, p. 44), o valoresperadode umavariavelaleatoria Xque
assume valores definidos no conjunto Aé:

E(X)=> cP(x=c)

onde P(X= c) representa a funcéo probabilidade da variavel aleatoria X assumir
o valor c.

2.1.2 Cémputo do Valor Esperado de uma variavel aleatoria continua

O Valor Esperado de uma variavel aleatéria continua W pode ser escrito da
seguinte forma (MATLOFF, 2009, p. 128):

EW)= Trfw (t)dt

onde f, (1) & a fun¢do densidade de probabilidade de t, para todo t onde a
funcao f (1) esteja definida.

2.1.3 Propriedades do Valor Esperado

Seja aum escalar e U uma variavel aleatoria (MATLOFF, 2017, p. 47):
E(aU)=aEU)

Sejam a e b dois escalares e U e V duas variaveis aleatorias, nao
necessariamente independentes, entdao (MATLOFF, 2017, p. 47):

E(aU+bV)=aEWU)+bE(V)

Finalmente, sejam U e V duas variaveis aleatorias independentes:
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E(UV)=EU)EV)

Porém, se U e V nao forem independentes, esta propriedade falha (covariancia).

2.2 Lei da expectativa total

Segundo Matloff (2009, p. 339), a lei da expectativa total pode ser expressa
como abaixo:

EY)=E[EYIW)]

2.3 Lei da Variancia total

Outra relacao importante é expressa pela lei da Variancia Total que, de acordo
com Matloff (2009, p. 345) estabelece que:

VAR(Y) = E[VARY |W)]+VARE(Y |W)]

2.4 Desigualdade de Jensen

Segundo Matloff (2017), se @(x) € uma fungcéo convexa, entdo a desigualdade de
Jensen se exprime na seguinte desigualdade:

P(E(X)) < E(p(X))

Como pode-se demonstrar, a funcéo e é uma funcao convexa, pois possui
derivada segunda sempre maior que zero (f"(e*) = e > 0)).

2.5 Erro médio quadratico (MSE)

Seja o valor de uma estimativa. Entdo o seu erro médio quadratico (MSE) &
dado por:

MSE=[(y—) f(y)dy = E(y*)=2aE(y) +7°

Para encontrar o valor minimo do erro médio quadratico (MSE) quando Tt varia,
faz-se:
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d (EQY?)-22E(Y)+7°) _
dr

0 7 =E®)

Ou seja, a estimativa pelo valor esperado é a estimativa que minimiza e erro
médio quadratico.

2.6 Valor Esperado condicional

O valor esperado de uma variavel aleatéria Y estatisticamente relacionada
com outra outra variavel aleatéria X é (WASSERMAN, 2010, p. 77):

EY|X =t)=j{f,,,X(YIX =1)dt

2.7 Estimadores

Earlier, we often referred to certain estimators as being “natural.” For example,
if we are estimating a population mean, an obvious choice of estimator would be
the sample mean. Butin many applications, itis less clear what a “natural” estimate
for a population quantity of interest would be. We will present general methods for
estima- tion in this section. We will also discuss advanced methods of inference
(MATLOFF, 2009, p. 303).

A definicdo de um estimador © para um parametro ou uma variavel € uma
funcdo 9(X), que mapeia o espago amostral para um conjunto de estimativas
amostrais, em que X é uma variavel aleatéria dos dados observados. E usual
denotar uma estimativa em um determinado ponto x € X por €(X =x) ou, mais

simplesmente, 4(x) .

2.8 Propriedades de um estimador

~

Nesta seccdo adota-se como notacdo que € @ um estimador da variavel
aleatéria ©.

2.8.1 Erro

e(x)=6(x)—0

2.8.2 Desvio

d(x) = 6(x) - E[0(x)]

onde EI6) é o Valor Esperado do estimador.

2.8.3 Varidncia
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A variancia de um estimador @ é (MATLOFF, 2009, p. 52):

VAR(O) = E[(0— E())*]

2.8.4 Coeficiente de Variacao

O coeficiente de variacdo de um estimador é uma medida adimensional que
compara o desvio-padrao de uma variavel ou estimador 8 a sua média, conforme
abaixo (MATLOFF, 2009, p. 56):

V= VAREH)
E9)

2.8.5 Viés

O viés de um estimador 8 & (MATLOFF, 2009, p. 317):

B(O)=E@)-6

O viés coincide com o valor esperado do erro, pois E(@)-0=E@-6). Numa
regressao linear:

B(f1(xy)) = E[ 1(xy)] = pa(x,)

2.8.6 Erro médio quadratico

Segundo Shen e Zhu (2008, p. 553), o erro médio quadratico € uma medida
comum da qualidade de um estimador na literatura estatistica.

MSE = E[(0-0)*]
Numa regresséao linear, o erro médio quadratico pode ser descrito por:

MSE[ f1(x,)] = E[(f1(x,) — p(xy))*1=VAR[ f1(x,)] + B*[ f1(x,)]

2.8.7 Consisténcia
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A consisténcia € a propriedade que um estimador tem de se aproximar
assintoticamente do valor “real” da variavel, a medida que aumenta o namero de
observagOes. Matematicamente:

2.8.8 Melhor estimador linear ndo-viesado ou BLUE

Em estatistica, € comum o uso da sigla BLUE (Best Linear Unbiased Estimator)
para indicar o melhor estimador linear nao-viesado.

2.9 Trade-off entre viés e variancia

Um dos problemas conhecidos dos modelos de regressao linear ou outros
modelos estatisticos em geral é o sobreajustamento (do inglés overfitting).
Resumidamente, overfitting € o ato de ajustar um modelo tdo bem ajustado aos
dados amostrais, que este se torna incapaz de fazer boas previsdes para outros
dados que nao os do préprio modelo. Segundo Matloff (2017, p. 24), um modelo
sobreajustado é um modelo tdo elaborado que “capta o ruido ao invés do sinal”.

De acordo com Matloff (2017, pp. 24—26), por outro lado, um modelo com
menor numero de variaveis explicativas estara enviesando os seus resultados (no
sentido de enviesamento sistémico, inerente a amostragem, néao proposital), e o
acréscimo de uma variavel independente a este modelo estara assim reduzindo o seu
viés.

Por outro lado, de acordo com Matloff (2017, p. 25), quanto maior for o nimero
de variaveis do modelo — mantido o0 mesmo numero de dados amostrais —, maior
sera a variabilidade coletiva dos regressores e, assim, maior sera a variancia dos
coeficientes estimados.

Desta maneira, em modelos mais simples, a redugao do viés do mesmo através
da adicao de um novo regressor compensa o0 aumento na variabilidade conjunta
do modelo, até que este nUmero de regressores atinja um numero 6timo, quando
a diminuicdo adicional do viés gerada pela adicdo de um regressor torna-se tao
pequena que ndao compensa a variabilidade dos coeficientes estimados. Um modelo
com variaveis explicativas maior do que este numero 6timo estara, portanto,
sobreajustado.

Ou seja, existe um tradeoff entre viés e varidncia: para qualquer estimador
estatistico (MATLOFF, 2017, p. 25), ndo se pode reduzir o seu viés sem aumentar a
sua variancia e vice-versa. Tem-se que conviver sempre com algum viés e tem que
se aceitar alguma variancia.

Matematicamente, isto decorre do desenvolvimento da expressao do Erro Médio
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Quadratico (MSE) (MATLOFF, 2017, p. 49):

MSE(0) = E[(0—0)*]= E[0— E(0) + E(0) - 0]
Desenvolvendo a expressao acima, chega-se:

MSE(0) = E[(0 — E(0))*1+ E[(E(0) - 0)*1+ E[2(6 — E(O)) E(6) - )]

como.

. otermo E[(@ - E(0))] é igual a variancia do estimador (VAR(9));
. otermo E[(E(0)-0)*]1é o quadrado do viés do estimador (B>(9));

. e, finalmente, o termo E[2(0 — E(0))(E() - 0)] & nulo, haja vista que
E[0—-E6)]=0.

Matematicamente, portanto, temos que:

MSE(0) = VAR(0) + B*()

2.10 Regressao Linear

2.10.1Definicéo precisa

Sejam Ye X duas variaveis e m,.,(t) uma fungéo tal que:
my)=EY|X =t)

Chama-se m,,, de funcao de regressao de Y dado X (MATLOFF, 2009, p.
386, grifo do autor). Em geral, m,,(t) € a média de Y para todas as unidades da
populacao para as quais X =t (MATLOFF, 2009, p. 386, grifo nosso).

The word “regression” is an allusion to the famous comment of Sir Francis Galton
in the late 1800s regarding “regression toward the mean.” This referred to the fact
that tall parents tend to have children who are less tall closer to the mean — with a
similar statement for short parents. The predictor variable here might be, say, the
father’s height F, with the response variable being, say, the son’s height S. Galton
was saying that E(SIF ) < F.

Segundo Matloff (2009, p. 386, grifo do autor), ainda, a fungéo m,.,(¢f) € uma
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funcdo da populacao, ou seja, apenas estima-se uma equacéo de regressao (
ny (1)) & partir de uma amostra da populacéo.
The function mY;X(t) is a population entity, so we must estimate it from our sample
data. To do this, we have a choice of either assuming that mY;X(t) takes on
some parametric form, or making no such assumption. If we opt for a parametric
approach, the most common model is linear [...] (MATLOFF, 2009, p. 389).
Segundo Matloff (2009, pp. 394—-397), as proposi¢cdes acima sobre a funcao
my.x podem ser generalizadas para outras quantidades de regressores em X e
seus termos de interacao, tal que:

my.y ()= By + Bit, + Boty + fitity + Pt}

Notando que o termo regressao linear ndo necessariamente significa que o
grafico da fung¢do de regressao seja uma linha reta ou um plano, mas que se refere
a fungao de regresséao ser linear em relagéo aos seus parametros (3)

2.10.2Estimagcdo em modelos de regressdo paramétricos

Segundo Matloff (2009, p. 389), é possivel demonstrar que o minimo valor da
quantidade E[Y - g(X))?] € obtido, entre todas as outras fungbes, para g(X) = m,.,(X).
Porém, “se pretendemos minimizar o erro médio absoluto de predicéo, E(IY - g(X)I),
a melhor funcéo seria a mediana g(Y') = mediana(Y1X).” (MATLOFF, 2009, p. 389).

Matloff (2009) aqui esta implicitamente se referindo a um outro tipo de regresséo,
chamada de regressao quantilica, mais especificamente, a regressao a mediana, ou

seja, ao quantil de 50%.

2.10.3A equacéao de regressao linear

Como sera visto nesta seccao, a equacéao de regressao linear u(t) € uma fungéo
da populagcdo, que geralmente ndo nos estd acessivel, pois se tem acesso a nao
mais do que uma parte (amostra) desta populacédo em estudo. O que usualmente se
faz, entdo, é estimar uma equacao de regressao A(f) para que se possa prever 0s
valores reais da variavel em anélise.

Tem que se levar em conta que a equacdo de regresséo linear nao é uma
equacao deterministica, mas probabilistica. No dia-a-dia da pratica de engenharia
de avaliacbes, assim como em outras areas, no entanto, a equacao de regressao
€ usualmente escrita simplificadamente, sem o termo de erro €, ou seja, a equacao
de regressao é escrita como uma equacao determinis- tica, da forma Y=a + X ou,
exemplificando em termos de variaveis de avaliacdo de iméveis, VU = a + AB, onde
VU representa o valor unitario dos iméveis e A a sua area.
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No entanto, estas equacdes sdo uma simplificagdo da equacéo de regresséo.
Na verdade, a equacgao de regressao u(t) € uma funcao da populacdo e pode ser
escrita formalmente como abaixo (MATLOFF, 2017, p. 66):

H@t) =y + Bty +...+ B,

Como o termo de erro da equagéo, ou seja, o erro que seria cometido ao
prever Y se a equacgao de regressao da populacao fosse efetivamente conhecida, é
(MATLOFF, 2017, p. 67):

e=Y —u(r)

Entao pode-se escrever a equacao de regressao de outra maneira, como abaixo
(MA- TLOFF, 2017, p. 67):

Y=0+p1+...+ B, +&

Onde € é uma variavel aleatéria supostamente tal que E(¢) = 0 e VAR(g) = 02,
ou simplesmente € ~ N(0,02).

Num modelo onde ndo ha a adoc¢éao de qualquer transformacgao para a variavel
dependente, verificada a hipotese da normalidade, esta equacédo de regressao é
também a equacédo de estimacédo da variavel Y, ou seja, para uma equacao de
regressao sem transformacao de variaveis, pode-se escrever:

EYIX)=E(a+Xp)+E(e)=a+Xp

Haja vista que o valor esperado para o termo de erro € é igual a zero.

No entanto, quando a variavel dependente Y é transformada, este mesmo termo
de erro, desprezado na equacao de regressao acima, € de suma importancia para o
computo do valor esperado da variavel original, como sera visto neste artigo, pois ele
determina a equacao de estimacao da variavel original. Por exemplo, no caso que
aqui nos interessa, que é o da transformacéo logaritmica da variavel dependente,
tem-se:
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InY)=a+Xp+e&<

Y =exp(a + Xf).exp(e) <

E(Y | X)=Elexp(a+ Xpf)]E[exp(e)| X]<
EY 1 X)=expla+ Xp) Elexp(e)| X]

O fundamental a se perceber aqui é que, quando ha transformacéao da variavel
dependente, para voltarmos a variavel original, tem que se levar em conta o termo
de erro, haja vista que uma propriedade do valor esperado é a de que E(f(X)) # f
(E(X)), como sera visto a seguir.

Mais precisamente, para fungcdes convexas, pela desigualdade de Jensen,
f(E(X)) = E(f(X)) .Isto implica que o valor esperado da exponencial do termo de erro
que precisa-se estimar é maior do que a exponencial do valor esperado do erro, ou
seja, E(expe(e) | X) = exp(E(e | X)), ou E(exp(e) | X)=1.

Desta maneira, nao é correto imaginar que a equacao de estimacao da variavel
original esteja acessivel pela simples retransformacéo (pela funcédo exponencial)
dos coeficientes da equacéo de regressao logaritmizada.

Ou seja, a consideracao de que os erros aleatérios e com distribuicdo normal na
equacao de regressao logaritmizada possam ser diretamente retransformados por
um fator de erro multiplicativo igual a 1 € equivocada, ja que isto viola a desigualdade
de Jensen. O fator de erro multiplicativo, pela desigualdade de Jensen, é maior do
que 1.

Desta maneira, néao seria correto afirmar que, ao utilizar a avaliacdo pela média,
se esteja violando os principios classicos da regressao linear, ja que na verdade o
que ocorre é justamente o contrario: ao utilizar a média, estamos reafirmando a
equacao de regressao, que inclui o termo de erro.

GIANNAKOS; LEAO (1996) faz uma critica a utilizacdo da avaliacdo pela moda
da distribuicao lognormal, critica esta muito bem elaborada e da qual ndo se discorda
no todo. Concorda-se que a moda néao € o valor mais provavel, contudo, pelo motivo
que o valor mais provavel é o Valor Esperado da variavel, ou seja, o seu valor
médio, como sera visto oportunamente. E encontra-se mesmo em GIANNAKOS;
LEAO (1996), que “a média aritmética é o ‘valor esperado’ da variavel”. Porém, o
mesmo trabalho faz também uma defesa da utilizagcdo da estimativa pela mediana
desta distribuicéo, o que nao estaria de acordo com o que prevé a teoria.

Mesmo a avaliagao pela média da variavel lognormal ndo é exata, haja vista que
inexiste um estimador exato na inferéncia estatistica. O que existe sdo estimadores
com maior ou menor viés, e maior ou menor variancia, ou ainda, existem estimadores
com maior ou menos Erro Médio Quadratico. Na verdade, o que poderia ser afirmado
€ que, ao avaliar pela média, o avaliador estaria se aproximando melhor da equacéao
de regressao do que ao avaliar pela moda ou pela mediana, haja vista que faz parte
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da equacgao de regresséo o termo de erro multiplicativo, de valor sabidamente maior
do que 1.

2.10.4 O problema da retransformag&o das variaveis

De acordo com Shen e Zhu (2008, p. 552), modelos lineares lognormais tem
muitas aplicacbes e muitas vezes € de interesse prever a variavel resposta ou
estimar a média da variavel resposta na escala original para um novo conjunto de
covariantes.

Segundo Shen e Zhu (2008, p. 552), se Z = (Z,, ..., Z)" € o vetor variavel

resposta de distribui¢ao lognormal e x, = (1, x , xip)T € o vetor dos covariantes

e
para a observacéo i, um modelo linear lognormal assume a seguinte forma:

Y=In(Z)=XPB+e

onde X= (X,, ..., X )T, B = (B, B,, ---, Bp)T ,ee= (g, .., g) come ~N(0,07%
i.i.d.(identically independently distributed) (SHEN; ZHU, 2008, pp. 552—-553).

Em muitos casos, para um novo conjunto de covariantes ¥, , pode-se estar
interessado em prever a variavel resposta em sua escala original:

Zo — e_rg P,

ou estimar a média condicional da variavel resposta:

x{ﬂ+;a’2

u(x)=E[Z,1x,]=¢

De acordo com Shen e Zhu(2008, p. 553), se B e 02 sdo ambos conhecidos,
entéo é facil demonstrar que o melhor estimador de Z é de fato u(x ). Contudo, na
pratica, ambos 3 e 02 s&o desconhecidos e precisam ser estimados para a obtencao
de p(x,).

Segundo Shen e Zhu (2008, p. 552), existem na literatura diversos estimadores
baseados em diversos métodos inferenciais, como ML (Maximum Likelihood
Estimator ), REML (Restricted ML Estimator), UMVU (Uniformly Minimum Variance
Unbiased Estimator ), além de um estimador REML com viés corrigido.

Na pratica, estes estimadores pertencem a uma classe de estimadores definida
na ex- pressao abaixo:
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{u,(x,) 41, (x,) =exp(x, B+xRSS/2),c= ,a<n}

n—a

Shen e Zhu(2008) entdo propdem dois novos estimadores baseados na
minimizac&o do erro médio quadratico assintdtico (MM ) e do viés assintotico (MB).

De maneira que a diferenga entre os estimadores supra-citados pode ser
resumida ao parametro a:

a,, =0

Apppy = P +1
a,, =p—1-3nv,—3RSS/(2m)
a,,=p+1-—nv,—RSS/(2m)

2.10.5 Estimadores ndo-paramétricos

De acordo com Duan (1983, p. 606), o Valor Esperado E de uma variavel
resposta Y que tenha sido transformada em valores n durante a regresséao linear
por uma funcdo g (Y) nao-linear néo € igual ao valor da simples retransformacéo
da variavel transformada pela sua funcéo inversa h(n) = g' (Y). Em outros termos
(DUAN, 1983, p. 606):

EY,) = E(h(x,p +¢&)) # h(x, )

Reparar que o termo de erro faz parte da composicéo do valor esperado da
variavel de regressdo. Em uma regresséo linear classica, sem transformacao, E (g)
=0, entdo E(Y,) = E(x,B).

Numa regressdo linear logaritmizada, ou seja, uma regressao linear
com o logaritmo da variavel dependente (h (n) = g' (n) = exp(n) ), para efetuar
apropriadamente a retransformacéo das estimativas de volta a sua escala original,
precisa-se ter em conta a desigualdade mencionada na secéo 2.4.

Segundo (MANNING; MULLAHY, 1999), quando se ajusta o logaritmo
natural de uma variavel Y contra outra variavel X através da seguinte equacao
de regressao:

InY)=p46,+pX+¢
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Se o erro € é normalmente distribuido, com média zero e desvio padrao o2 ,
entdao (DUAN, 1983, p. 606; MANNING; MULLARY, 1999, p. 6):

E[Y|X]=e"P* Elef]# ™ P*

Embora o valor esperado dos residuos € seja igual a zero, ele esta submetido
a uma transformacao nao linear, de maneira que nao se pode afirmar que E[e?] =
1 (como foi visto na secao 2.4, E[exp(X)] > exp(E[X]). Desta maneira, o estimador
abaixo, chamado em (SHEN; ZHU, 2008, p. 554) de naive back-transform estimator,
ou simplesmente BT n&o € consistente e € enviesado, tendo viés multiplicativo de
valor assintético igual a e°*2:

BT = E[Y | X]=eP*h*

Segundo (SHEN; ZHU, 2008, p. 554), ainda, o valor de e°*’2 & sempre menor
do que 1(SHEN; ZHU, 2008, p. 554).

As a result, the BT estimator underestimates u(x0), and the bias is large when o?
is large. In our study, it appears that the BT estimator performs much worse than
the other estimators]...]JActually, the BT estimator is more suitable for estimating
the median of Z,, which is exp(x' B)in this case.

Porém se o termo de erro € é normalmente distribuido N(0,0%), entdo um
estimador nédo-enviesado para o valor esperado E(Y), de acordo com DUAN (1983),
assume a forma vista na equacgao abaixo(DUAN, 1983, p. 606; MANNING; MULLAHY,
1999, p. 2 € 6):

I
E(Y)=€,3{:+}31X EEJ

Cabe salientar, segundo (MANNING; MULLAHRY, 1999, p. 6), que se o termo de
erro néo fori.i.d (independente e identicamente distribuido), mas for homoscedastico,
entdo:

De qualquer maneira, o valor esperado de Y é proporcional a exponencial da
previsao na escala log.

DUAN (1983) apresenta entdo um estimador n&o-paramétrico (smearing
estimate), independente da funcao de transformacao h(n) e da distribuicdo dos erros
F(e), tal que:
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\ . 1 .~
E(}{,)=jh(xuﬁ+e) =;Zh(x0,8+£i)

2.11 Consideracoes sobre os valores de ¢*

Segundo Limpert (LIMPERT et al., 2001, p. 346), distribuicbes lognormais de
diversas ciéncias tem, em geral, valores de s* (o desvio padrdo da amostra, na
escala original) variando de 1,1 a 33 (na escala logaritmica, entre 0,095 e 3,497),
sendo que o mais comum € que estes valores estejam entre 1,4 e 3 (0,336 < s <
1,099 na escala logaritmica).

2.12 Modelos Heteroscedasticos

Modelos heteroscedasticos ndo sao raros, especialmente no caso de variaveis
envolvendo valores em moeda, sendo muito comum em modelos econométricos. Em
sua esséncia, sao heteroscedasticos aqueles modelos lineares cujo termo de erro
nao pode ser considerado totalmente independente, ou seja, existe alguma funcéo
(linear ou nao), tal que E(e®) = f(X), de modo que:

In(E[Y 1 X])= X/ +In(f (X))

E desnecessario di%er que, para estes modelos, o estimador para a média é
diferente de E(Y)=eﬁ"+ﬁ"(£5”2 , haja vista que, neste caso, 02 ndo € mais um escalar,
mas uma funcéo.

Existem diversas maneiras de se contornar este problema. Por exemplo, através
da eliminagcdo do viés através da utilizacdo de uma funcéo que modele a variancia
02(X) , ou através do estimador sanduiche.

Cabe ainda salientar que, para os modelos heteroscedasticos, ndo apenas 0s
erros estao comprometidos, mas também os intervalos de confianca.

2.13 Validacao Cruzada

Em inferéncia estatistica é fundamental que os erros sejam avaliados néo
apenas sobre o conjunto amostral dos dados do modelo, mas também que o
modelo encontrado efetue boas previsbes para novos conjuntos de dados, afinal,
na engenharia de avaliagdes, o intuito final &€ estimar o valor de um novo imovel,
baseado num conjunto amostra de dados semelhantes ao avaliando.

Validagao Cruzada ou cross-validation é uma técnica estatistica que pode ser
utilizada de diversas maneiras e consiste em dividir um conjunto de dados em duas
ou mais particées distintas, chamados de particdo ou particbes de treino (training
set) e particao de teste(test set), utilizadas para o ajuste do modelo e para a previsao
da variavel dependente, respectivamente. Os dados previstos na particao de teste
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sé@o entdo comparados aos valores observados.

Neste artigo sera utilizada a validagdo-cruzada utilizando o procedimento
chamado de delete-one procedure, ou leave-one-out, em que se retira apenas um
dado do conjunto de dados, ajusta-se um modelo e ent&o utiliza-se este modelo para
prever o valor da variavel dependente para o dado retirado (SHEN; ZHU, 2008, p.
564).

Para cada observacgao entéo calcula-se o seu erro quadratico (, - Yi)2, utilizado
para o calculo da estatistica RMSPE (erro de previsdo médio quadratico, ou root
mean squared prediction error) conforme expressao a seguir (SHEN; ZHU, 2008, p.
564):

S | =
<

1/2
RMSPE=[ ¥ - .)"‘]

i=1

31 ESTUDO DE CASO

Com o fim de averiguar qual estimador melhor se adequa ao procedimento de
retransfor- magcao de variaveis, aplicar-se-a um comparativo entre os estimadores
média, moda e mediana, através do uso da estatistica RMSPE.

3.1 Procedimento com dados randomicos

Foram realizadas diversas simulagdes com dados randomicamente gerados
através do software R versédo 3.5.1.

Conforme mencionado na secdo 2.5, os valores de s* j& encontrados nas
aplicacdes praticas encontram-se entre 1,1 e 33 (0,095 e 3,497), sendo mais comum
que estejam entre 1,4 e 3 (0,336 < s < 1,099). As simulacdes, portanto, serao feitas
para valores de s* dentro destes limites.

Nas figuras 1 e 2 podem ser vistos graficamente os modelos para alguns valores
de 0", na escala logaritimica e na escala original.

Para estes modelos, cujas principais estatisticas estao ilustradas na tabela 1,
pode ser visto na figura 3, como variam as estimativas realizadas com cada um
deles através de 3 estimadores: moda, média e mediana. Observa-se que, como 0s
modelos sdo semelhantes, i.e. apresentam praticamente os mesmos coeficientes,
diferindo apenas no erro-padréo, o valor da mediana permanece praticamente
inalterado, enquanto moda e média, que para baixos valores de ¢* praticamente
coincidem com a estimativa da mediana, se afastam progressivamente desta quando
os valores de ¢* aumentam.
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Dependent variable:

log(y) log(y1) log(y2) log(y3) log(y4)
(1) () (3) (4) )}
X 0,125™  0,125™ 0,126  0,126™ 0,130™
(0,0003)  (0,001) (0,001) (0,002) (0,003)
Constant 0,001 0,005 -0,083 -0,031 -0,304
(0,017)  (0,044) (0,075) (0,136) (0,205)
Observations 200 200 200 200 200
R2 0,999 0,994 0,982 0,942 0,885
Adjusted R? 0,999 0,994 0,982 0,942 0,885
Residual Std. Error (df = 198) 0,095 0,242 0,417 0,757 1,138

Tabela 1: Comparacéo dos diversos modelos gerados, com diferentes erro-padrao

Note: p<0,1; p<0,05; p<0,01

a b c
c =1,1 c'=1,25
162.755 1 162.755 1 162.755
8.103 8.1034 8.103
— N
403 1 > 4034 > 4031
204 204 204 F
25 50 75 100
X
d e
c =2
162.755 1 162,755
8.103- 8103
[ap]
> 4031 > 403
2047 A 204 - w2
25 50 75 100 25 50 75 100
X X

Figura 1: Diversas regressdes similares, com diferentes valores de erro-padréo (escala

logaritmica.

Fonte: Autores.
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Figura 2: Diversas regressoes similares, com diferentes valores de erro-padréo (escala original).

750

500
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Fonte: Autores.

25

variable
—*— moda
- mediana

~* media

Figura 3: Impacto do erro-padréao no célculo da estimativas segundo as diversas medidas de
tendéncia central.

Fonte: Autores.

Foram gerados, entédo, randomicamente, 200 dados uniformes variando de 10 a
100 para variavel independente e 200 dados lognormais para a variavel dependente,

estatisticamente cor- relacionados com a variavel independente, tal que o erro padréao

ajustado da equacao de regresséo In(Y) ~ X varie de 1,1 a 33, em passos de 0,1.
Para cada valor de erro padréao ajustado, foram gerados 500 modelos de regressao
linear, utilizando-se 70% (140) dos dados escolhidos randomicamente (particdo de
treinamento), efetuando-se as estimativas sobre os 30% (60) dos dados restantes
(particdo de testes). Para os dados da particao de testes, entdo, foi calculado o

RMSPE para os diversos estimadores (média, moda e mediana).
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Devido a aleatoriedade da escolha das particbes de testes e treinamento, o
menor RMSPE pode estar tanto na moda, como na média ou na mediana, dependendo
dos dados escolhidos.

Nas figuras 4 e 5, podem ser vistos 0 numero de vezes em que cada uma das
estimativas obteve o menor valor de RMSE entre elas, quando varia o erro-padrao
da regressao.

Percebe-se claramente na figura 4 que, para baixos valores de erro-padrao,
a média predomina como melhor estimativa. A partir de um valor de erro-padréo
aproximadamente igual a 5, a mediana torna-se a estimativa com menor RMSE.

Na figura 5, pode-se ver os resultados das simulagdes, porém apenas para
a faixa de valores dita mais comum (1,4 < 0”*< 3), onde percebe-se que sempre a
média tem um melhor comportamento.

Nesta faixa, pelas simulagcdes, a estimacao pela média obteve maior eficiéncia
do que a estimacgao pela mediana ou pela moda, ou seja, os valores de RMSE para
as estimativas pela média sdo menores do que os estimados pela moda ou mediana
em aproximadamente 50 a 60% dos casos (250/300 em 500).

200 i Tt

300

Estimativa
— moda
2004 'l ] ~+ mediana

Y —+- media

ot Ay
100 J} at'eate 7Y
k il ™

Figura 4: Resultados das simulacoes.

Fonte: Autores.




400

3004

/\‘—*—"\./\M‘ Estimativa

— —* moda
200 —* mediana

—* media

1004

Figura 5: Resultados das simulagdes para valores mais normais de erro-padrao.

Fonte: Autores.

3.2 Regressao com dados reais de mercado

3.2.1 Dados

Neste estudo serda comparada a precisao de diversos modelos estatisticos sobre
dados de mercado reais disponiveis em Hochheim (2015, pp. 21-22) e com dados
gerados aleatoriamente. A distribuicao da variavel dependente (valor), pode ser vista
na figura 6.

Pode-se mostrar que os dados de Hochheim (2015, pp. 21-22) utilizados no
estudo de caso deste artigo, de acordo com a estimacédo MLE (Maximum Likelihood
Estimator), possuem média X =789.611,2 e desvio-padréo s* = 1,851, calculadas
conforme Limpert (2001, p. 345) e 0 modelo encontrado na mesma referéncia possui
erro-padrao 0 =0,136 _ Para valores de & tdo baixos como este, as estimativas
efetuadas com a média, moda ou mediana s&o praticamente idénticas, com variacao
de mais ou menos 1 ou 2% entre as estimativas. Porém, para valores apenas um
pouco mais altos de &, verifica-se que a tendéncia é que a diferenca entre as
estimativas realizadas por estes diferentes estimadores se tornem relevantes, o que
sera mostrado oportunamente.
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Figura 6: Histograma da variavel valor e sua distribuicdo teérica (lognormal).

Fonte: Autores.

3.2.2 Calculo do RMSPE

Para o calculo do RMSPE foi utilizado como referéncia o modelo proposto por
Hochheim(2015, p. 29), ou seja, foram utilizadas as mesmas transformacdes de
variaveis utilizadas no modelo proposto. Os valores dos [;’i sao calculados a cada
passo.

Os valores encontrados para o erro de predicdo médio quadratico para cada
estimador foram: R$203.939,11 para a média, R$204.006,84 para a mediana e
R$205.537,36 para a moda.

Como esperado, o RMSPE foi menor para a média, e maior para a moda. O que
comprova a teoria, ja que o naive estimator é viesado, com viés conhecido de -02 /2,
logo a moda possui viés de -1,50%

3.2.3 Impacto do erro-padrdo

Na tabela 2 sdo mostrados, analogamente ao que foi feito no exemplo anterior
com dados randdémicos, os valores calculados das estimativas pela moda, média
e mediana para o bem avaliando (ver HOCHHEIM (2015), p.22) pelo modelo de
Hochheim (2015, p. 29), com o erro- padrao do modelo (0,136) e para outros valores
de erro-padréo.

Pela analise dos valores da tabela, percebe-se que, para diversos modelos com
iguais coeficientes ﬁ’i , mas com diferentes erro-padrédo, a Unica estimativa que se
mantém constante para todos os modelos € a mediana. Para as outras estimativas,
os valores tornam-se rapidamente muito diferentes.
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Estimativa / Erro-Padrao 0,136 0,25 0,5 0,75

Moda 944.013,56 903.396,57 748.942,06 547.937,72
Dif. em relagéo a Mediana -1,84% -6,06% -22,12% -43,02%
Mediana 961.660,64 961.660,64 961.660,64 961.660,64
Média 970.607,51  992.187,03 1.089.704,27  1.273.993,36
Dif. em relagcdo a Mediana +0,93% +3,17% +13,31% +32,48%

Tabela 2: Estimativas Moda, Média e Mediana para diferentes valores de erro-padrao

41 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Conforme se discute em DROUBI et al. (2018), a transformacéo da variavel
dependente naregressaolineartem porobjetivotentarremover aheteroscedasticidade
do modelo, o que acarreta em distor¢oes, haja vista que a regressao assim obtida é
valida apenas para a variavel transformada, ja que na escala original esta equacao
de regresséo difere da equacéao da escala logaritmica, pela desigualdade de Jensen.

Conforme apresentado em ZONATO et al. (2018), existem outras maneiras de
se contornar o problema da heteroscedasticade, através do uso de métodos que
computem erros heteroscedasticos-consistentes, como o método de Eicker-White,
ou através da utilizacéo de regressao ponderada.

Recomenda-se, desta maneira, que seja evitada a utilizacao de transformacdes
nos modelos de regressao, sempre que possivel e, em caso de heteroscedasticidade,
utilizar os métodos supra-citados. No entanto, se a transformacdo da variavel
dependente for necessaria, recomenda- se especial atencéao a heteroscedasticidade,
fazendo uso de métodos como o de Box-Cox para encontrar a transformacao que
melhor estabiliza a varidancia do modelo.

Em caso de transformacdo da variavel dependente pela funcdo logaritmo
natural, deve ser escolhida a estimativa adequada. Como foi visto na sec¢éao 2.10, o
método classico de regresséao linear € uma minimizagédo do erro médio quadratico de
predicao e a fungao de regressao m,,, € uma equagao para a media da populagéao Y
dado X, seja ela uma funcéo de outra variavel ou néo.

Ora, claro esta, de acordo comtodos os trabalhos citados, inclusive GIANNAKOS;
LEAO (1996), que o valor esperado da variavel & a média. A regressao linear com
0 método dos minimos quadrados é uma regresséo para a média. Isto posto, como
entdo avaliar o valor da variavel original? Porque na area de avaliagbes ndo ha
interesse na previsao da variavel W = In(Y), mas sim na variavel Y, ou seja, existe
interesse nos valores previstos para a variavel original, ndo nos valores da variavel
transformada. Esta claro que deve-se proceder a retransformacéo da variavel W na
variavel original, mas para isso, qual estimativa utilizar?

Conforme mostrado, matematicamente as trés estimativas sao validas. No
ambito da Engenharia de Avaliagdes, no entanto, para a determinacéo do valor
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de um imovel em especifico, entende-se que néo seria ideal que se utilizasse a
avaliacao pela média ou pela moda da variavel lognormal, haja vista que, conforme
demonstrado, os seus valores podem variar bastante de um modelo para outro, a
depender do erro-padréo.

Assim, poder-se-ia imaginar hipoteticamente que, dois avaliadores, de maneira
independente, ao estudar um determinado mercado para a avaliagdo de um imovel
cheguem a modelos de regressdo semelhantes, com transformacao da variavel
dependente pela funcdo logaritmo natural, obtendo-se valores semelhantes dos
coeficientes de regressao. Porém, a depender de suas amostras, um dos modelos
pode ter um erro-padrao diferente do outro. Estes dois avaliadores, ao avaliarem o
imovel em pauta pela mediana da variavel lognormal, chegariam ao mesmo resultado.
Porém, se os mesmos adotarem a média ou a moda da variavel lognormal, estes
valores podem ser significativamente diferentes. A situacéo ainda se agravaria caso
um dos avaliadores adotasse a avaliagdo pela média e o outro a avaliacdo pela
moda.

Em varios campos, a mediana tem sido adotada como melhor estimativa, por
sua propriedade de estar menos vulneravel a presenca de outliers, 0 que nao ocorre
com a média.
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