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APRESENTACAO

Esta obra reune importantes trabalhos que tem como foco a Matemética e seu
processo de ensino e aprendizagem em salas de aula do Ensino Fundamental, Ensino
Médio e Ensino Superior.

Os trabalhos abordam temas atuais e relevantes ao ensino e aprendizagem da
Matematica, tais como: a relacédo da Matematica com a musica no ensino de fragdes,
livros didaticos e livros literarios no ensino de Matemética, uso de instrumentos
de desenho geométrico, jogos, animes e manga como contribuicbes para 0
desenvolvimento da Matematica em sala de aula, analise dos problemas que envolvem
o ensino de Trigonometria no Ensino Médio, a auséncia do pensamento matematico e
argumento dedutivo na Educagao Matematica, investigacao e modelagem matematica,
tendéncias em Educag¢do Matematica, formacgao inicial de professores de Matematica
e apresentam um aprofundamento da Matematica através dos digitos verificadores do
cadastro de pessoas fisicas (CPF), simetria molecular, analise numérica e o Teorema
de Sinkhorn e Knopp.

A importancia deste livro estd na exceléncia e variedade de abordagens,
recursos e discussoes tedricas e metodoldgicas acerca do ensino e aprendizagem da
Matematica em diversos niveis de ensino, decorrentes das experiéncias e vivéncias
de seus autores no ambito de pesquisas e praticas.

O livro inicia-se com seis capitulos que abordam o ensino e a aprendizagem
da Mateméatica no Ensino Fundamental. Em seguida ha 9 capitulos que abordam o
ensino e a aprendizagem da Mateméatica no Ensino Médio, seguidos de 4 capitulos
que abordam a tematica do livro no Ensino Superior. E por fim, encontram-se 10
capitulos que trazem em seu cerne a Matematica enquanto area do conhecimento,
sem a apresentacdo de uma discussdo acerca do seu ensino e do processo de
aprendizagem.

Desejo a todos os leitores, boas reflexdes sobre os assuntos abordados,
na expectativa de que essa coletanea contribua para suas pesquisas e praticas
pedagdgicas.

Eliel Constantino da Silva
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CAPITULO 22

SOLUCOES FRACAS PARA EQUACAO DE BURGERS COM

Ana Paula Moreira de Freitas
Universidade Federal de Uberlandia

Uberlandia - MG

Santos Alberto Enriquez-Remigio
Universidade Federal de Uberlandia
Uberlandia - MG

RESUMO: As solucbes nao diferenciaveis para
equacoes diferenciais parciais aparecem na
maior parte das aplicacdes fisicas, tais solucoes
sdo conhecidas como solugdes fracas. Aqui
introduz-se o conceito de solugéo fraca usando
a equacéao de Burgers com viscosidade nula e
apresentam-se duas destas solucdes para essa
equacao.

PALAVRAS-CHAVE: Solucédo Fraca. Equacao
de Burgers. Método das Curvas Caracteristicas.
Problema de Riemann.

WEAK SOLUTIONS FOR EQUATIONS OF
BURGERS WITH ZERO VISCOSITY

ABSTRACT: Non-differentiable solutions for
partial differential equations appear in most
physical applications, such solutions are known
as weak solutions. Here we introduce the
concept of weak solution using the Burgers
equation with zero viscosity and present two of
these solutions for this equation.

KEYWORDS: Weak Solution. Burgers equation.

Ensino Aprendizagem de Matematica

VISCOSIDADE NULA

Method of Characteristics Curves. Riemann's
problem.

11 INTRODUCAO

E comum a indagacdo & respeito da
existéncia de uma solucdo suave (também
conhecida como solugdo classica) de uma
Equacéo Diferencial Parcial (EDP), isto é, uma
solugdo com derivadas continuas, quantas
forem necessarias, que satisfaca a EDP. Porém,
na maioria das aplicagbes fisicas aparecem
solugbes descontinuas, dai a importancia e a
necessidade de conhecer os mecanismos de
obtencao de tais solugdes. Estas solucdes sao
conhecidas como solucgdes fracas e aqui serao
apresentadas duas solucbes fracas para a
equacao de Burgers com viscosidade nula.

2| METODOLOGIA

A equacdo de Burgers é um modelo
simplificado derivado das Equacgdes de Navier-
Stokes e foi introduzida originalmente por J. M.
Burgers em seus estudos sobre turbuléncia em
fluidos, aparecendo como um modelo basico
em diversos outros fendmenos onde efeitos
de adveccédo ndo-lineares e difusdo linear
desempenham papel importante (PASA, 2005).
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A equacgdo de Burgers com viscosidade nula, escrita na forma n&o conservativa

Uy +uu, =0, (x,t) € Rx[0,00] (1)

u(x,0) = uy(x), xeR 2)

J& a versao conservativa € dada por:

Uma das técnicas para determinacgéo da solucéo de (3) consiste em transformar
a EDP em um sistema de equacgdes diferenciais ordinarias (EDOs). Tal técnica é
conhecida como Método das Curvas Caracteristicas.

2.1 Método das Curvas Caracteristicas

O método das curvas caracteristicas consiste em transformar o Problema de
Valor Inicial associado a um conjunto de Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs) em
um sistema de Problemas de Valor Inicial de Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs).
Assim, resolvendo o sistema de EDOs, caso seja possivel, obtém-se a solugéo da
EDP.

Para o PVI, (1) e (2), as EDOs associadas e denominadas de equacbes
caracteristicas, sao:

dx du
PR T: 0,
sujeito as seguintes condi¢des iniciais, respectivamente:

x(0) = xo, u(0) =u(x(0),0) = ulxg, 0) =up(xy) (5

em que, u="u(t) = u(x(t),t) é funcdo de uma variavel independente.
Integrando as EDO’s obtém-se a curva caracteristica X = ut +¢; e U = €3, sendo
€1 © €, constantes. Aplicando as condi¢des iniciais, (5), nas solugdes obtidas, tem-
se:

x(0) =¢; = x5, u(0) =uy(xy) =y (6)

Logo, tem-se que Xp=c¢;=x—ut e u(t)=u(x(t),t) =uy(xy). Entao,
u(x(t), t) = ug(x — ut), e portanto, a solugéo da equacéo de Burgers é dada por:

u(x, t) =up(x —ut) (7)
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A curva caracteristica é dada por:
x(t) = ut + xy, (8)

E pode ser reescrita como:

1
Observa-se que essas curvas séo retas com coeficiente angular tgt = —

u!
quando U varia, os coeficientes angulares das retas caracteristicas também variam.
Logo, as retas podem se cruzar ou ndo, formando ondas de choque ou ondas de
rarefacdo, respectivamente (Leveque, 1992).

Para a condicéo inicial:

w, sex <0
U, sex>0

ulx,0) = up(x) = { (10)

em que U e U, sdo constantes chamadas de estado inicial a esquerda e a
direita, respectivamente. O problema é denominado de Problema de Riemann e a Fig.
1 mostra a representacdo de sua condicao inicial para U = Uy

Uy

Figura1: Condig&o inicial para o Problema de Riemann com U| = U,

2.2 Solucao Fraca

Considerando o problema de valor inicial:

1af(w)
Ut 5 5%

=0, (x,t) ER, t>0 (11)

com condigao inicial:
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ulx, 0) = uy(x), xeR (12

Definindo o conjunto das fungées testes, €3, como Cg = {¢p € C1: {(x,t) e R X
[0,90): ¢p(x,t) # 0]} < [a, b] X [0,T], para algum a,b e T}.

Nota-se que ¢ é continuamente diferenciavel e anula-se fora de um retangulo no
plano x — t. [0, o). Tais funcdes sdo ditas fungdes com suporte compacto em R X,
Ao suporte de ¢, denota-se supp(¢), e é o conjunto no qual ¢ nio ¢ identicamente
nulo.

Multiplicando a EDP (11) por ¢ € Cs e integrando em relacdo a de a e em
relacdo a X de —oo a 0o, obtem-se:

J f[ut + f(W),]@(x, t)dxdt =0 (13)
0 —o

Aplicando integracéo por partes com o intuito de eliminar as derivadas em u e
em f(u) e usando o fato que a fungéo ¢ € C3, tem-se:

fea]

j f[uqbt + (W), |dxdt + f Ughodx =0 (14)

0 -0

em que Uy = u(x,0) é a condicéo inicial e o é uma notagéo para ¢(x,0).

Definicdo 1. Se U satisfaz a equacéo (14) para todo ¢ € Cg, entdo a fungdo u &
denominada de solucéo fraca para o problema de valor inicial (11) e (12).

Proposicao 1. Se U é uma solugéo para o problema de valor inicial (11) e (12),
entdo U satisfaz (14) para todo @ € Cg.

Proposicao 2. Se U é continuamente diferenciavel em relagdo a x e t e satisfaz
a equacao (14) para todo, ¢ € Cg entdo U é uma solucéo classica do problema de
valor inicial (11) e (12).

Podem existir solugdes fracas que ndo séo solugdes classicas para o problema
de valor inicial (11) e (12), pois fungdes que satisfazem a equacéo (14) podem nao
ser diferenciaveis. E podem existir solucbes fracas que ndo sdo solucdes fisicas
(BEZERRA; CUMINATO, 2003)

2.3 Solucao Fraca para o Problema de Riemann Associado a Equacao de Burgers

Uma solugao fraca, U, obtida pelo método das curvas caracteristicas para o PVI
(1) e (10) é:
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t
u, sex<-—
! 2
t

u,, sex:>§

ulx, t) = (15)

A verificacdo disso sera feita para o caso U; < Uy e U = U,y

O desenvolvimento para mostrar que (15) é solucéo fraca para a equacéao (1)
sujeita a condicao inicial (10) para os casos U>1; 84 <l e u; < U, utilizam a definicdo
1 e as proposi¢des 1 e 2, mostradas acima, de Yamashita (2014).

Caso u; > u,:

De (3) tem-se que fw) = iuz’ entao flw) = U |sso implica que os coeficientes
angulares das curvas caracteristicas, satisfazem ul; < u_l,, que indica que as curvas
caracteristicas se cruzam em algum momento, formando ondas de choque (Leveque,
1992).

Seja Rigual a:

R =f f[u¢t+f(u)¢x]dxdt+ fuﬂq&ﬂdx
0 —oo “oo

Substituindo o valor de f e integrando em [0,T] X [a, b] (supp(¢)
c [a,b] x [0,T]), tem-se:

oo T b 2 b
R = J f[u¢t+ ¢, )dxdt + _Jt; Ugdpdx = fj[ud;t — ¢, |dxdt + !uggbﬂdx
Tt/2 T b 2 0
J f [ui¢t+—¢x |dxdt + ﬂf f [urqbt+%¢lx]dxdt+ f o (x)¢podx

t/2
b . (16)

+ j ug(x)pydx

0

A seguir considera-se W = 1 ¢ U, = 0, respeitando a restricéo de que Ui > Uy
e nao altera o processo do calculo do valor de R.

Como u#0 em {(x,t)/a<x < % e 0 <t < T} entdo a expressdo (16)
pode ser reescrita como segue:

t/2 0

f [P —]dxdt + jug(x)qbodx

a

=~}
Il
l-.]

2 T t/2

¢pedxdt +— J-j ¢ dxdt + f todx

=

I
O
g —
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Sejam:

Entao:

R=A+B+J¢de (17)

Por outro lado:

t/2

([ b
i

dfr(a t)]

f[qﬁ

T

- %j[qb G r) — p(a, )]dt

0

Lembrando que ¢(a,t) = 0 e fazendo x = t/z, tem-se:

T/2 T 2

:%f ¢(x,2x)2dx=f ¢(x, 2x) dx

E usando a mudanca da ordem de integragao na integral A, tem-se:

T/Z2 T

0T
A=fj¢tdtdx+j j¢tdtdx+
a 0 0 2x

T/2

1]
= f [¢(x, T) — $p(x,0)]dx + j [¢(x,T) — ¢(x, 2x)|dx
pl 0

A Fig. 2 mostra a area de integracéo para o caso U; = Uy,
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Figura 2: Area de integracéo para o caso U > Uy

Substituindo A e Bem R (equagéao (17). Obtém-se:

T/2 T/2 0

]
R= j[tﬁ(x, T) — ¢(x,0)]dx +f [p(x, T) — p(x,2x)]dx +j P(x,2x) dx + f ¢ dx
a 0 0 a

Lembrando que ¢(x,T) = 0e ¢ = ¢(x,0), logo:

T/2 T/2 0

0
R = —!qb{x, 0)dx — Uf ¢ (x,2x)dx +-! ¢d(x,2x) dx +af<;b(x, 0)dx =0

Assim, a funcéo (15) € solucéo fraca para a equacao (1) sujeita a condicao inicial
(10),comuy; =1e u, = 0.

Caso u; < u,:
X . _12 ' _ . .
De forma anéaloga ao caso anterior, fw = Ju e f'w) =u, |ss0 implica que
1 1
os coeficientes angulares das curvas caracteristicas, satisfazem 0 > ., que indica
T
que as curvas caracteristicas nunca se interceptam, formando ondas de rarefacao
(Leveque, 1992).

Seja Rigual a:

=]

R = f fm fue + fQbildxde + | wopoda

0

-0
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Substituindo o valor de f e integrando no suporte da funcéo qb tem-se:

oo oo ] T b b
RT ] ';! j [ug, +o ¢x]dxdt + _[0 Ugpodx = Of J [ug, +o ¢x]dxdt + a[ UgPodx
R= jj [u;¢t+ tf)x dxdt + !t!z ur¢t+ ¢x]dxdt+ !uo{x)qbodx + OJ'uo{x)qbodx

Respeitando a restricdo de que u; < u,., pode-se fazer u; =0 e U =1, entéo:

T b T b b
1
R =J- jq’;tdxdt +§J- f¢xdxdt+f¢odx
0 0 t/2

0
T

T b b
1
R = bodxdt += | (b, t) — d(t/2,0))dt + | dodx

T b T/2
R = J’ fqb dxdt——f o (x, 2x)2dx+jqb0dx
0 t)2
T b T/2 b
R =J’ f¢tdxdt—f ¢{x,2x)dx+j¢0dx
0 tf2 0 0
T b 1]
R =J’ fgb dxdt + J’qb(x 2x)dx+jqb0dx (18)
0 t/2 T/2

A Fig. 3 mostra a area de integragcao para o caso U; < U,.

t t=2x

./

I

Figura 3: Area de integracéo para o caso U; < U
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Da Fig. 3, é possivel mudar o dominio de integragdo da integral dupla em (18),

logo:
T/2 2x b T
¢ dtdx + ¢idtdx + | ¢(x,2x)dx + | podx
o[ o ] o e
T/2
R = j (p(x,2x) — ¢p(x,0))dx + f(qb{x T) — ¢p(x, U))dx + j(ﬁ{x 2x)dx + f{ﬁodx
T/2 T/2

Como ¢(x,T) = 0, tem-se:

T/2

R = f ¢(x,2x)dx + fqb(x 2x)dx —f:ﬁ{x 0)dx +j¢v(x 0)dx =0

T/2

Assim, a funcao (15) é solucao fraca para a equacéo (1) sujeita a condigao inicial
(10),com u; =0 e U, = 1,

31 CONCLUSAO

Com o auxilio do método das curvas caracteristicas e as no¢cdes de solugao fraca
foi possivel verificar solugdes continuas por partes de um problema fisico descrito pela
Equacé&o de Burgers com viscosidade nula. As ferramentas descritas foram de grande
importancia para o conhecimento de tais solucgoes.
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