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APRESENTAÇÃO

Esta obra reúne importantes trabalhos que tem como foco a Matemática e seu 
processo de ensino e aprendizagem em salas de aula do Ensino Fundamental, Ensino 
Médio e Ensino Superior.

Os trabalhos abordam temas atuais e relevantes ao ensino e aprendizagem da 
Matemática, tais como: a relação da Matemática com a música no ensino de frações, 
livros didáticos e livros literários no ensino de Matemática, uso de instrumentos 
de desenho geométrico, jogos, animes e mangá como contribuições para o 
desenvolvimento da Matemática em sala de aula, análise dos problemas que envolvem 
o ensino de Trigonometria no Ensino Médio, a ausência do pensamento matemático e 
argumento dedutivo na Educação Matemática, investigação e modelagem matemática, 
tendências em Educação Matemática, formação inicial de professores de Matemática 
e apresentam um aprofundamento da Matemática através dos dígitos verificadores do 
cadastro de pessoas físicas (CPF), simetria molecular, análise numérica e o Teorema 
de Sinkhorn e Knopp.

A importância deste livro está na excelência e variedade de abordagens, 
recursos e discussões teóricas e metodológicas acerca do ensino e aprendizagem da 
Matemática em diversos níveis de ensino, decorrentes das experiências e vivências 
de seus autores no âmbito de pesquisas e práticas. 

O livro inicia-se com seis capítulos que abordam o ensino e a aprendizagem 
da Matemática no Ensino Fundamental. Em seguida há 9 capítulos que abordam o 
ensino e a aprendizagem da Matemática no Ensino Médio, seguidos de 4 capítulos 
que abordam a temática do livro no Ensino Superior. E por fim, encontram-se 10 
capítulos que trazem em seu cerne a Matemática enquanto área do conhecimento, 
sem a apresentação de uma discussão acerca do seu ensino e do processo de 
aprendizagem.

Desejo a todos os leitores, boas reflexões sobre os assuntos abordados, 
na expectativa de que essa coletânea contribua para suas pesquisas e práticas 
pedagógicas.

Eliel Constantino da Silva
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RESUMO: No presente trabalho, os autores 
procuram desenvolver, de forma detalhada a 
discretização e resolução da equação da difusão 
unidimensional em regime transiente. Para 
tanto, será empregado o método de diferenças 
finitas para obtenção de uma formulação 
explícita no tempo. A partir desta solução, 
um trabalho de otimização será desenvolvido 
quanto à relação entre os passos incrementais 
no espaço e no tempo para obtenção da maior 
taxa de convergência. Um estudo de caso é 
conduzido a fim de se comparar os resultados 
teóricos e os valores numéricos obtidos.

PALAVRAS-CHAVE: análise numérica, 
equação da difusão unidimensional e transiente, 
diferenças finitas.

NUMERICAL ANALISYS OF THE TRANSIENT 
ONE-DIMENSIONAL DIFFUSION EQUATION 

BY THE EXPLICIT METHOD

ABSTRACT: In the present work, the authors aim 
to develop, in a detailed way, the discretization 
and resolution of the one-dimensional diffusion 
equation in the transient form. For this, the finite 
difference method will be used to obtain an 
explicit formulation in time. From this solution, 
an optimization methodology will be developed 
regarding the relationship between the 
incremental steps in space and time to obtain 
the highest convergence rate. A case study is 
conducted in order to compare the theoretical 
results and numerical values obtained.
KEYWORDS: numerical analysis, transient 
one-dimensional diffusion equation, finite 
differences.

1 |  INTRODUÇÃO

A representação matemática de 
fenômenos físicos, hoje, encontra-se quase 
como uma definição análoga ao método 
científico. Tal prática permitiu ao homem 
um profundo entendimento do mundo e 
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proporcionou todo tipo de avanço tecnológico, os quais, hoje, defi nem o contemporâneo. 
A formulação de um modelo físico consiste em observar a natureza em busca de 
conceitos quantifi cáveis e qualifi cáveis, isolando-se causas e efeitos. Nesse estágio 
simplifi cações teóricas são muito comuns, visto que a complexidade envolvida muitas 
vezes supera as capacidades de processamento e observação do pesquisador. Assim, 
a partir deste modelo físico, é possível esboçar análogos algébricos aos conceitos 
quantifi cáveis observados esboçando-se então um modelo matemático. As equações 
podem ser algébricas, diferenciais, integrais ou integro-diferenciais. Apesar de 
equações puramente algébricas serem preferíveis, muitas vezes soluções numéricas 
são necessárias, visto que nem sempre existem soluções matemáticas exatas para os 
problemas algébricos levantados.

Uma formulação muito presente na modelagem matemática de fenômenos físicos 
é o modelo diferencial parcial (EDP) que muito raramente admite soluções algébricas. 
No caso das equações de Navier-Stokes, por exemplo, termos não lineares tornam 
esse um sistema de impossível resolução exata com a matemática atual (A. S. NETO, 
2018).

Existem, na literatura, muitas metodologias de resolução numérica destes 
tipos de equação. Tais metodologias consistem em discretizar equações contínuas 
diferenciais, de forma a torná-las equações algébricas mais simples. Apesar de muito 
utilizadas, tais técnicas produzem erros no resultado, em comparação às soluções 
exatas dos sistemas diferenciais. Tais erros podem ser quantifi cados. 

No presente trabalho, procura-se apresentar um estudo de caso para a análise 
de erro envolvendo a resolução da EDP que modela a equação da difusão.

A equação da difusão é uma equação diferencial parcial parabólica, que modela a 
propagação de grandezas de propriedade difusiva. Tal equação é de grande relevância 
em diversos ramos da física, se destacando principalmente nas áreas de transferência 
térmica, dispersão de solutos e mecânica dos fl uidos. Em sua forma mais simples ela 
pode ser representada matematicamente por uma parcela diferencial dependente do 
tempo de segunda ordem e uma outra dependente do espaço de primeira ordem,

(1)

onde  é uma função escalar que representa a grandeza a sofrer difusão com o 
tempo, dependente da variável cronológica  e das variáveis espaciais 
, respectivamente. O escalar  é uma constante, que representa a difusidades da 
grandeza ao longo do domínio espacial. 

Para o caso unidimensional a equação se reduz a uma equação contendo apenas 
duas parcelas diferenciais (LEVEQUE, 2007):

(2)
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Nesta confi guração a equação da difusão pode ser resolvida até mesmo de 
forma algébrica, mas a fi ns do estudo dos erros, se comparará a resolução algébrica 
com a numérica discreta.

2 |  MÉTODO NUMÉRICO

A formulação explícita é defi nida quando a discretização é feita de forma a se isolar 
a icóginta, sobrando assim do outro lado da equação somente os termos de situação 
inicial ou resultantes de formulações anteriores. Para isso, no desenvolvimento de tal 
metodologia se usam métodos de linearização.

No desenvolvimento linear da equação da difusão, faz-se uso da expansão 
em série de Taylor para discretizar as derivadas parciais no tempo e no espaço da 
equação 2, de modo a se obter uma solução numérica.

A expansão em série de Taylor, no caso da equação da difusão, é aplicável no 
domínio temporal. Assim, se realiza a expansão da função  em relação 
ao ponto , tem-se:

(3)

A expansão em série de Taylor no domínio espacial das funções  e A expansão em série de Taylor no domínio espacial das funções 
 em relação ao ponto 

A expansão em série de Taylor no domínio espacial das funções 
 caracteriza o método das 

diferenças centradas, assim a discretização do termo diferencial de segunda ordem 
no espaço é obtida:

(4)

(5)

Assim, obtêm-se a discretização para o termo diferencial de segunda ordem no 
espaço com a soma da equação 4 com a equação 5 e dividindo por :

(6)

Obtêm-se então o método de Euler explícito no domínio temporal e o método de 
diferenças centradas para o domínio espacial, truncando a equação 3 no termo de 
primeira ordem  e a equação 6 no termo de segunda ordem :
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(7)

(8)

Substituindo as relações truncadas 7 e 8 na equação da difusão unidimensional:

(9)

A partir da formulação numéica linearizada, torna-se necesário a discretização 
dos domínios espacial e temporal. Dessa forma, transpõe-se do contínuo o espaço e 
tempo a um domínio fi nito e discreto de pontos. Desse modo, considera-se o domínio  tempo a um domínio fi nito e discreto de pontos. Desse modo, considera-se o domínio  

 onde a equação da difusão está defi nida. Particiona-se o intervalo 
 em K partes iguais e o intervalo  em M partes iguais respectivamente para 

os domínios discretos temporal e espacial. Tem-se então a malha , que consiste 
em um conjunto de pontos discretos no domínio :

(10)

A partir da malha , tem-se a solução numérica defi nida como  É importante 
salientar que a solução discreta  difere da solução exata  pois foram feitos 
truncamentos durante o desenvolvimento das séries de Taylor. A equação 9 é então 
escrita da seguinte forma:

(11)

Para descrever a relação entre os incrementos no espaço e no tempo, usa-se 
uma defi nição por Courant et al. (1967) e recebe o nome das iniciais dos autores (CFL
– Courant, Friedrichs e Lewy), onde esta relação é defi nida como:

(12)

Pois a equação parcial em questão está em primeira ordem no tempo e segunda 
ordem no espaço. Aplicou-se então a defi nição do  na equação 11, obtêm-se então a 
discretização explícita da equação da difusão:

(13)

Note que a equação representa um método explícito, pois na equação 13 o 
termo a ser calculado  depende apenas de termos previamente conhecidos. 
É importante observar que no primeiro passo de tempo, ou seja,  a equação se 
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torna:

(14)

 notando-se que o termo  apesar de pertencer à malha , não pode ser 
descoberto a partir de outros elementos do domínio D. Logo se faz necessário a 
utilização das condições iniciais da equação:

(16)

A condição inicial referente a situação inicial do domínio quanto à grandeza 
difundida estudada. Ela pode ser facilmente discretizada, uma vez que,  deve ser 
numericamente igual a , então, basta discretizar a função  de acordo 
com a malha :

(17)

Assim tem-se a equação numérica pronta para resolução.

3 |  OTIMIZAÇÃO PARA A CONDIÇÃO DE CFL

A partir da discretização é possível realizar o estudo de otimização quanto ao 
CFL, procurando o valor para essa variável no qual o erro é mínimo e a taxa de 
convergência é máxima. A análise do erro da solução discreta demanda uma equação 
modifi cada que denota a equação 11 sem truncamentos. 

É defi nida então uma função 
modifi cada que denota a equação 11 sem truncamentos. 

 que corresponde à função  no ponto 
, mas que difere da solução exata . Assim,  é a solução exata, 

 no ponto 

é a solução aproximada feita a partir da modelagem numérica, 
 é a solução exata, 

 é a solução 
contínua numericamente igual a 
é a solução aproximada feita a partir da modelagem numérica, 

 no ponto , mas que é diferente da solução 
exata  Assim, fazendo a substituição de  por  na equação 11, tem-
se:

(18)

Expandindo então as funções 
em torno do ponto  em série de Taylor e substituindo na equação 18:
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(19)

Note-se conformidade da equação 19 e a equação da difusão 2, diferindo apenas 
os termos a direita da igualdade em ambas as equações. Assim pode-se assumir 
que os termos presentes à direita da igualdade na equação 19 representam o erro 
numérico da solução discreta, visto que na equação original estes termos são nulos. 
Assim, abrem-se as séries truncando-se a equação 19 nos termos de sexta ordem 
obtendo-se a equação modifi cada. A partir do estudo dos coefi cientes destes termos 
é possível desenvolver o estudo:

(20)

A fi m de se obter a equação modifi cada, se reescreve a equação 20 de modo a 
se zerar os termos de ordem menor que 4. Não se deve fazer o uso da equação 2, pois 
a equação 20 representa a solução discreta que por sua vez difere da solução exata 
(WARMING, 1974). Ao invés disso emprega-se a equação 20 de forma a se zerar os 
termos necessários, onde operações a partir do teorema de Clairaut-Schwarz são 
aplicadas.

A tabela 1 apresenta as operações que são conduzidas de forma que seja 
possível a eliminação das derivadas temporais pertencentes ao erro numérico da 
equação truncada.

A soma dos resultados das operações descritas na tabela 1, resulta na eliminação 
dos termos temporais referentes ao erro numérico, de forma a se obter a equação 
modifi cada:
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(21)

Ao se aplicar a defi nição de CFL na equação 21, essa pode ser reescrita como:

(22)

Observa-se na equação 22 que para um valor de  zera-se os termos de 
segunda e terceira ordem, ou seja, ao se escolher o par  de forma que o 
seja igual a , todos os termos que representam o erro de segundo e terceira ordem 
da solução numérica da equação 22 se anulam. Assim, pode-se dizer que o valor de  

 de  é o valor no qual o método de diferenças fi nitas explícito apresenta o menor 
erro possível, de modo que pela equação 22, este erro é de quarta ordem .



Ensino Aprendizagem de Matemática Capítulo 21 232

Tabela 1: Procedimento para o cálculo da equação modifi cada.

4 |  ESTUDO DE CASO

Para a solução da equação 13 é necessário estabelecer o domínio espacial, 
assim como o tempo fi nal de simulação, além das condições de contorno e condições 
iniciais. Neste estudo de caso o domínio espacial escolhido foi de , foi 
adotado um tempo fi nal de simulação de 50 segundos e as condições iniciais impostas 
foram:

(28)

com as condições de contorno:

(29)

Para determinar o erro do método, comparou-se a solução numérica com a 
solução exata:

(30)

Pode ser observado na tabela 2 que o erro numérico é reduzido em quatro 
vezes para uma redução de duas vezes do passo espacial, tal comportamento é 
característico de sistemas de segunda ordem, enquanto que na tabela 3 observa-se 
uma redução de 16 vezes para um passo 2 vezes menor, o que caracteriza o método 
como de quarta ordem.

Tabela 2: Erro do método numérico para CFL = 0,5.
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Tabela 3: Erro do método numérico para CFL = 1/6.

Além da análise de convergência do método, é realizada a análise do erro 
variando-se o CFL. O número de divisões no domínio espacial foi mantido constante em 
20 divisões (passo de aproximadamente 0,3142 m) para o intervalo , 
obtendo-se os gráfi cos das fi guras 1, 2 e 3.

Figura 1: Norma  em função do CFL.

Figura 2: Norma  em função do CFL.
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Figura 3: Norma  em função do CFL.

Observa-se que nas fi guras 1, 2 e 3 o erro numérico decresce linearmente até 
o valor mínimo em CFL = 1/6. Depois disso ele retorna a aumentar até a divergência 
após CFL = 0.5.

5 |  CONCLUSÃO

Conclui-se que existe uma relação entre o passo de tempo, o passo espacial e 
o coefi ciente de difusão que minimiza o erro numérico. Essa relação foi chamada de 
CFL e o valor ótimo desse parâmetro para a diminuição do erro é de 1/6. Mostrou-se 
também, que a ordem do erro de discretização com esse CFL ótimo foi de quarta ordem, 
enquanto para outros valores de CFL tem-se um método de, predominantemente, 
segunda ordem.

Para casos em que se necessite de uma boa exatidão da solução numérica, 
pode-se fazer proveito dessa propriedade do método explícito, a fi m de se obter uma 
solução com maior acurácia a um baixo custo computacional.
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