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APRESENTACAO

Esta obra reune importantes trabalhos que tem como foco a Matemética e seu
processo de ensino e aprendizagem em salas de aula do Ensino Fundamental, Ensino
Médio e Ensino Superior.

Os trabalhos abordam temas atuais e relevantes ao ensino e aprendizagem da
Matematica, tais como: a relacédo da Matematica com a musica no ensino de fragdes,
livros didaticos e livros literarios no ensino de Matemética, uso de instrumentos
de desenho geométrico, jogos, animes e manga como contribuicbes para 0
desenvolvimento da Matematica em sala de aula, analise dos problemas que envolvem
o ensino de Trigonometria no Ensino Médio, a auséncia do pensamento matematico e
argumento dedutivo na Educagao Matematica, investigacao e modelagem matematica,
tendéncias em Educag¢do Matematica, formacgao inicial de professores de Matematica
e apresentam um aprofundamento da Matematica através dos digitos verificadores do
cadastro de pessoas fisicas (CPF), simetria molecular, analise numérica e o Teorema
de Sinkhorn e Knopp.

A importancia deste livro estd na exceléncia e variedade de abordagens,
recursos e discussoes tedricas e metodoldgicas acerca do ensino e aprendizagem da
Matematica em diversos niveis de ensino, decorrentes das experiéncias e vivéncias
de seus autores no ambito de pesquisas e praticas.

O livro inicia-se com seis capitulos que abordam o ensino e a aprendizagem
da Mateméatica no Ensino Fundamental. Em seguida ha 9 capitulos que abordam o
ensino e a aprendizagem da Mateméatica no Ensino Médio, seguidos de 4 capitulos
que abordam a tematica do livro no Ensino Superior. E por fim, encontram-se 10
capitulos que trazem em seu cerne a Matematica enquanto area do conhecimento,
sem a apresentacdo de uma discussdo acerca do seu ensino e do processo de
aprendizagem.

Desejo a todos os leitores, boas reflexdes sobre os assuntos abordados,
na expectativa de que essa coletanea contribua para suas pesquisas e praticas
pedagdgicas.

Eliel Constantino da Silva
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RESUMO: No presente trabalho, os autores
procuram desenvolver, de forma detalhada a
discretizacao e resolucdo da equacéo da difuséo
unidimensional em regime transiente. Para
tanto, sera empregado o método de diferencas
finitas para obtencdo de uma formulacéo
explicita no tempo. A partir desta solugéo,
um trabalho de otimizacéo sera desenvolvido
quanto a relagdo entre os passos incrementais
no espaco e no tempo para obtencdo da maior
taxa de convergéncia. Um estudo de caso é
conduzido a fim de se comparar os resultados
tedricos e os valores numéricos obtidos.

Ensino Aprendizagem de Matematica

METODO EXPLICITO

PALAVRAS-CHAVE:
equacao da difusédo unidimensional e transiente,
diferencas finitas.

analise numeérica,

NUMERICAL ANALISYS OF THE TRANSIENT
ONE-DIMENSIONAL DIFFUSION EQUATION
BY THE EXPLICIT METHOD

ABSTRACT: Inthe presentwork, the authors aim
to develop, in a detailed way, the discretization
and resolution of the one-dimensional diffusion
equation in the transient form. For this, the finite
difference method will be used to obtain an
explicit formulation in time. From this solution,
an optimization methodology will be developed
regarding the
incremental steps in space and time to obtain

relationship  between the

the highest convergence rate. A case study is
conducted in order to compare the theoretical
results and numerical values obtained.
KEYWORDS: analysis,
one-dimensional equation,
differences.

numerical transient

diffusion finite

11 INTRODUCAO

A representacdo  matematica  de
fenbmenos fisicos, hoje, encontra-se quase
como uma definicdo anadloga ao método
cientifico. Tal pratica permitiu ao homem

um profundo entendimento do mundo e
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proporcionou todo tipo de avanco tecnoldgico, os quais, hoje, definem o contemporaneo.
A formulagdo de um modelo fisico consiste em observar a natureza em busca de
conceitos quantificaveis e qualificaveis, isolando-se causas e efeitos. Nesse estagio
simplificacdes tebdricas sdo muito comuns, visto que a complexidade envolvida muitas
vezes supera as capacidades de processamento e observacao do pesquisador. Assim,
a partir deste modelo fisico, é possivel esbogar analogos algébricos aos conceitos
quantificaveis observados esbo¢cando-se entdo um modelo matematico. As equacodes
podem ser algébricas, diferenciais, integrais ou integro-diferenciais. Apesar de
equacoes puramente algébricas serem preferiveis, muitas vezes solucdes numéricas
Sa0 necessarias, visto que nem sempre existem solugcdes matematicas exatas para os
problemas algébricos levantados.

Uma formulagdo muito presente na modelagem matematica de fenémenos fisicos
€ 0 modelo diferencial parcial (EDP) que muito raramente admite solu¢des algébricas.
No caso das equacgdes de Navier-Stokes, por exemplo, termos n&o lineares tornam
esse um sistema de impossivel resolucdo exata com a matematica atual (A. S. NETO,
2018).

Existem, na literatura, muitas metodologias de resolugcdo numérica destes
tipos de equacao. Tais metodologias consistem em discretizar equagdes continuas
diferenciais, de forma a torna-las equacoes algébricas mais simples. Apesar de muito
utilizadas, tais técnicas produzem erros no resultado, em comparagcéo as solugdes
exatas dos sistemas diferenciais. Tais erros podem ser quantificados.

No presente trabalho, procura-se apresentar um estudo de caso para a analise
de erro envolvendo a resolugcéo da EDP que modela a equagao da difuséo.

A equacao da difusdo € uma equacéo diferencial parcial parabdlica, que modela a
propagacao de grandezas de propriedade difusiva. Tal equacao é de grande relevancia
em diversos ramos da fisica, se destacando principalmente nas areas de transferéncia
térmica, disperséo de solutos e mecénica dos fluidos. Em sua forma mais simples ela
pode ser representada matematicamente por uma parcela diferencial dependente do
tempo de segunda ordem e uma outra dependente do espago de primeira ordem,

¢

9P _ w2
3t aVeo, (1)

onde @ 6 uma funcao escalar que representa a grandeza a sofrer difusdo com o
tempo, dependente da variavel cronologica t e das variaveis espaciais X1, X2, «+) X
, respectivamente. O escalar & é uma constante, que representa a difusidades da
grandeza ao longo do dominio espacial.

Para o caso unidimensional a equagéao se reduz a uma equagao contendo apenas
duas parcelas diferenciais (LEVEQUE, 2007):

do 3( a¢)=0_

At ax\ dx

at  dx @)
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Nesta configuragdo a equacéo da difusdo pode ser resolvida até mesmo de
forma algébrica, mas a fins do estudo dos erros, se comparara a resolucao algébrica
com a numeérica discreta.

2 | METODO NUMERICO

A formulacao explicita é definida quando a discretizacéo é feita de forma a se isolar
a icdginta, sobrando assim do outro lado da equagcao somente os termos de situacéo
inicial ou resultantes de formulagdes anteriores. Para isso, no desenvolvimento de tal
metodologia se usam métodos de linearizagao.

No desenvolvimento linear da equacédo da difusdo, faz-se uso da expansao
em série de Taylor para discretizar as derivadas parciais no tempo e no espacgo da
equacao 2, de modo a se obter uma solugédo numérica.

A expanséo em série de Taylor, no caso da equacgao da difuséo, é aplicavel no
dominio temporal. Assim, se realiza a expanséo da fungdo ¢(x,t + At ) em relagéo
ao ponto (X, t), tem-se:

plx, t+ At ) = p(x,t) + Z %%m“. 3)
n=1 )

A exnancin em <érie de Taylor no dominio espacial das fungcdes d(x+ e
Ax,t) e ¢(x —Axt) em relacdo ao ponto (x,t) caracteriza 0 método das
diferencas centradas, assim a discretizacdo do termo diferencial de segunda ordem

no espaco é obtida:

¢(x + Ax, t) = ¢p(x,t) +Z—M (4)

(D" 2"(0)
n!

d(x — Ax,t) = ¢p(x,t) + 2 Fpors , (5)

Assim, obtém-se a discretizacdo para o termo diferencial de segunda ordem no
espaco com a soma da equagéo 4 com a equacgéo 5 e dividindo por Ax?:

d(x — Ax,t) — 2¢(x, t) + d(x + Ax, 1)
Ax?

_9%t) N2 e(en)
T ot +;(z{n+1))! o

Obtém-se entdo o método de Euler explicito no dominio temporal e 0 método de
diferencas centradas para o dominio espacial, truncando a equacédo 3 no termo de
primeira ordem (O(At)) e a equacao 6 no termo de segunda ordem (O(ﬂxz)):
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dp(x, t) _ d(x, t +At) — p(x,t)
a At '

(7)

2P (x, t) _plx—Axt) = 2¢(x,t) + p(x + Ax, t) @)
axz Ax? ’

Substituindo as relagdes truncadas 7 e 8 na equacgao da difusdo unidimensional:

Pp(x,t +At) —p(x, t) s p(x —Ax, t) — 2¢p(x,t) + p(x + Ax, t)

At Ax? ©)

A partir da formulagédo numéica linearizada, torna-se necesario a discretizacéo
dos dominios espacial e temporal. Dessa forma, transpde-se do continuo o espaco e
tempo a um dominio finito e discreto de pontos. Desse modo, considera-se o dominio
D =[0,L] x [0,f] onde a equacdo da difusdo esta definida. Particiona-se o intervalo
[0, ] em K partes iguais e o intervalo [0,L] em m partes iguais respectivamente para
os dominios discretos temporal e espacial. Tem-se entdo a malha M, que consiste
em um conjunto de pontos discretos no dominio :

M = {(t", x;); t" = nAt,x; = iAx,n=0,1,...,K,i=01,..,M}. (10

A partir da malha M, tem-se a soluc&o numérica definida como ®}'. E importante
salientar que a solugao discreta 'CD?- difere da solucéo exata (IJ(JC, t) pois foram feitos
truncamentos durante o desenvolvimento das séries de Taylor. A equacéo 9 é entao
escrita da seguinte forma:

Optoop _ [on, 207+ on]
At Ax?

Para descrever a relacdao entre os incrementos no espago e no tempo, usa-se
uma definicdo por Courant et al. (1967) e recebe o nome das iniciais dos autores (CFL
— Courant, Friedrichs e Lewy), onde esta relagéo € definida como:

crL=all (19
= OAx?

Pois a equacéao parcial em questao estd em primeira ordem no tempo e segunda

ordem no espaco. Aplicou-se entdo a definicao do na equacéo 11, obtém-se entdo a
discretizacao explicita da equacao da difusao:

O = (1 -2 CFL)D" + CFL(PY,, + d",).  (3)

Note que a equacgao representa um método explicito, pois na equagdo 13 o
termo a ser calculado (®!'*') depende apenas de termos previamente conhecidos.
E importante observar que no primeiro passo de tempo, ou seja, n = 0 a equagéo se
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torna:

®! = (1—2CFL)®? + CFL(®?,, + @ ), (14
notando-se que o termo {D? apesar de pertencer a malha M, nao pode ser
descoberto a partir de outros elementos do dominio D. Logo se faz necessario a
utilizacao das condi¢des iniciais da equacao:

¢(x,0) =f(x). (1)

A condigdo inicial referente a situagdo inicial do dominio quanto a grandeza
difundida estudada. Ela pode ser faciimente discretizada, uma vez que, ¢>? deve ser
numericamente igual a @(x,0), entdo, basta discretizar a funcdo f(x) de acordo
com a malha M:

& = f; = f(idx).  (17)

Assim tem-se a equacao numeérica pronta para resolucao.

31 OTIMIZACAO PARA A CONDICAO DE CFL

A partir da discretizacdo é possivel realizar o estudo de otimizagdo quanto ao
CFL, procurando o valor para essa variavel no qual o erro € minimo e a taxa de
convergéncia € maxima. A analise do erro da solucéao discreta demanda uma equacao
modificada que denota a equagao 11 sem truncamentos.

E definida entdo uma funcéo P(x,t) que corresponde a fungdo P;' no ponto
(n, i), mas que difere da solucéo exata ¢(x,t). Assim, ¢(x,t) é a solucdo exata, df
€ a solucdo aproximada feita a partir da modelagem numérica, Y(x,t) ¢a solucéo
continua numericamente igual a ®{' no ponto (1, i), mas que é diferente da solucéo
exata ¢ (x, t) Assim, fazendo a substituicdo de ®I' por P (x,t) na equagéo 11, tem-
se:

(18)

Wix, t +At) —(x, t) P(x — Ax,t) — 2y (x, t) + P (x + Ax, t)
= '
At Ax?

Expandindo entdo as funcdes W(x, t + At), Y(x — Ax,t) e Y(x + Ax, t)
em torno do ponto (x,t) em série de Taylor e substituindo na equacao 18:
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a(x, t) 5'21,;'){36 t)
at dx?

_ Z 1 antp{x t) A1 4 g Z 62(n+1)¢{th) Ag2n
atﬂ (2(11 + 1))1 dx2n+1)

Note-se conformidade da equacao 19 e a equacéo da difuséo 2, diferindo apenas

os termos a direita da igualdade em ambas as equacdes. Assim pode-se assumir
que os termos presentes a direita da igualdade na equacéo 19 representam o erro
numérico da solucédo discreta, visto que na equacéo original estes termos sdo nulos.
Assim, abrem-se as séries truncando-se a equacgao 19 nos termos de sexta ordem
obtendo-se a equacdo modificada. A partir do estudo dos coeficientes destes termos
€ possivel desenvolver o estudo:

Mot Ant) 1%t | 1%t 1%t .
3t % oxz T3 g AttgT o AMtgpT e A
1 a%(x,t) 1 35%(x,t) 1 959 (x, t)
- 2 I 4 - 5
T ot Mt 0 o AU T aes A
1 3%9(x, ) AICDON

SRR ASTL2y S S,

*360  ax° 5040 907

1 8%(x,t)
%20160 ox®

Ax® = 0.

A fim de se obter a equacao modificada, se reescreve a equacao 20 de modo a
se zerar os termos de ordem menor que 4. Nao se deve fazer o0 uso da equacéao 2, pois
a equacao 20 representa a solugéo discreta que por sua vez difere da solugdo exata
(WARMING, 1974). Ao invés disso emprega-se a equacdo 20 de forma a se zerar o0s
termos necessarios, onde operacdes a partir do teorema de Clairaut-Schwarz sao
aplicadas.

A tabela 1 apresenta as operagdes que sdo conduzidas de forma que seja
possivel a eliminacdo das derivadas temporais pertencentes ao erro numérico da
equacao truncada.

A soma dos resultados das operacdes descritas na tabela 1, resulta na eliminacao
dos termos temporais referentes ao erro numérico, de forma a se obter a equacéo
modificada:
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aP(x,t) % (x, t)+ a’At  adx?\ ™Y (x, t)+ alAx?At  a’At?\ %Y (x,t)
— a’ — —
at dx? 2 12 dxt 24 3 Ftlox*
alt? 35y (x,t)  At* 35yY(x,t) [a?Ax?At  abx®\ 9%y (x,t)
12 9c%ax? 720 a5 T\ 24 360 ) ace
aldx?At? 3%y (x,t) N (am“ cmt") 2% (x,t)
2 34 - 43,2
144 atox 18 48 dt*dx 1)
AtS ALY A\ %Y (x,t) [adx*At  a?Ax?At?\ ATy
t\720 240 T288) 9 T\ T720 T 36 )ataxe
aldt® o™y At® a7y [alAx*At adx® )\ 3%y
T 240 3t59x2 T 5040 9¢7 720 20160/ 9x®
adt® 3%y edx*At® %Y
1440 9t59x2 4320 9t29x®

Ao se aplicar a definicdo de CFL na equacgao 21, essa pode ser reescrita como:

oP(x,t) *Y(x,t)  aldx? CFL d*P(x,t) Ax*CFL a°Y(x,t)
Y oz T2 ( _E) axt T3 (" )Btlﬂx“
Ax® 3>YP(x, t) Ax® 9%Y(x, t)
3 4
P e oz T L Gag20 o
alx* CEL 1\3%(x,t) Ax®CFLA%Y(x,t)
T ( 15) FIG w144 0tZox*
N ant  antt\ %Y (x, t)+ At® At5+£|r.5 a%yP(x, t) (22)
8 48 | Ot*9x2 720 240 288 até
aldx*At aAx*At?\ 7Y adt 3Ty s At® 97y
720 36 Atdx5 240 At59x? ' 5040 at7
a’dAx*At  adx®\ 3%y adt® %Y  adx*At? 9%
T\ 7720 T 20160)9x° 1440 9t6ax? 4320 atZ0x
= 0.

~ 1
Observa-se na equagéo 22 que para um valor de CFL =~ zera-se os termos de

segunda e terceira ordem, ou seja, ao se escolher o par Ax,At) de forma que o CFL
. 1 .
seja igual a 3, todos os termos que representam o erro de segundo e terceira ordem

da solucéo numérica da equacao 22 se anulam. Assim, pode-se dizer que o valor de
1, , . .. , .
CFL de ; é o valor no qual o método de diferengas finitas explicito apresenta o menor

erro possivel, de modo que pela equacéo 22, este erro é de quarta ordem (0(Ax*)).
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Derivadas  ap oy oty W oty W @ gy dw % 3% iy P Ty aw aw I T ] o
Parciais At 9 aer Maxt  FaE axt apaxt GE atdxt araxt aes e artaxt artaxt b ata atax? ar Fra atsaxt atiaxt
Coeficientes 2 awhe? 2 Ar* N A" AtF s
o |r-|er.1 o 1 —a E 1] aL 1z 0 i 0 [} 120 _ﬂi 0 0 720 0 [} 5040 _r,m_z 1] 0
da Eq.20 2 6 74 360 720 20160
ata At adt at? ad whx’At _aet _AC aartat At
—sEb20 0 0 = — 0 0 T 5 0 o 0 0 0 50 = 0 L 0 0
aft d* alt a’At uwdt® aht? atAx®at alt* ahe® a*Axtit aht®
_wt T 00 = - 0 (i e 0 = 0 ] _ 0 -— 0
7 oy ba20 2 2 1 12 24 48 240 720 1440
A 2z g2 A 2 A 2 A 3 A 4 A ld z 5 A?ﬁ A 4& 2
e A S T T wht? A2, PR 0 e 0 L 0 0 A 0 el
12 8 1z 1z I3 7z 144 268 T840 30
P P ag? 3 : EPRET :
GA O pan 0 0 0 0 0 0 adt 0 war sl 0 0 0 uat 0 whr dradl 0 0 0
3 drox’ 3 3 3 8 36 72
o At®
a’At adx’at a”Ax"At adt? 720  adx*at a’dxtie
74 it? At 24 wdx*At* g A T2 aht®  At® 720 ahe® aleAr*
Resultad 1 0 0 ) 0 D y = _ _ar - _ _
esultado “ _adx? _athat o 770 adx* 144 At 7a0 _ @Ax*At® T a0 Soap  _ adx® 1440 1320
1z 3 T 48 Ar 36 20160

* 288
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Tabela 1: Procedimento para o calculo da equagéo modificada.

4| ESTUDO DE CASO

Para a solucéo da equacado 13 € necessario estabelecer o dominio espacial,
assim como o tempo final de simulacéo, além das condi¢cdes de contorno e condi¢des
iniciais. Neste estudo de caso o dominio espacial escolhido foi de x = [0, 2m], foi
adotado um tempo final de simulacéao de 50 segundos e as condi¢des iniciais impostas
foram:

¢db(x,0) = U,sen(Bx), (28)

com as condicoes de contorno:
¢(0,0) = p(2m,0)=0.  (29)

Para determinar o erro do método, comparou-se a solu¢gdo numérica com a
solucao exata:

d(x,t) = Uﬂ,se'r.',(i!fbcj{f:'“”Igzt (30)

Pode ser observado na tabela 2 que o erro numérico é reduzido em quatro
vezes para uma reducdo de duas vezes do passo espacial, tal comportamento é
caracteristico de sistemas de segunda ordem, enquanto que na tabela 3 observa-se
uma reducao de 16 vezes para um passo 2 vezes menor, 0 que caracteriza 0 método
como de quarta ordem.

Divisdes Espaciais Norma L., Razdo  Ordem Norma L, Razao  Ordem
50 2,31.1073 -—— - 1,62.107° - -

100 5,66.107° 4,08 2,03 3,98.107° 4,06 2,02

200 1,40.1078 4,04 2,01 9,87.1077 4,03 2,01

400 3,48.1077 4,02 2,01 2,46.10°7 4,01 2,01

Tabela 2: Erro do método numérico para CFL = 0,5.




Divisbes Espaciais Norma L.. Razao  Ordem Norma L, Razdo  Ordem
50 1,05.107° - —— - == 7,39.1071° - —— —-——
100 6,33.10711 16,67 4,06 445.10"1 16,59 4,05
200 3,85.10712 16,42 4,04 2,73.107%2 16,29 4,02
400 2,40.10713 16,06 4,00 1,69.107%3 16,14 4,01

Tabela 3: Erro do método numeérico para CFL = 1/6.

Além da analise de convergéncia do método, € realizada a andlise do erro
variando-se o CFL. O numero de divisdes no dominio espacial foi mantido constante em
20 divisdes (passo de aproximadamente 0,3142 m) para o intervalo CFL = [9.1073, 0.6],
obtendo-se os graficos das figuras 1, 2 e 3.

12

3+ _
2.5} _
ool ]
B 15] 1

<
1t _
0.5} _

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
CFL
Figura 1: Norma Ly, em fungdo do CFL.
102
4+ _
Lo -
“
1t _
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
CFL
Figura 2: Norma L, em funcgéo do CFL.
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=
o
T

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
CFL

Figura 3: Norma Lz em fungéo do CFL.

Observa-se que nas figuras 1, 2 e 3 0 erro numérico decresce linearmente até
o valor minimo em CFL = 1/6. Depois disso ele retorna a aumentar até a divergéncia
apo6s CFL = 0.5.

51 CONCLUSAO

Conclui-se que existe uma relacéo entre o passo de tempo, 0 passo espacial e
o coeficiente de difusédo que minimiza o erro numérico. Essa relagéo foi chamada de
CFL e o valor 6timo desse parametro para a diminui¢cao do erro é de 1/6. Mostrou-se
também, que a ordem do erro de discretizacao com esse CFL 6timo foi de quarta ordem,
enquanto para outros valores de CFL tem-se um método de, predominantemente,
segunda ordem.

Para casos em que se necessite de uma boa exatiddo da solucdo numérica,
pode-se fazer proveito dessa propriedade do método explicito, a fim de se obter uma
solugcdo com maior acuracia a um baixo custo computacional.
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