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APRESENTACAO

Compreende-se que a formacédo de professores é uma éarea de pesquisa
abrangente e de longa data, que vem apresentando grandes desafios: seja nas
politicas publicas envolvidas, seja nas experiéncias adquiridas durante seu periodo
de formacédo e/ou na compreensao sobre a consciéncia desse processo, no que
tange a apropriacao de saberes necessarios a insercao na docéncia.

Neste sentido, a obra: “A interlocucéo dos saberes na formagdo docente” foi
organizado considerando as pesquisas realizadas nas diferentes modalidades de
ensino bem como, nas suas interfaces ligadas na area da saude, inclusao, cultura,
entre outras. Aborda uma série de livros de publicacdo da Atena Editora, em seu |
volume, apresenta, em seus 24 capitulos, as pesquisas relativas a Educacao Infantil
e 0 Ensino Fundamental I e Il .

O volume Il, composto por pesquisas relativas ao Ensino Superior perpassando
pelo ensino da Educacédo de Jovens e Adultos , educacao profissional e inovagcdes
e no seu terceiro volume, aspectos da formagdo de professores nas tratativas
de inclusédo bem como, a importancia do papel do coordenador(a) e algumas
préaticas profissionais considerando a relagao cultural como fator preponderante no
desenvolvimento das praticas educacionais.

Cabe aqui apontar que, os diferentes saberes fundamentam o trabalho dos
professores e pode se estabelecer a partir de um processo de enfrentamento dos
desafios da pratica, resultante em saberes, entretanto pode também ser resultado
das resisténcias.

As suas relacdes com a exterioridade fazem com que, muitas vezes, valorizem-
se muito os saberes experienciais, visto que, as situacdes vividas podem até ser
diferentes, todavia guardam proximidades e resultam em estratégias e alternativas
prévias para outras intercorréncias.

A mediacao entre as praticas de ensino docente frente as atividades propostas
adotadas € envolta em uma dindmica da sala de aula e por consequéncia na obtencao
do conhecimento. Esse “[...] processo dinamico, contraditorio e conflituoso que os
saberes dessa pratica profissional sao construidos e
reconstruidos” (ROMANOWSKI, 2007, p.55).

Aos autores dos diversos capitulos, pela dedicacéo e esforcos sem limites, que
viabilizaram esta obra que retrata pesquisas que nos leva ao repensar das acoes
educacionais, os agradecimentos dos Organizadores e da Atena Editora.

Por fim, esperamos que as pesquisas aqui descritas possam colaborar e
instigar mais estudantes e pesquisadores na constante busca de aprofundar e/ou
buscar inovar na area da interlocucéo dos saberes na formacéo docente e, assim,
possibilitar sobre os aspectos quantitativos e qualitativos a busca constante das
melhorias da formagao docente brasileira.

Kelly Cristina Campones
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CAPITULO 18

INVESTLGAQAO MATEMATICA COM O GEOGEBRA:
OPERAGCOES COM NUMEROS COMPLEXOS E SUAS
INTERPRETACOES GEOMETRICAS

Elizandre Medianeira Silva dos Santos
EMEF Prof. Moacyr de Araujo Pires

Capéao da Canoa-RS

Carmen Mathias
UFSM- Universidade Federal de Santa Maria-

Dep. Matematica
Santa Maria -RS

Alice de Jesus Kozakevicius
UFSM- Universidade Federal de Santa Maria-

Dep. Matematica
Santa Maria - RS

RESUMO: Neste trabalho, as operacgbes
com numeros complexos sao exploradas
via suas propriedades geométricas por meio
da investigacdo Matematica com o software
GeoGebra, diferentemente do enfoque usual
dos livros didaticos. S&o apresentadas algumas
consideracdes sobre o ensino dos numeros
complexos, comprovando que a abordagem
por meio de recursos computacionais € com
enfoque investigativo pode ser uma alternativa
para o estudo de numeros complexos. Como
contribuicdo principal, é apresentada uma
propostade atividade didatica a serdesenvolvida
com o auxilio do software GeoGebra, com
exploracao de seus recursos visuais disponiveis,
0 que possibilita a observacéo de propriedades
e particularidades desse conjunto numérico.
PALAVRAS-CHAVE: Numeros complexos.
Investigacdo matematica. GeoGebra.

A Interlocugéo de Saberes na Formacao Docente

MATHEMATICAL RESEARCH WITH
GEOGEBRA: OPERATIONS WITH COMPLEX
NUMBERS AND THEIR GEOMETRIC
INTERPRETATIONS

ABSTRACT:
complex numbers are presented with a different

In this work operations with

approach to the one given in textbooks, since
their geometric properties are explored through
mathematical investigation by the software
GeoGebra. Some considerations are presented
about the teaching of complex numbers and
the use of information and communication
technologies. As the main contribution of this
work a proposal of educational activities is
presented to be solved with the help of the
software GeoGebra, exploring its available
visualization resources, allowing the observation
of properties and specific characteristics of this
numerical set.

KEYWORDS: Complex numbers. Mathematical
investigation. Computational
Software GeoGebra.

resources.

11 INTRODUCAO

O estudo sobre niumeros e os diferentes
conjuntos numéricos vem seguindo uma
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abordagem quase que universal na maioria das escolas brasileiras e estrangeiras,
inclusive em instituicbes de paises que seguem o tratado de Bolonha (Universia-
online). Inicialmente, os numeros naturais sdo apresentados, e processos de
contagem sao introduzidos como consequéncia imediata desses valores. Depois,
nameros negativos sao entdo apresentados como solucdo de equacdes do tipo
x+a=b, em que a e b sdo numeros naturais. As fragcbes surgem como forma de
resolucao de equacgdes do tipo ax=b, quando b nao for divisivel por a. A existéncia
de numeros reais é entdo motivada pela necessidade de resolugcéo de equacgdes do
tipo x2=2. Finalmente, os nUumeros complexos sdo apresentados como parte final
desta jornada, como uma alternativa para a resolucdo de uma equacgao até entao
proibida: x2 = -1, (Kline, 1972).

Nesse processo, mesmo quando os tdépicos abordados sdo apresentados no
Ensino Médio, ndo é incomum a total omissao de aspectos histéricos que poderiam
esclarecer e enriquecer a compreensao de como ocorreu a evolugao do raciocinio
l6gico ao longo dos séculos de estruturagcéo da ciéncia. Por mais estranho e ilégico que
possa parecer, o desenvolvimento e a aceitacéo da teoria sobre nUmeros complexos
ocorreu em paralelo com o desenvolvimento e a aceitagao dos numeros negativos e
a resolucao de equacdes de terceiro grau (Merino, 2006). Dessa forma, o espanto
e a desconfianca apresentados por alunos do Ensino Médio, apontados por Almeida
(2013, p. 3) ap6s um estudo preliminar sobre os numeros complexos, apenas ratifica
uma dificuldade natural que permeou séculos de evolugcdo da matematica e que
ainda hoje necessita ser tratada de forma cuidadosa e sistematica para que no final
do processo de aprendizagem sejam obtidas respostas a questionamentos (ainda tao
comuns entre nossos estudantes): “Numeros Complexos existem?”, “Esse assunto
serve para alguma coisa?”, “Numeros complexos podem ser aplicados na resolucéao
de algum problema com significado fisico?”.

Na tentativa de se utilizar uma linguagem atual e recursos computacionais que
possam estimular o publico-alvo do século 21, jafamiliarizado com o uso de tecnologias
em seu cotidiano, o trabalho proposto procura, na perspectiva da investigacao
matematica, apresentar propostas de atividades para o ensino e aprendizagem de
numeros complexos com a exploracéo e utilizacédo de tais recursos para a visualizagao
e compreensao da operacao multiplicacdo com aritmética complexa. As sugestdes
apresentadas aqui buscam diminuir o distanciamento entre o material usualmente
apresentado em textos basicos e os conhecimentos necessarios (assumidos como
pré-requisito) para aqueles que desejam ingressar em cursos superiores da area de
ciéncias exatas.

Outro objetivo do presente trabalho é promover uma nova percepg¢ao sobre
recursos computacionais pouco explorados no contexto de ensino e aprendizagem
sobre numeros complexos, mas que oferecem um potencial significativo para
a experimentacao de seus conceitos e propriedades. Em particular, chama-se
a atencao para o aplicativo GeoGebra, um software de Matematica Dinamica,
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inicialmente idealizado para o ensino de geometria, que, no entanto, vem se tornando
cada vez mais uma alternativa eficiente para o desenvolvimento de material de apoio
para diversas disciplinas e é utilizado aqui para o desenvolvimento das atividades
propostas.

Estudos anteriores (Silva, 2014; Almeida, 2013; Contini, 2014) exploram a
utilizacdo de numeros complexos na resolucao de problemas que envolvem tépicos
de Geometria Analitica e Geometria Plana e também na compreenséo das operagdes
elementares e suas interpretacdes geométricas no plano. Nesse contexto, o trabalho
apresentado aqui se alinha as propostas anteriores e apresenta atividades didaticas
na perspectiva da investigacdo matematica com o GeoGebra, utilizando-o como
principal recurso computacional para ilustrar e explorar propriedades dos numeros
complexos, suas operag¢des (em particular a multiplicacédo e potenciagao) e seu
potencial de utilizacdo como ferramenta matematica, capaz de expressar acdes
relevantes para diferentes aplicacbes. Assim, pretende-se, com este trabalho,
buscar uma forma de amenizar o grande estigma que esses numeros carregam,
muito antes até do século 18, quando foram batizados por Gauss como sendo
nameros complexos (Merino, 2006), com o intuito de expressar a estranheza que
suas construcdes haviam causado até entédo e continuam causando até hoje.

2| UM OLHAR SOBRE O ENSINO DE NUMEROS COMPLEXOS EM INSTITUICOES
NACIONAIS

E de senso comum que em muitas instituicdes nacionais, alguns tépicos no
Ensino Médio podem ser negligenciados em detrimento de outros, que séo cobrados
com maior énfase em exames de acesso ao ensino superior. Um exemplo dentro da
disciplina de Matematica sdo os Numeros Complexos.

O conteudo sobre Numeros Complexos nao é contemplado na Matriz de
Referéncia de Matematica e suas Tecnologias do Exame Nacional do Ensino Médio
(Brasil, 2012), que atualmente tende a ser a porta de entrada da grande maioria
das universidades brasileiras. Essa relegacdo dos Numeros Complexos também
contribui para um distanciamento entre o que é visto no Ensino Médio e os pré-
requisitos necessarios para os estudantes da area de ciéncias exatas. Além disso,
apesar de varios esforcos para a contextualizacdo de conteudos de Matematica,
ainda ha, nas escolas nacionais, uma dificuldade com relagdo ao ensino de Numeros
Complexos e em como conecta-los aos demais contetdos do Ensino Médio. Quando
se fala em conexdes multidisciplinares, este se torna um desafio ainda maior. E
a lacuna criada nesse processo é traduzida no impacto inicial que os estudantes
sofrem ao ingressarem no Ensino Superior.

Analisando em particular dados disponibilizados por uma universidade
publica, no interior do estado do Rio Grande do Sul, o conteudo sobre Numeros
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Complexos faz parte, atualmente, da sumula de algumas disciplinas. Para os cursos
de Licenciatura em Matematica, é ofertada a disciplina denominada Trigonometria
e Numeros Complexos. A disciplina Variavel Complexa € ofertada para o curso de
Bacharelado em Matematica e para os cursos de Engenharia Elétrica, Engenharia
da Computacao e Engenharia Acustica.

Uma perspectiva em relacdo as dificuldades enfrentadas pelos alunos nas
disciplinas supracitadas pode ser evidenciada por meio de um levantamento inicial,
feito entre 2013 € 2015 junto as coordenacgdes dos cursos de Matematica e Engenharia
Elétrica da referida universidade. Conforme a Tabela 1, o indice de reprovacao,
obtido por meio do numero de vagas ofertadas e o numero de reprovados, € alto, e
sinaliza a necessidade de algum tipo de intervencao.

Disciplina Curso Ano/ Vagas Reprovados Indice de
P semestre Ocupadas P Reprovacéo (%)
2013/2 40 9 22,5
Trigonometria Matematica 20141 53 19 35,85
e Numeros Licenciatura/
Complexos Bacharelado 2014/2 40 9 22,5
2015/1 58 30 51,7
- 20141 N&o houve turma
o Matematica
Variavel Complexa Bacharelado
2015/1 7 5 71
20141 27 10 37,03
Variavel Complexa| ~ Cngenharia 2014/2 15 9 60
Elétrica
20151 24 6 25

Tabela 1 - indice de reprovagao Trigonometria e Niumeros Complexos e Variavel Complexa

Fonte: Dados da pesquisa

Mesmo sendo indices para um periodo de apenas quatro semestres, eles
motivam uma reflexao sobre a relevéncia em se desenvolver alternativas pedagoégicas
gue possam motivar os estudantes quanto a essas disciplinas e tornar mais acessivel
e eficiente o processo de ensino e aprendizagem para Numeros Complexos.

Com o objetivo de articular as competéncias gerais que se projeta para o
Ensino Médio, o Ministério da Educacdo publicou as Orientagcdes Educacionais
Complementares aos Parametros Nacionais, nas quais foram apresentadas
sugestdes de praticas educativas e de organizacao curricular, em ambito nacional,

a saber:
Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada
a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e
habilidades que sdo essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam e
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estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e interpretar
situacdes, se apropriar de linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar,
tirar conclusdes proéprias, tomar decisdes, generalizar e para muitas outras acdes
necessarias a sua formacéao (Brasil, 2002, p. 111).

Nesse sentido, percebe-se que a Matematica do Ensino Médio deve proporcionar
ao aluno a aquisicdo de uma parte importante do conhecimento, a fim de que ele
possa ler e interpretar a realidade. Acredita-se que trazer a Matematica para o
cotidiano dos alunos fard com que estes entendam que o mundo que os cerca pode
ser considerado como um grande laboratério no qual tudo que se aprende em sala
de aula € posto em pratica.

Ainda Brasil (2002), quando se refere aos Numeros Complexos afirma:
Tradicionalmente, a Matematica do ensino médio trata da ampliacao do conjunto
numeérico, introduzindo os numeros complexos. Como esse tema isolado da
resolucdo de equacdes perde seu sentido para 0os que ndo continuardo seus
estudos na area, ele pode ser tratado na parte flexivel do curriculo das escolas.
Brasil (2002, p. 122).

O estudo dos Numeros Complexos no Ensino Médio, em algumas situacoes,
€ elencado como um tema de segundo plano, e um dos motivos que leva a essa
percepcao € o fato de este conteudo néo ser indicado com relevancia maxima e
obrigatoriedade pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN).

Os numeros complexos ocupam uma posicdo muito singular no ensino da
matematica. Nao merecem grande atencdo nos cursos de Licenciatura e
Bacharelado em matematica, por serem considerados como “assunto elementar”
de nivel médio. Ja no Ensino Médio, sdo evitados, sendo taxados de estranhos,
de compreenséo dificil e, sobretudo, intteis (Carneiro, 2004, p. 1).

Acredita-se que se o olhar dado ao ensino de Numeros Complexos fosse
diferente, trazendo aos alunos uma nova perspectiva sobre esse conteudo, talvez
fossem encontradas respostas para as questbes e inquietagdes inicialmente
apontadas neste trabalho. Dessa forma, opta-se por planejar atividades de apoio
para a compreensao e assimilacéo de conceitos sobre nimeros complexos vistos no
Ensino Médio e essenciais para a continuidade do aprendizado no Ensino Superior,
utilizando como aporte teorico a investigacdo Matematica com o GeoGebra.

31 INVESTIGACAO MATEMATICA COM O GEOGEBRA

A Investigacdo Matematica com o GeoGebra é uma proposta metodoldgica
para o ensino da Matematica, sugerida por Vaz (2012) e ancorada em quatro etapas:
experimentar, conjecturar, formalizar e generalizar o pensamento matematico.
Segundo o autor, a primeira fase permite experimentacao, isto €, pode-se usar o
software para trabalhar atividades matematicas que permitem perceber propriedades,
definicbes e construir conceitos por meio da interacdo. A segunda etapa propicia
formular conjecturas relacionadas a primeira fase. Conjecturar, na visédo de Cruvinel
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e Vaz (2014),

[...] significa que depois de perceber as relagdes oriundas da experimentacéo é
possivel vislumbrar propriedades, relacdes, resultados gerais importantes para
0 bom desenvolvimento do ensino da Matematica. Uma vez feita a conjectura,
o aluno pode enuncia-la como um resultado que pode ser verdadeiro ou falso
(Cruvinel e Vaz, 2014, p. 64).

Ainda segundo Vaz (2012), a terceira fase do processo é a formalizacéo, ou seja,
a demonstracdo matematica do fato propriamente dito ou uma contra-proposicéao da
conjectura levantada.

Tal atitude é importante, pois ndo podemos, através da experimentacéo,
generalizar os resultados sob o risco de n&do estarmos praticando os ideais da
Matematica. Os resultados dessa ciéncia devem ser argumentados, respeitando
0s niveis de entendimento do aluno (Vaz, 2012, p. 41).

Entende-se que nessa fase & necessario levar em consideragdo o nivel de
maturidade dos alunos envolvidos em relacéo aos conteudos matematicos. A quarta
etapa, denominada generalizacao, serve para buscar outras situagdes relacionadas,
ou seja, explorar o resultado obtido com mais detalhes, com maior abrangéncia.
Segundo Cruvinel e Vaz (2014), generalizar significa investigar outras situacdes
e, nesse processo, pode existir a possibilidade de encontrar algumas situagoes
particulares que podem explorar o resultado obtido.

Observa-se que a metodologia proposta e difundida por Vaz (2012) tem uma
estreita relacdo com a Investigacdo Matematica, que, de acordo com Ponte, Brocardo
e Oliveira (2003), é desenvolvida em quatro momentos:

O primeiro abrange o reconhecimento da situacéo, a sua exploracao preliminar
e a formulacdo de questdes. O segundo momento refere-se ao processo de
formulacdo de conjecturas. O terceiro inclui a realizac&do de testes e o eventual
refinamento das conjecturas. E, finalmente, o ultimo diz respeito a argumentacéo,
a demonstracéo e a avaliagdo do trabalho realizado (Ponte, Brocardo e Oliveira,
2003, p. 20).

Nessa perspectiva, neste trabalho, emprega-se essa metodologia e sé&o
apresentadas atividades concebidas com a utilizacdo do software Geogebra, que
possam servir como exemplos a serem aplicados em sala de aula.

41 PROPOSTA DE ATIVIDADES DESTINADAS AO ENSINO DOS NUMEROS
COMPLEXOS

As atividades apresentadas neste capitulo foram elaboradas como uma
opcao direcionada a alunos do 3° ano do Ensino Médio e a alunos dos cursos
de graduacdo que tém em suas grades curriculares disciplinas similares as de
Trigonometria e Numeros Complexos ou Variavel Complexa. O objetivo destas
atividades € proporcionar uma abordagem que permita realizar a conexao dos
conceitos estudados algebricamente com sua representacdo geométrica por meio
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da Investigacdo Matematica no Geogebra.

Com essa abordagem, nédo se intenciona menosprezar o ensino dos numeros
complexos por meio da algebra, porém tem-se a intencao de propor uma abordagem
geométrica a este topico para elucidar a relagao das operacdes basicas dos niumeros
complexos com movimentos de rotacéo, translagcdo, compressao e expansao no
plano de Argand - Gauss.

Observa-se que, no decorrer das atividades, sao utilizados controles deslizantes,
que é uma ferramenta oferecida pelo aplicativo GeoGebra para alterar valores de
parametros tomados dentro de um intervalo de interesse, escolhido pelo usuério no
momento da construcdo da simulagdo. Esse dinamismo apresentado na interacéo
com o aplett' faz com que os exercicios propostos se tornem diferentes dos que
séo apresentados nos livros didaticos, pois permitem visualizar a generalizagao das
situacbes propostas, conforme o aporte tedrico sugere.

4.1 Primeira etapa: Experimentacao

O objetivo da primeira atividade proposta é oportunizar, a partir da
experimentacdo, uma visualizacéo e interpretacdo geométrica do produto de dois
nameros complexos, cujas representacdes sao dadas inicialmente naforma algébrica,
pois utilizam-se varios recursos originalmente disponiveis no GeoGebra para a
obtencéo do resultado solicitado. Sendo assim, propbde-se multiplicar dois nUmeros
complexos quaisquer z =a+bi e z,=c+di e analisar as implicagbes geomeétricas do
produto, dependendo dos valores escolhidos para os parametros a, b, c e d. Para
tanto, no GeoGebra, constroem-se quatro controles deslizantes que irdo possibilitar
a visualizacao e a atribuicao dos valores escolhidos para as partes real e imaginaria
dos dois nUmeros complexos em questéo, assim como o produto resultante, conforme
ilustra a Figura 1.

El AR o= =

» Janela de digebra<] | » Janela de X

o0 ez0000

Pol
L]

Figura 1 — Representacdo Geométrica do produto de dois nUmeros complexos. Fonte:
Resultado do GeoGebra para a simulacao proposta pelos autores.

Ao explorar essa primeira construcdo, observa-se um certo comportamento
com relacao a escolha dos numeros complexos e o produto entre eles:
(a) quando sao fixados os parametros a e b, que definem 2z =a+bi,
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independentemente dos valores escolhidos para ¢ e d, o &ngulo entre os numeros
complexos z, e o produto z, permanece inalterado;

(b) analogamente, ao serem fixados ¢ e d, o &ngulo entre os nUmeros complexos
z, e 0 produto z, permanece inalterado. A Figura 2 ilustra essa situagao.

Figura 2 — Representagao dindmica do angulo formado por dois nUmeros complexos.

Fonte: Resultado do GeoGebra para a simula¢do proposta pelos autores.

4.2 Segunda etapa: Conjectura

Apbs a exploracdo das simulagdes para as situacdes (a) e (b), descritas
anteriormente, observa-se que, de fato, a multiplicacdo de dois nUmeros complexos
produz um terceiro namero (figura 3), cuja posicao em relacdo aos numeros originais
pode ser considerada como sendo uma rotacéao de um angulo 6 de um dos numeros

no sentido anti-horario em torno da origem em relacéo a posi¢céo do outro. A questao
aqui € poder afirmar qual € este valor 6.

a=-1 a=0
e e
b=t b=1
e e
e=-17 c=-1 )
e —— °
d=-0.2 4=25 \
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|25 = |z122] = (1.64)(2.60) = 4.42
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Figura 3 — Representagéo dindmica da interpretacdo geométrica do produto de dois nUmeros
complexos

Fonte: Resultado do GeoGebra para a simulacdo proposta pelos autores.

Neste momento, cabe também relembrar a relagdo entre a representacao de
um numero complexo nas formas algébrica e trigopnométrica, conforme (1)

. . b .
zZy=a+bi=n (:—1 + zr—l) =1r,(cosO, + isenb;) . (1)

Em que r,=(a*+b%”* o médulo de z, e 8, o argumento de z, , denotado por
arg(z, ). Dessa forma, pode-se observar, ainda, que o angulo 6 formado entre z,
e z, (produto dos nimeros complexos z, e z,) € igual ao argumento de z,, ou seja,
considerando-se z,= z, z,, tem-se 6= arg(z, ).

Ao observar os médulos dos numeros complexos envolvidos, pode-se verificar,
também, por meio das simula¢gdes e dos recursos disponiveis no GeoGebra, que o
modulo de z, é igual ao produto dos médulos de z, e z,, isto é, Iz,|=I z, z |, conforme
ilustra a Figura 3.

A partir dessas observacbes e da organizacao das ideias exploradas, pode-
se conjecturar que multiplicar dois niUmeros complexos, z, e z,, significa obter um
terceiro numero complexo que geometricamente pode ser obtido por meio de uma
rotagdo de z, no sentido positivo (anti-horario) em torno da origem de um angulo
igual ao argumento de z,, seguido de uma contragédo (ou dilatagdo) de médulo igual
ao produto dos moédulos de z, e z,.

4.3 Terceira etapa: Formalizacao

Essa fase da investigagcdo destina-se a verificacdo matematica dos fatos,
observados e estruturados nas etapas anteriores. Nessa etapa, portanto, deve-se
demonstrar com argumentos matematicos a conjectura realizada na fase anterior, ou
apresentar um contra-exemplo que a declare invalida.

Sendo assim, respeitando o nivel para o qual as atividades foram pensadas,
para verificar a validade da conjectura enunciada anteriormente, é conveniente
retomar a forma trigonométrica dos niUmeros complexos z, e z,, explorando-se, ainda,
a Férmula de Moivre para escrevé-las de modo ainda mais simplificado. Assim,
tem-se z, =r (cosB, +isenB,) =r.e®" e z,=r,(cos6, + i senb,) =r.e% e, comisso, 0
produto z, é obtido de forma imediata, conforme a equagéo (2).

]

73 = 11 (cosOy + isend, )y (cosO, + isend,) = rye'f1ryelfz = yyrye- (2)
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Novamente, pela formula de Moivre, tem-se z=r.r, (cos(0, + 6,) + isen(6, +
6,)). Por meio dessa expressao € possivel comprovar a conjectura formulada para
ambas as situagoes, (a) e (b), exploradas via simulagdes propostas no GeoGebra.

4.4 Quarta etapa: Generalizacao

A potenciagao para expoentes inteiros € um caso particular da multiplicacao
na qual todos os termos sao iguais. Assim, a seguinte atividade tem como objetivo
inicial explorar, algébrica e geometricamente, as consequéncias desse aspecto. Ou
seja, propoe-se elevar um numero complexo qualquer z a uma poténcia n e analisar
as implicacbes geométricas dessas poténcias, dependendo do modulo de z e de
seu argumento, ou seja, analisar o comportamento geométrico (se é que existe) dos
numeros obtidos da forma z", para n um numero natural qualquer.

Para tanto, novamente constroem-se trés novos controles deslizantes no
GeoGebra para se atribuir os valores aos parametros em questdao: a, ben. O
namero complexo z fica entdo definido para cada posicao assumida do controle
deslizante. Para cada um dos valores assumidos para n, pode-se criar uma lista
de numeros z" por meio do comando pré-definido no GeoGebra responséavel pela
definicdo de sequéncias (L=Sequéncia[(z_1)A, i, 0, n]). Assim, para se verificar 0
comportamento dos temos da sequéncia, basta animar o controle associado ao
paréametro n, conforme ilustra a Figura 4.

zp

a
Lt

;
® ¢l

. ® oz

Figura 4 — Representacdo Geométrica das poténcias z", sendo z=a+ib.

Fonte: Resultado do GeoGebra para a simulagdo proposta pelos autores.

Ao se explorar essa construcao no GeoGebra, trés casos distintos merecem
atencao quando se assume: (a) Izl > 1, (b) zl =1 e (c) Izl < 1. Observa-se que n é
um numero inteiro positivo e que a partir do mesmo tipo de simulagédo, o caso de
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n assumindo valores inteiros negativos também pode ser abordado. Nota-se, pela
Figura 4, que o comportamento das poténcias do numero complexo, inicialmente
considerado, parece formar um tracado na forma de espiral crescente.

A Figura 5 ilustra a situacéo (b). Para esse caso, observa-se que as poténcias
do namero complexo cujo mddulo € igual a 1, sao distribuidas sob a circunferéncia

unitaria.

7 8
|z]=1 2y zy

Figura 5 — Representacdo Geométrica das poténcias z", sendo z=a+ib.

Fonte: Resultado do GeoGebra para a simulagéo proposta.

Quando Izl < 1 (situagao c), observa-se que as poténcias do numero complexo
considerado comportam-se de forma anéloga ao caso a), porém restritas ao circulo
unitario, como ilustra a Figura 6.

Figura 6 — Representacéao Geométrica das poténcias z", sendo z=a+ib

Fonte: Resultado do GeoGebra para a simulagéo proposta.

Cabe novamente serem seguidas as etapas investigativas. Mais uma vez, a
partir das observacgdes realizadas em cada um dos casos explorados, as conjecturas
realizadas podem ser comprovadas.
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Assim, considerando z = r(cos8 +isenB) , tem-se pela Formula de Moivre para
potenciacdo de numeros complexos, cuja demonstracdo pode ser encontrada em
Bastos (2013), que z"= r"(cos(nB) +isen(nB)), o que comprova algebricamente a
conjectura elaborada. Observa-se que, para os casos (a) e (c), a forma espiralada
€ confirmada, visto que o médulo varia em progressdao geométrica, enquanto o
argumento varia em progressao aritmética.

51 CONSIDERACOES FINAIS

A contribuicdo principal deste trabalho é a abordagem da operacao de
multiplicacdo de numeros complexos por meio da investigagcdo matematica, dando
énfase as simulacdes realizadas por meio do software GeoGebra. Cada uma das
atividades propostas teve como objetivo proporcionar uma melhor compreensao
e visualizagdo dos resultados referentes ao produto e potenciagdo de numeros
complexos, dependendo do modulo dos numeros considerados.

Ao longo deste processo, houve também o desafio de se utilizar o software
GeoGebra no contexto desse conjunto numérico, uma vez que esse aplicativo,
tradicionalmente, € utilizado para aplicacées em geometria e estudo de fungdes. O
mddulo disponivel no GeoGebra para aritmética complexa tem varias funcionalidades,
que se mostraram eficientes para a realizagdo das simulagdes desejadas, assim
como o uso de outras ferramentas um pouco mais elaboradas, como o recurso de
criacdo de listas (sequéncias), utilizado na operacéao de potenciacao.

Destaca-se que a escolha pela Investigagdo Matematica com o Geogebra
abre um novo leque de possibilidades para se explorar 0os recursos computacionais
disponiveis em cada uma das etapas investigativas. Isso permite uma reorganizacao
do pensamento e novas formas de ver o conteudo.

Acredita-se que a metodologia escolhida é justificada, visto que o conteudo
aqui tratado via simulagcbes (multiplicacédo e potenciacdo de numeros complexos)
mostrou-se adequado para ser estudado por meio da observacdo de aspectos
visuais. Esses mesmos conteudos, quando trabalhados apenas de forma algébrica
(estatica), podem inibir a verificacdo de outras possibilidades, como as elencadas e
ressaltadas ao longo do texto.
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