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APRESENTACAO

Esta obra reune importantes trabalhos que tem como foco a Matemética e seu
processo de ensino e aprendizagem em salas de aula do Ensino Fundamental, Ensino
Médio e Ensino Superior.

Os trabalhos abordam temas atuais e relevantes ao ensino e aprendizagem da
Matematica, tais como: a relacédo da Matematica com a musica no ensino de fragdes,
livros didaticos e livros literarios no ensino de Matemética, uso de instrumentos
de desenho geométrico, jogos, animes e manga como contribuicbes para 0
desenvolvimento da Matematica em sala de aula, analise dos problemas que envolvem
o ensino de Trigonometria no Ensino Médio, a auséncia do pensamento matematico e
argumento dedutivo na Educagao Matematica, investigacao e modelagem matematica,
tendéncias em Educag¢do Matematica, formacgao inicial de professores de Matematica
e apresentam um aprofundamento da Matematica através dos digitos verificadores do
cadastro de pessoas fisicas (CPF), simetria molecular, analise numérica e o Teorema
de Sinkhorn e Knopp.

A importancia deste livro estd na exceléncia e variedade de abordagens,
recursos e discussoes tedricas e metodoldgicas acerca do ensino e aprendizagem da
Matematica em diversos niveis de ensino, decorrentes das experiéncias e vivéncias
de seus autores no ambito de pesquisas e praticas.

O livro inicia-se com seis capitulos que abordam o ensino e a aprendizagem
da Mateméatica no Ensino Fundamental. Em seguida ha 9 capitulos que abordam o
ensino e a aprendizagem da Mateméatica no Ensino Médio, seguidos de 4 capitulos
que abordam a tematica do livro no Ensino Superior. E por fim, encontram-se 10
capitulos que trazem em seu cerne a Matematica enquanto area do conhecimento,
sem a apresentacdo de uma discussdo acerca do seu ensino e do processo de
aprendizagem.

Desejo a todos os leitores, boas reflexdes sobre os assuntos abordados,
na expectativa de que essa coletanea contribua para suas pesquisas e praticas
pedagdgicas.

Eliel Constantino da Silva
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CAPITULO 25

A IDEIA GEOMETRICA DA HOMOLOGIA E DO GRUPO

Wendy Diaz Valdés
Universidade Federal de Uberlandia, FAMAT

Uberlandia - MG

Ligia Lais Fémina

Universidade Federal de Uberlandia, FAMAT
Uberlandia - MG

Teodfilo Jacob Freitas e Souza
Universidade Federal de Uberlandia, FEMEC
Uberlandia - MG

Joyce Antunes da Silva

Faculdade Pitdgoras, Engenharia Mecénica
Uberlandia - MG

RESUMO: Este trabalho tem como finalidade
abordar com mais profundidade e detalhamento
a ideia geométrica da teoria de homologia e
grupo fundamental, proporcionando uma viséo
ampla da importancia dessas teorias. Para
tanto foram apresentados os fundamentos
tedricos basicos sobre ambos os grupos de
uma forma simples. Dando a possibilidade de
perceber uma relacao entre 0s mesmos apenas
olhando para a ideia geométrica de cada. O
que possibilita calcular o grupo fundamental na
dimensao 1 de um espaco tendo ja calculado o
grupo de homologia na dimensdo 1 do mesmo
espaco, uma vez que este ultimo é mais facil.
PALAVRAS-CHAVE: Grupo
fundamental.

Homologia.
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FUNDAMENTAL

THE GEOMETRIC IDEA OF HOMOLOGY
AND THE FUNDAMENTAL GROUP

ABSTRACT: This work aims to approach
the geometric idea of homology theory and
fundamental group in more comprehensively
way and detail, providing a broad view of the
importance of these theories. For that, the basic
theoretical foundations of both groups were
presented in a simple way, giving the possibility
to perceive a relation between them just
considering at the geometric idea of each. This
allows possible to calculate the fundamental
group in dimension 1 of a space having already
calculated the group of homology in dimension
1 of the same space, since the latter is easier.

KEYWORDS: Homology. Fundamental group.

11 INTRODUCAO

A topologia algébrica descreve a estrutura
de um espaco topoldgico por associagdo com
um sistema algébrico, normalmente um grupo
ou uma sequéncia de grupos. Desse modo,
a topologia algébrica consiste em resolver
problemas topologicos através de métodos
puramente algébricos e um conceito importante
€ o de homologia (CROOM, 1978).

A teoria de homologia € um assunto
importante na topologia algébrica, pois fornece
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um método de associar a cada espacgo topolégico uma categoria de grupos (ou, mais
geralmente, modulos), chamados de grupo de homologia desse espaco, de modo que
espacos homeomorfos possuem grupos de homologia isomorfos (LIMA, 2012).

O grupo fundamental cria uma imagem algébrica do espaco de lagcos em um
espaco X, esse grupo é denotado por T4 (X, x0). Na maioria das vezes, esse grupo
€ dificil de calcular. Nesse sentido, relacionar o grupo de homologia com o grupo
fundamental se torna uma alternativa mais viavel para facilitar tais céalculos.

Este trabalho ndo tem como intuito abordar as definicbes e propriedades das
teorias de homologia e grupo fundamental, uma vez que essas necessitam de muitos
pré-requisitos algébricos e topoldgicos. O objetivo € apresentar a ideia geométrica
dessas teorias, que sédo de facil entendimento para qualquer leigo em topologia
algébrica.

2 | FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Homologia

Para muitos a definicdo da homologia ndo é 6bvia. Desse modo, uma ideia
geométrica facilita a compreensdo. Os grupos de homologia H,(X), comon =1,
identificam no espaco topolégico X seus n-dimensionais buracos.

Definicao 1. Um espaco X tem um buraco n-dimensional, se X possui alguma
imagem de uma esfera S™ dada por uma aplicagdo continua f: S™ =X, a qual
nao pode ser deformada em um ponto.

Geometricamente, a estrutura dos grupos Hy(X) fornece informacéo sobre o
numero e os tipos de buracos n-dimensionais em X.

Por exemplo, seja X o espago formado de quatro caminhos 01,082,053 ¢ 04
ligando os pontos A e B, conforme mostra a figura 1. Podemos obter outros caminhos
em X fazendo justaposicédo dos caminhos 81,832,683 e 84 com os caminhos inversos
—81,— 82,— 836 —64.

Um caminho em X é denominado 1-simplexo. Em especial, quando o caminho
sai de um vértice e no final volta no mesmo vértice, chamamos de 1-ciclo. Podemos
visualizar os 1-ciclos, como os caminhos que fecham um buraco ou sé&o bordo de um
subespaco de dimensao 2, que é um 2-simplexo.

Por exemplo, §; — &, e 8, — 83 sdo 1-ciclos. Todo 1-ciclo que ndo é bordo
de um 2-simplexo, fornece um elemento ndo nulo em homologia. Isto significa que o
1-ciclo circunda um buraco 1-dimensional do espaco.

Na figura 2, temos trés 1-ciclos que s&o geradores de H, (X). Ou seja,

H]_(X):((Sl_ 52,52_ 53,53_ 54)E Z @ Z @ Z.
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Figura 1: Espacgo X.

Entéo, H, (X) tem 3 geradores e X tem 3 buracos 1-dimensionais. Como ndo ha
buracos de dimensao maior do que 1, temos que

H (X)=1{0}, n=2

Considere agora o espaco X.

Figura 2: Espacgo X.

Neste espaco, temos dois 1-ciclos, §; — 8, e 83 — 84 que nédo s&o bordos de
2-simplexos e assim fornecem os geradores de H;(X"). O 1-ciclo §, — 3 é bordo
do 2-simplexo @ . Assim, esse ciclo fornece a classe nula em H;(X") e temos

H{(X)=(0;,— 0,,05— 04) =7 D Z.
Como X' nédo tem buracos de dimensdes maiores do que 1, temos que
H,(X) ={0}, n=2.
Seguindo o raciocinio do exemplo anterior, podemos calcular os grupos de
homologia de outros espagos, uma vez que 0S mesmos Sao 0s buracos dos espagos

nas diferentes dimensdes. Por exemplo, a figura a seguir mostra um importante espaco
topologico chamado toro.
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Figura 3: Toro

Observe que no toro ha dois buracos 1-dimensionais, determinados por @ e b, e
um 2-dimensional que seria a parte oca do toro.

Desse modo, o grupo de homologia do toro é Hi(T) = Z @ Z, H,(T) =Z e
H,(T) = {0} para k > 2.

2.2 Grupo Fundamental

Como foi feito anteriormente, para uma melhor compreenséo da ideia do grupo
fundamental apresentamos a interpretacao geométrica, uma vez que ha necessidade
de muitos pré-requisitos algébricos para o entendimento da definicdo do mesmo.

Geometricamente, o grupo fundamental T{ de um espaco X pode ser definido
de modo que seus elementos sdo “lacos” em X, onde Xy € X é o ponto de partida
e o ponto de chegada de tais lacgos.

Os lacos determinam um mesmo elemento no grupo fundamental se um pode
ser deformado continuamente no outro, dentro do espacgo X.

Dizemos que um espaco € simplesmente conexo, se todo lago pode ser deformado
continuamente num ponto.

O grupo fundamental mede o quéo longe um espaco esta de ser simplesmente
conexo. Isto é, quao longe um espacgo estd de que todo lagco em X determine um
mesmo elemento do grupo, o lago trivial, ou seja, o ponto Xgp. Se um lago néo pode ser
deformado continuamente em um ponto € porque ha um buraco no seu interior, e Ty
mede o comportamento desses buracos, que chamamos de buracos 1-dimensionais.

Por exemplo, seja o0 espaco X composto por @,f e ¥, trés curvas com ponto X
em comum, e X 0 espaco composto por essas trés curvas, mas neste caso a curva
B esta preenchida como na figura 4.
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a a

(a) Espaco X (b) Espaco X'

Figura 4: Espacos Xe X

Considere V1,V2 e V3 os lagos que percorrem uma Unica vez as curvas @,
e Y, respectivamente. Considere também que [V1] = W1 e [v2] = 12 e [v3] =13
,onde [vi], [v2] e [vs3] sdo as classes de Vy,V, e [V3], respectivamente. Cada
produto de poténcias de M1, Mz e M3 fornece um elemento distinto de m;(X). Por
exemplo, em X, temos que o produto v2viv,vy3v, vZ é o lago que da duas volta ao
redor de @, quatro voltas ao redor de ﬁ uma volta ao redor de ¥, trés voltas ao redor
de a no sentido oposto, uma volta ao redor de B e duas voltas ao redor de Y. Temos
entdo que Ky M3l >3 = [VEvivsviPv, vi].

O conjunto de todas as sequéncias como esta, consistindo de poténcias de
e Hi,H2 € U3 forma um grupo ndo abeliano, denotado por Z x Z x Z e chamado de
grupo livre com trés geradores H1, H2 e U3,

Note que o numero de geradores do grupo fundamental esta relacionado ao
namero de buracos 1-dimensionais de X.

Ja em X como o B esta preenchido, ele pode ser o deformado continuamente
no ponto Xy, ou seja, o laco trivial.

Logo, o grupo m;(X") € gerado pelas classes da curva @ e ¥, ou seja,
T, (X)) = Z+7Z.

31 AUTORIZAGOES/RECONHECIMENTO

Ao submeter o trabalho, os autores tornam-se responsaveis por todo o contetdo
da obra.

CONCLUSOES

Pelo o que foi exposto, € natural perguntar-se sobre a existéncia de uma
relacdo entre o grupo fundamental e a homologia no nivel 1, uma vez que ambos
estdo relacionados com os buracos 1-dimensional do espacgo topologico. O Teorema

Ensino Aprendizagem de Matematica Capitulo 25




de Hurewicz relaciona estes dois grupos fornecendo uma funcéo isomorfa entre a
abelianizagao do ™y e o H,.

Para maiores detalhes sobre a definicdo, propriedades e relacdo dessas teorias,
sugerimos (CRISTINA et al., 2013; CROOM, 1978; LIMA, 2003).
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