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APRESENTACAO

Esta obra reune importantes trabalhos que tem como foco a Matemética e seu
processo de ensino e aprendizagem em salas de aula do Ensino Fundamental, Ensino
Médio e Ensino Superior.

Os trabalhos abordam temas atuais e relevantes ao ensino e aprendizagem da
Matematica, tais como: a relacédo da Matematica com a musica no ensino de fragdes,
livros didaticos e livros literarios no ensino de Matemética, uso de instrumentos
de desenho geométrico, jogos, animes e manga como contribuicbes para 0
desenvolvimento da Matematica em sala de aula, analise dos problemas que envolvem
o ensino de Trigonometria no Ensino Médio, a auséncia do pensamento matematico e
argumento dedutivo na Educagao Matematica, investigacao e modelagem matematica,
tendéncias em Educag¢do Matematica, formacgao inicial de professores de Matematica
e apresentam um aprofundamento da Matematica através dos digitos verificadores do
cadastro de pessoas fisicas (CPF), simetria molecular, analise numérica e o Teorema
de Sinkhorn e Knopp.

A importancia deste livro estd na exceléncia e variedade de abordagens,
recursos e discussoes tedricas e metodoldgicas acerca do ensino e aprendizagem da
Matematica em diversos niveis de ensino, decorrentes das experiéncias e vivéncias
de seus autores no ambito de pesquisas e praticas.

O livro inicia-se com seis capitulos que abordam o ensino e a aprendizagem
da Mateméatica no Ensino Fundamental. Em seguida ha 9 capitulos que abordam o
ensino e a aprendizagem da Mateméatica no Ensino Médio, seguidos de 4 capitulos
que abordam a tematica do livro no Ensino Superior. E por fim, encontram-se 10
capitulos que trazem em seu cerne a Matematica enquanto area do conhecimento,
sem a apresentacdo de uma discussdo acerca do seu ensino e do processo de
aprendizagem.

Desejo a todos os leitores, boas reflexdes sobre os assuntos abordados,
na expectativa de que essa coletanea contribua para suas pesquisas e praticas
pedagdgicas.

Eliel Constantino da Silva
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RESUMO: O presente trabalho consiste no
estudo do erro numérico consequente de uma
discretizacdo explicita da equacao diferencial
parcial parabdlica que modela o processo
transiente de difuséo bidimensional via método
de diferencas finitas. Emprega-se o teorema
de Clairaut-Schwarz para a simplificacéo
de termos de ordens elevadas no dominio
temporal e avalia-se a influéncia da relacéo
entre os incrementos espacial e temporal sobre
0 erro numérico. Rotinas numéricas foram
implementadas e os resultados computacionais
para o problema proposto sdo comparados a
sua solucéo analitica.

Ensino Aprendizagem de Matematica

EXPLICITO

PALAVRAS-CHAVE: analise numérica. difusao
bidimensional transiente. diferencas finitas.

NUMERICAL ANALYSIS OF THE TWO-
DIMENSIONAL TRANSIENT DIFFUSION
EQUATION FOR THE EXPLICIT SCHEME

ABSTRACT: This paper
numerical analysis of the error consequent

presents the

of an explicit discretization of the parabolic
differential equation that models the transient
two-dimensional diffusion through the finite
difference method. Through
Schwarz theorem, the suppression of high

the Clairaut-

order terms and the evaluation of the influence
of the ratio between space and time steps over
the numerical error are possible. Numerical
routines are implemented and the computational
results for the case of study are compared to its
analytical solution.

KEYWORDS: numerical analysis. transient two-
dimensional diffusion. finite difference method.

11 INTRODUCAO

Muitos fendmenos fisicos sdo modelados,
isto &, representados matematicamente, por
meio de Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs).
A sua solucdo por métodos analiticos, no
entanto, é limitada a casos lineares e simples,
que néo representam de maneira satisfatoria
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a maioria dos fenébmenos fisicos. Um exemplo € a solu¢cdo da equacéo da energia
térmica em regime transiente. As técnicas de solucdo analiticas sdo limitadas para
resolver tais equacdes. Sao exemplos de fatores de limitacéo, a geometria do dominio,
os tipos de condicao de fronteira e a presenca de termos néo lineares na equacao.
Uma alternativa as limitagcdes do método analitico € a confeccao de modelos numérico-
computacionais que, se devidamente implementados, podem fornecer respostas
aproximadas para sistemas complexos de equacoes.

Na literatura da area, existem varios métodos de solugédo numérica de equagdes
diferenciais. Sao exemplos o Método dos Elementos Finitos, Método dos Volumes
Finitos e Método de Diferencas Finitas. Tais métodos transformam as equacgdes
apresentadas na forma continua em um conjunto de equacdes algébricas. Esse
processo recebe o nome de discretizacdo. A equacao gerada pela discretizagao €
uma aproximagdo da equacéao original e, portanto, apresenta erro, o qual pode ser
quantificado sob determinadas condi¢des. No presente trabalho, procura-se apresentar
um estudo de caso para a analise de erro envolvendo a solu¢gdo numérica da EDP que
modela a equacgao da energia térmica.

2 | METODO NUMERICO

Na equacao da difusdo, para o caso bidimensional (indicada abaixo), aparecem
duas parcelas diferenciais (LEVEQUE, 2007).

o 0*¢ ¢\ _
at “(ax2+ay )‘0' M

onde ¢ é a variavel a ser transportada, funcdo do tempo t e das variaveis
espaciais x e y. O simbolo representa a difusividade, isto é, a velocidade na qual
a informacéo é transportada no dominio espacial. A expansdo em série de Taylor,
apresentada na equacgao 2, é empregada no processo de discretizacdao dos termos
temporal e espacial, visando a resolucdo numérica do problema.

aﬂ
d(x,y, t +At) = p(x,y,t) + = (gz 2

n=1

Para a discretizacdo do termo diferencial de primeira ordem, faz-se uso da
equacéo 2 para a expanséo da fungdo no dominio do tempo:

d(x,y,t +At) — d(x, y,t) 3¢(x y, f) At™ 6”¢:(x y.t)
At atn

Truncando a equacéo 3 no termo de primeira ordem (0 (At)), obtém-se o método
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de Euler explicito. Analogamente, a discretizacéo para os termos de segunda ordem
€ obtida, fazendo uso de um incremento e um decremento no espaco, enquanto o
tempo é fixado.

o0 _ At
Ax2n—1) g (an ﬂtf) (x, t+ ?)
] (2n—1)! dx(@n-1)
n=

=\ Ax2n 0% ¢ (x, t+ %) ?

2n! dx2n

d(x + Ax,y,t) = ¢p(x,y,t) +

n=1

2 Ax@n-1) 6(2”‘1)9{) (x, t+ %
(;b(x — ﬂx,}", t) = (P(x: ¥, t) - Z (2?’1 _ 1)! 5x(2n—1)
n=1 At (5)
o 2z ——
+ a2 99 (.t +5)
2n! dx2n
n=1

Somando as equacgdes 4 e 5, obtém-se a discretizacao para a derivada segunda
em uma das diregoes:

¢lx+Ax,y,t) —2¢(x,y,t) + p(x — Ax,y,t)
Ax? "
%¢p(x,y,t) o At?=D g2 (x, y, t) (6)

dx2 2n! dx2n
n=2

A mesma metodologia empregada em X é estendida a dimensdo Y. Substituindo
as relacdes truncadas na equacéo 1, tem-se a equacgéao da difusao bidimensional pelo
método explicito, apresentada a seguir:

d(x,y, t +At) — ¢d(x,y,t) d(x +Ax,y,t) — 2 p(x,y,t) + p(x — Ax,y,t)
At - Ax? -

X
o ¢(x!y+ﬂy:t) -2 ¢)(xryrt) +¢(J€,y—ﬂy,t) -0
Ay? o

A solucédo numérica requer a discretizacao dos dominios espacial e temporal. Ou
seja, deve-se traduzir um conjunto continuo e infinito de informagdes em um conjunto
discreto e finito, no qual é empregada a metodologia numérica. Os dominios espacial
e temporal s&o discretizados uniformemente, como indicado na equacgao 8.

M ={(x; y,,t"); x; = IAx,y, = JAy, t"¥ = NAt,

®)
N=01,..,K1=01,..,LJ]=01,.., M}
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E conveniente definir a solucdo numérica para os pontos discretos d)fv‘i,, que néao
é idéntica a solugao analitica de ¢(x, y, t). Assim, é possivel reescrever a equagéo 7
como indicado a segui.

=0. (9

offt —of) . Py — 200 + Pilyy] . i1 — 200 + Py
At Ax? Ay?

Para a anélise do erro, parte-se para a formulacdo de uma equacéao modificada,
gue descreve qual equacao continua a equacao 9 modela sem erros. Define-se uma
fungcdo Y(x,y,t) que é continua e coincidente com a solugdo no ponto discreto
(I,J,N) e é diferente da solugdo exata @(x,y,t). Em outras palavras, ¢(x,y,t) é a
solugéo exata, @}, é a solugéo aproximada, obtida do sistema discreto, e Y(x,y,t)
€ a solucao continua que esta de acordo com a obtida por @ no ponto (respectivos |/,
Je N) e que é diferente de ¢ (x,y,t). Substituindo @} na equagéo 11 por Y(x,y,t)
e expandindo os termos em série de Taylor ao redor do ponto (x,y,t), obtém-se a
equacao apresentada a seguir.

a 62 2
09 _ (% ¢
dat axz dy?
e A1 anw
:_Z n! dxn (10)
n=2
> Ax2(n-1) g2n Avim-1) g2n
¢ 2 Loy e
2n!  odxn n!  Jxn
n=2

O lado direito da equacgao 12 expressa o erro numeérico da discretizacdo segundo
a metodologia explicita. Tal relacéo é apresentada em funcéo de termos espaciais
e temporais. Visando facilitar a analise, procura-se reescrever a relacédo em funcao
apenas de termos do dominio espacial. A equacdo 1 ndo pode ser empregada, no
entanto, para suprimir termos de ordens elevadas (WARMING, 1974), ja que a equacgao
10 descreve a solugao discretizada, que se difere da exata. Assim, deve-se empregar
sistematicamente a equacao 10 na simplificagcdo dos termos desejados.

Truncando termos de ordem superior a 4, tem-se:

2 9tz "6 ats “12 axt %760 ax° (1)
Ay g Ay*ac¢
12 ay* %60 ay°

o a2¢p 9% Atd?¢p At?2a33¢ Ax2a*¢ Ax*d%¢p
+ +—=
at ax% = dy?

+=0

Derivando parcialmente a equacdo 11 no dominio temporal, multiplicando a
equacao resultante por (—At/2) e somando-a a primeira, tem-se a equagéo indicada
a sequir.
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P 9%¢p 09\ At?d¢p M) i) Ax*At 0°¢
ac “(W*a_yz 2o Yaa TN ara T T awat (g
Ay?At 9%¢ — 0
2 oxsor T T

O mesmo procedimento € aplicado até a segunda ordem para a dimensao t,
multiplicando o resultado por (At?/12) e somando-o & equacéo 12, de forma a suprimir

o termo (’3_*253‘1"). A resultante é indicada a seguir.
12 at3

d¢p 0%p 9%\ At39%'¢ At* 35¢ _abxidt¢p _ady?adt
E_“(aszrayZ) 12 9t 126D 95 C A axt <4l dy*
adx*9°¢ ady?0°¢ aAt 3°¢  alt 3°¢ (13)
6! 0Jx°© 6! dy° 2 dx2dt 2 dy?ot

Ax2At 9%  Ay*At 0%¢
48 0x339t 48 ay3at

4= 0

Para cancelar as derivadas parciais nas duas dimensoes, faz-se uso do teorema
de Clairaut-Schwarz (inversdo da ordem de derivacéo). Essa metodologia deve ser
empregada até que todas as derivadas parciais no tempo sejam suprimidas da equacgéao
truncada. Por fim, chega-se a equagcao modificada, que é apresentada abaixo.

<+ 57)

at
Ax?  At\ 9*¢p Ay?  At\ d*¢p
-2“(—&?)@”“(?*?)@?

Ax*  alAx?At  alAx*At\ ¢
6! 2(4") * 48 dx®

(Ay‘* aAy?At aﬂy“ﬂ.t) d%¢

(14)

6 " 20a) 48 ) aye
Ax® alAx*At aAx®At\ 8¢
8l " 206D 48(4!))ax8
2% (ﬂyﬁ aAy*At aﬂyﬁﬁt) 8¢

8! " 2(6!) - 48(4") ay3+

Ainda, € possivel substituir o passo temporal pelo passo espacial. Define-se
uma constante CFL (COURANT, 1967), que relaciona o passo temporal aos passos
espaciais.

CFL
At = Tmin[;’.‘sxz,ﬁyz]. (15)
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Substituindo tal condicao na equacao 14, obtém-se a equacéo 16, apresentada

a sequir.

dd a%¢p 0%¢
—_—— __l__
at ax?  dy?

o (ﬁxz N CFL min[Ax?, Ay?]\ 9%¢
4! 4 dx*
Ay? CFLmin[Ax?, Ay?]\ 3%¢
+2a( 4 + 2 )ay4 (16)
Ax* CFL min[Ax?, Ay?] (Ax? + Ax*)\ d°¢
+2“( T 2(41) )axﬁ
2 (:ﬁy“ N CFL min[Ax?, Ay?] (Ay? + ﬂ.y“)) 0%¢
6! 2(41) ax®

Reescrevendo a equacédo acima de forma conveniente, truncando os termos de
ordem superior a quatro, chega-se a equacao modificada:

dg a%¢p 0%¢
ot dx? = dy?
_aAx?9*¢  ady? ot

12 9x* ' 12 0y . 4 4 4
1 ) d 1 0 10
+EaCFL min[Ax?, Ay?] (axf + a}:f +Eax2jy2 * fayzsz)
2aCFLAx* 3¢ 2aCFLAy* d%¢ v
6 9x° ' 6l dy®
Ax29%¢ Ay29%¢ Ax2d%¢
D6 + dy® + dx*dy?

1
+ maCFL min[Ax?, Ay?] (

Ay266¢)

* dy4dx?

Analisando a equacao 17, que apresenta os termos de menores (e mais
significativas) ordens do erro numérico, pode-se inferir que o erro é proporcional a
condicao de CFL. Ou seja, o erro é ampliado em funcdo do aumento de tal parametro.

31 ESTUDO DE CASO

Para a solucéo da equacado 9 é necessario estabelecer o dominio espacial,
condicdes inicial e de contorno e tempo final de simulagéo. O dominio espacial escolhido
foi de x = [0,27m] e y = [0, 27] e o tempo final de simulagéo de 10 segundos. Para
este estudo de caso, a condic&o inicial imposta é indicada na equacgao 18.

®(x,v,0) = U, sen(6x) sen(6y), (18)

onde Us éa amplitude da funcdo e @ é o numero de onda. As condicbes de
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contorno foram definidas da seguinte maneira:

®(0,y,t) =0, (19)

®(2m,y,t) =0, (20
®(x,0,t) =0, (21)

O(x,2m,t) =0, (22)

Para determinacao do erro do método, compara-se a solugdo numérica com a
solucéo analitica:

®(x,t) = U, sen(0x) sen(Oy)e2a0%t, (23)

Os valores das variaveis U,, O e a devem ser escolhidas em fun¢ao do problema
que se deseja resolver. No presente trabalho, o valor escolhido para as trés variaveis
foi 1,0. A determinac&o do erro numérico foi feita, inicialmente, variando o numero de
divisdes espaciais para a condicao CFL = 1,0. O dominio foi dividido uniformemente
nas duas diregdes (Ax = Ay, com Ax =2mn/L = 2mn/M). Observa-se na
tabela 1 que o erro é reduzido de quatro vezes para o dobro de divisdes espaciais em
cada direcdao, comportamento caracteristico de um sistema de segunda ordem, como
esperado da analise da equacgéo 17.

Divisdes Espaciais | Norma L,, Razdo Ordem | Normal, Razdo Ordem
25 308102 ——-— ——-— 1114102 ——— ——-—
50 7,38.107% 4,17 2,09 |287.10°% 397 1,98
100 1,81.107* 4,07 2,04 | 7,19.107> 3,99 1,99
200 4,48.107° 4,04 2,02 |1,80.10° 3,99 2,00

Tabela 1: Erro do método numérico para CFL =0,1.
Segue ainda a avaliacdo do erro variando-se o CFL. O numero de divisdes

para cada direcao no dominio espacial foi mantido constante em 50 para o intervalo
-3 -1
CFL e [2.5- 1077,2,5.10 ] O resultado obtido é apresentado a seguir.
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Figura 1: Norma . L, em funcéo do CFL.
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Figura 2: Norma L, em fung@o do CFL.
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Figura 3: NormaL, em fungéo do CFL.

Observa-se nas figuras 1, 2 e 3 que o erro numérico & proporcional ao , como
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esperado pela andlise da equacgao 17.

41 CONCLUSAO

PropOs-se a avaliagdo de erro para a solugdo numérica da equacéo diferencial
parcial parabdlica que modela o fenbmeno da difusédo bidimensional em regime
transiente. Utilizou-se o método de Euler explicito para a derivada parcial temporal e
diferencas centradas para a espacial. A analise numérica do método de discretizagao
é desenvolvida e simulagbes computacionais sao conduzidas com o fim de avaliar o
erro numérico para o problema proposto. A solugdo numérica foi comparada com a
solucéo analitica.

Por fim, conclui-se que a parcela de maior representatividade no erro retornado
€ a do termo de segunda ordem. Ainda, o erro € ampliado em funcdo do aumento da
entre os passos espacial e temporal, de acordo com a definicao da constante de CFL.
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