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APRESENTAÇÃO

Esta obra reúne importantes trabalhos que tem como foco a Matemática e seu 
processo de ensino e aprendizagem em salas de aula do Ensino Fundamental, Ensino 
Médio e Ensino Superior.

Os trabalhos abordam temas atuais e relevantes ao ensino e aprendizagem da 
Matemática, tais como: a relação da Matemática com a música no ensino de frações, 
livros didáticos e livros literários no ensino de Matemática, uso de instrumentos 
de desenho geométrico, jogos, animes e mangá como contribuições para o 
desenvolvimento da Matemática em sala de aula, análise dos problemas que envolvem 
o ensino de Trigonometria no Ensino Médio, a ausência do pensamento matemático e 
argumento dedutivo na Educação Matemática, investigação e modelagem matemática, 
tendências em Educação Matemática, formação inicial de professores de Matemática 
e apresentam um aprofundamento da Matemática através dos dígitos verificadores do 
cadastro de pessoas físicas (CPF), simetria molecular, análise numérica e o Teorema 
de Sinkhorn e Knopp.

A importância deste livro está na excelência e variedade de abordagens, 
recursos e discussões teóricas e metodológicas acerca do ensino e aprendizagem da 
Matemática em diversos níveis de ensino, decorrentes das experiências e vivências 
de seus autores no âmbito de pesquisas e práticas. 

O livro inicia-se com seis capítulos que abordam o ensino e a aprendizagem 
da Matemática no Ensino Fundamental. Em seguida há 9 capítulos que abordam o 
ensino e a aprendizagem da Matemática no Ensino Médio, seguidos de 4 capítulos 
que abordam a temática do livro no Ensino Superior. E por fim, encontram-se 10 
capítulos que trazem em seu cerne a Matemática enquanto área do conhecimento, 
sem a apresentação de uma discussão acerca do seu ensino e do processo de 
aprendizagem.

Desejo a todos os leitores, boas reflexões sobre os assuntos abordados, 
na expectativa de que essa coletânea contribua para suas pesquisas e práticas 
pedagógicas.

Eliel Constantino da Silva
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ANÁLISE NUMÉRICA DA EQUAÇÃO DA DIFUSÃO 
UNIDIMENSIONAL EM REGIME TRANSIENTE PELO 

MÉTODO DE CRANK-NICOLSON 

CAPÍTULO 23
doi

Ítalo Augusto Magalhães de Ávila 
Universidade Federal de Uberlândia, Faculdade 

de Engenharia Mecânica  
Uberlândia – Minas Gerais  

Felipe José Oliveira Ribeiro  
Universidade Federal de Uberlândia, Faculdade 

de Engenharia Mecânica  
Uberlândia – Minas Gerais

Hélio Ribeiro Neto 
Universidade Federal de Uberlândia, Faculdade 
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RESUMO: O presente trabalho consiste no 
estudo do erro numérico consequente de uma 
discretização implícita da equação diferencial 
parcial parabólica que modela o processo 
transiente de difusão unidimensional via método 
de diferenças finitas. Emprega-se o teorema 
de Clairaut-Schwarz para a simplificação 
de termos de ordens elevadas no domínio 
temporal e avalia-se a influência da relação 
entre os incrementos espacial e temporal sobre 
o erro numérico. Rotinas numéricas foram 
implementadas e os resultados computacionais 
para o problema proposto são comparados à 
sua solução analítica.

PALAVRAS-CHAVE: análise numérica. difusão 
unidimensional transiente. diferenças finitas.  

NUMERICAL ANALYSIS OF THE ONE-
DIMENSIONAL TRANSIENT DIFFUSION 

EQUATION FOR THE CRANK-NICOLSON 
SCHEME 

ABSTRACT: This paper presents the 
numerical analysis of the error consequent 
of an implicit discretization of the parabolic 
differential equation that models the transient 
one-dimensional diffusion through the finite 
difference method. Through the Clairaut-
Schwarz theorem, the suppression of high 
order terms and the evaluation of the influence 
of the ratio between space and time steps over 
the numerical error are possible. Numerical 
routines are implemented and the computational 
results for the case of study are compared to its 
analytical solution. 
KEYWORDS: numerical analysis. transient one-
dimensional diffusion. finite difference method.

1 | 	INTRODUÇÃO 

Muitos fenômenos físicos são modelados, 
isto é, representados matematicamente, por 
meio de Equações Diferenciais Parciais (EDPs), 
as quais em sua grande maioria não podem 
ser resolvidas analiticamente. Um exemplo é a 
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solução da equação da energia térmica em regime transiente. As técnicas de solução 
analíticas são limitadas para resolver tais equações. São exemplos de fatores de 
limitação, a geometria do domínio, os tipos de condição de fronteira e a presença de 
termos não lineares na equação. Uma alternativa às limitações do método analítico é a 
confecção de modelos numérico-computacionais que, se devidamente implementados, 
podem fornecer respostas aproximadas para sistemas complexos de equações.

Na literatura da área, existem vários métodos de solução numérica de equações 
diferenciais. São exemplos o Método dos Elementos Finitos, Método dos Volumes 
Finitos e Método de Diferenças Finitas. Tais métodos transformam as equações 
apresentadas na forma contínua em um conjunto de equações algébricas. Esse 
processo recebe o nome de discretização. A equação gerada pela discretização é 
uma aproximação da equação original e, portanto, apresenta erro, o qual pode ser 
quantifi cado sob determinadas condições. No presente trabalho, procura-se apresentar 
um estudo de caso para a análise de erro envolvendo a solução numérica da EDP que 
modela a equação da energia térmica.

2 |  MÉTODO NUMÉRICO 

Na equação da difusão, para o caso unidimensional (indicada abaixo), aparecem 
duas parcelas diferenciais (LEVEQUE, 2007). 

(1)

onde  é a variável a ser transportada, função do tempo  e da posição 
. O símbolo  representa a difusividade, isto é, a velocidade na qual a informação 
é transportada no domínio espacial. A expansão em série de Taylor, apresentada 
na equação 2, é empregada no processo de discretização dos termos temporal e 
espacial, visando a resolução numérica do problema.

(2)

A discretização do termo diferencial de primeira ordem se dá através do emprego 
da equação 2 para a expansão da função no domínio temporal. Para se alcançar 
segunda ordem no tempo, utilizando-se o método de Crank-Nicolson, deve-se expandir 
a função  em relação ao ponto 
segunda ordem no tempo, utilizando-se o método de Crank-Nicolson, deve-se expandir 

:
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(3)

Ainda, deve-se expandir a função  em relação ao ponto , 
como indicado a seguir:

(4)

Subtraindo a equação 3 pela equação 4 tem-se a discretização para a primeira 
derivada no tempo:

(5)

A discretização da derivada espacial de segunda ordem é obtida através de um 
incremento e um decremento no espaço enquanto o tempo é fi xado:

(6)

(7)

Somando as equações 6 e 7, obtém-se a discretização para a derivada segunda 
no espaço:
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(8)

Truncando a equação 8 no termo de segunda ordem , obtém-se o 
método de diferenças centradas. No entanto, o campo da variável  em 

, obtém-se o 
 é 

desconhecido. Deseja-se escrever esse campo em função dos campos nos tempos  
e . Somando as equações 3 e 4 tem-se:

(9)

A equação 8 pode ser reescrita da seguinte forma:

(10)

Substituindo as relações truncadas na equação 1 obtém-se a equação 11.

(11)

 A solução numérica requer a discretização dos domínios espacial e temporal. 
Ou seja, deve-se traduzir um conjunto contínuo e infi nito de informações em um 
conjunto discreto e fi nito, no qual é empregada a metodologia numérica. Os domínios 
espacial e temporal são discretizados uniformemente da seguinte maneira:
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(12)

As variáveis N e I são números inteiros. É conveniente defi nir a solução numérica 
para os pontos discretos , que não é idêntica à solução analítica de . Assim, 
é possível reescrever a equação 11 como indicado a seguir.

(13)

Para a análise do erro, parte-se para a formulação de uma equação modifi cada, 
que descreve qual equação contínua a equação 13 modela sem erros. Defi ne-se uma 
função  que é contínua e coincidente com a solução no ponto discreto (I, N) e é 
diferente da solução exata . Em outras palavras,  é a solução exata, 
é a solução aproximada, obtida do sistema discreto, e  é a solução contínua 
que está de acordo com a obtida por  no ponto (respectivos I e N) e que é diferente 
de . Substituindo  na equação 13 por  e expandindo os termos em 
série de Taylor ao redor do ponto , obtém-se a equação apresentada a seguir.

(14)

Os termos indicados do lado direito da equação 14 representam o erro numérico 
da simulação. A simplifi cação dos termos de primeira ordem para o tempo ocorre 
em função da soma entre os termos dos somatórios do referido lado da equação. 
Portanto, é possível reescrever a equação da seguinte forma:
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(15)

Visando facilitar a análise, reescreve-se a equação em função apenas do passo 
espacial. Assim, emprega-se a relação entre os passos temporal e espacial defi nida 
pela condição de CFL (COURANT et al., 1967).

(16)

Reescrevendo a equação 15 empregando a defi nição da equação 16, obtém-se 
a equação apresentada a seguir.

(17)

Ainda, é conveniente apresentar a equação da seguinte forma:

(18)

Visando facilitar a análise, reescreve-se a equação acima em função apenas de 
derivadas espaciais. Para a simplifi cação dos termos diferenciais não se faz o uso da 
equação 1, já que a equação 18 representa a equação da solução discreta (WARMING, 
1974). Deve-se empregar sistematicamente a equação 18 para a simplifi cação dos 
termos desejados. Operações algébricas e diferenciais são conduzidas de maneira 
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conveniente até que a aplicação do teorema de Clairaut-Schwarz se faça possível. 
Esse procedimento deve ser seguido até que as derivadas temporais sejam eliminadas 
da equação truncada. Como resultado, chega-se à equação apresentada a seguir.

(19)

Observa-se que, de acordo com a equação 19, o erro de segunda ordem  
apresentado pela solução numérica da equação da difusão, para a metodologia de 
Crank-Nicolson, independe do CFL. Observa-se também, do segundo termo à direita, 
que o uso de um  unitário suprime uma fração do termo de quarta ordem 
. No entanto, não pode ser eliminado, como indicado pelo último termo da equação.

3 |  ESTUDO DE CASO 

Para a solução da equação 13 é necessário estabelecer o domínio espacial, 
condições inicial e de contorno e tempo final de simulação. O domínio espacial 
escolhido foi de , com 102 divisões no domínio espacial e um tempo fi nal 
de simulação de 10 segundos. Para esse estudo de caso, a condição inicial imposta 
é indicada na equação 20.

(20)

onde  é a amplitude da função e  é o número de onda. As condições de 
contorno foram defi nidas da seguinte maneira:

(21)

(22)

 Para determinação do erro do método, compara-se a solução numérica com a 
solução analítica:

(23)

Os valores das variáveis ,  e  devem ser escolhidas em função do 
problema que se deseja resolver. No presente  trabalho, o valor escolhido para as três 
variáveis foi 1,0. A análise da ordem de convergência é apresentada na tabela  abaixo. 
Observa-se que para o dobro de divisões espaciais o erro é reduzido de quatro vezes, 
comportamento característico de um sistema de segunda ordem.
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Tabela 1: Erro do método numérico para CFL = 1,0.

Ainda, fixando o número de divisões espaciais em 102, verifica-se a relação entre 
o erro numérico e a condição de CFL.

Figura 1: Norma  em função do CFL.

Figura 2: Norma L1 em função do CFL.
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Figura 3: Norma L2 em função do CFL.

Observa-se nos gráficos acima que o erro numérico se mantém constante com a 
variação do CFL. Ou seja, independe do passo temporal, como avaliado na equação 
19.

4 | 	CONCLUSÃO 

Propôs-se a avaliação do erro numérico para a solução numérica da equação 
diferencial parcial parabólica que modela o processo transiente de difusão 
unidimensional. Para tanto, fez-se uso do método de diferenças finitas para discretizar 
as equações. Utilizou-se o método de Crank-Nicolson para garantir termos de segunda 
ordem no domínio temporal e diferenças centradas para o domínio espacial. Foram 
feitas a análise numérica do método de discretização e simulações computacionais 
para avaliar o erro numérico. A solução computacional foi comparada com a solução 
analítica.

Conclui-se que a metodologia empregada no presente trabalho proporciona 
soluções numéricas com erro constante para diferentes relações entre os passos 
temporal e espacial. Para casos em que grandes domínios são avaliados, pode-se 
fazer proveito dessa propriedade do método implícito para a economia de recursos 
computacionais em simulações de transferência de energia pelo mecanismo de 
difusão.
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