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APRESENTACAO

Esta obra reune importantes trabalhos que tem como foco a Matemética e seu
processo de ensino e aprendizagem em salas de aula do Ensino Fundamental, Ensino
Médio e Ensino Superior.

Os trabalhos abordam temas atuais e relevantes ao ensino e aprendizagem da
Matematica, tais como: a relacédo da Matematica com a musica no ensino de fragdes,
livros didaticos e livros literarios no ensino de Matemética, uso de instrumentos
de desenho geométrico, jogos, animes e manga como contribuicbes para 0
desenvolvimento da Matematica em sala de aula, analise dos problemas que envolvem
o ensino de Trigonometria no Ensino Médio, a auséncia do pensamento matematico e
argumento dedutivo na Educagao Matematica, investigacao e modelagem matematica,
tendéncias em Educag¢do Matematica, formacgao inicial de professores de Matematica
e apresentam um aprofundamento da Matematica através dos digitos verificadores do
cadastro de pessoas fisicas (CPF), simetria molecular, analise numérica e o Teorema
de Sinkhorn e Knopp.

A importancia deste livro estd na exceléncia e variedade de abordagens,
recursos e discussoes tedricas e metodoldgicas acerca do ensino e aprendizagem da
Matematica em diversos niveis de ensino, decorrentes das experiéncias e vivéncias
de seus autores no ambito de pesquisas e praticas.

O livro inicia-se com seis capitulos que abordam o ensino e a aprendizagem
da Mateméatica no Ensino Fundamental. Em seguida ha 9 capitulos que abordam o
ensino e a aprendizagem da Mateméatica no Ensino Médio, seguidos de 4 capitulos
que abordam a tematica do livro no Ensino Superior. E por fim, encontram-se 10
capitulos que trazem em seu cerne a Matematica enquanto area do conhecimento,
sem a apresentacdo de uma discussdo acerca do seu ensino e do processo de
aprendizagem.

Desejo a todos os leitores, boas reflexdes sobre os assuntos abordados,
na expectativa de que essa coletanea contribua para suas pesquisas e praticas
pedagdgicas.

Eliel Constantino da Silva
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RESUMO: O presente trabalho consiste no
estudo do erro numérico consequente de uma
discretizacdo implicita da equacéo diferencial
parcial parabdlica que modela o processo
transiente de difusdo unidimensional via método
de diferencas finitas. Emprega-se o teorema
de Clairaut-Schwarz para a simplificacéo
de termos de ordens elevadas no dominio
temporal e avalia-se a influéncia da relacéo
entre os incrementos espacial e temporal sobre
0 erro numérico. Rotinas numéricas foram
implementadas e os resultados computacionais
para o0 problema proposto sdo comparados a
sua solucéo analitica.

Ensino Aprendizagem de Matematica

METODO DE CRANK-NICOLSON

PALAVRAS-CHAVE: analise numérica. difusao
unidimensional transiente. diferencas finitas.

NUMERICAL ANALYSIS OF THE ONE-
DIMENSIONAL TRANSIENT DIFFUSION
EQUATION FOR THE CRANK-NICOLSON
SCHEME

ABSTRACT: This paper the
numerical analysis of the error consequent

presents

of an implicit discretization of the parabolic
differential equation that models the transient
one-dimensional diffusion through the finite
difference method. Through
Schwarz theorem, the suppression of high

the Clairaut-

order terms and the evaluation of the influence
of the ratio between space and time steps over
the numerical error are possible. Numerical
routines are implemented and the computational
results for the case of study are compared to its
analytical solution.

KEYWORDS: numerical analysis. transient one-
dimensional diffusion. finite difference method.

11 INTRODUCAO

Muitos fendmenos fisicos sdo modelados,
isto &, representados matematicamente, por
meio de Equacoes Diferenciais Parciais (EDPs),
as quais em sua grande maioria ndo podem
ser resolvidas analiticamente. Um exemplo € a
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solugdo da equacéo da energia térmica em regime transiente. As técnicas de solugéo
analiticas sao limitadas para resolver tais equacdes. Sdo exemplos de fatores de
limitacéo, a geometria do dominio, os tipos de condicéo de fronteira e a presencga de
termos néo lineares na equacao. Uma alternativa as limitacbes do método analitico € a
confec¢éo de modelos numérico-computacionais que, se devidamente implementados,
podem fornecer respostas aproximadas para sistemas complexos de equagoes.

Na literatura da area, existem varios métodos de solugédo numérica de equagodes
diferenciais. Sao exemplos o Método dos Elementos Finitos, Método dos Volumes
Finitos e Método de Diferencas Finitas. Tais métodos transformam as equacgdes
apresentadas na forma continua em um conjunto de equacdes algébricas. Esse
processo recebe o nome de discretizacdo. A equacéo gerada pela discretizagao €
uma aproximacao da equacao original e, portanto, apresenta erro, o qual pode ser
quantificado sob determinadas condi¢des. No presente trabalho, procura-se apresentar
um estudo de caso para a analise de erro envolvendo a solu¢do numérica da EDP que
modela a equacgao da energia térmica.

2 | METODO NUMERICO

Na equacéo da difusdo, para o caso unidimensional (indicada abaixo), aparecem
duas parcelas diferenciais (LEVEQUE, 2007).

onde ¢ é a variavel a ser transportada, fungdo do tempo t e da posicdo X
. O simbolo & representa a difusividade, isto &, a velocidade na qual a informacgao
€ transportada no dominio espacial. A expansao em série de Taylor, apresentada
na equacao 2, é empregada no processo de discretizacdo dos termos temporal e
espacial, visando a resolu¢gédo numérica do problema.

10"p(x,t
_Lﬁtn_

nl arn @

d(x, t+ At) = ¢p(x,t) + Z

n=1

A discretizacao do termo diferencial de primeira ordem se da através do emprego

da equacgado 2 para a expansdo da funcdo no dominio temporal. Para se alcancar

segunda ordem no tempo, utilizando-se o método de Crank-Nicolson, deve-se expandir
afuncdo ¢(x,t + At) em relacdo ao ponto (x,t + %):
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Ap@n-1) @D (x t + gt)
¢(I, t+ .‘:lt) = (x t+ ) Z (2?1 _ 1)| 2(211—1} at(fl?‘l—l)

At2n azw x t +;_'\.2)
+Z |
2

711 22?1 t2n

At
Ainda, deve-se expandir a funcdo @(x,t) em relacdo ao ponto (X,t +?),
como indicado a seguir:

o0

) n- At
px,t) = ¢ (xr+ ) Z aen 9@V (nt+7)

2n — 1)1 2@n-1) at@n-1
n=1 At (4)
2
aeen 07 (xt+5)
2n!2%n atin
n=1

Subtraindo a equacéao 3 pela equacao 4 tem-se a discretizacdo para a primeira
derivada no tempo:

o e At
¢Oxt +46) —p(x,t) _ ¢ xr+ Zz A= 9@ (x e+ 5) .

At n— 1) 221 at@n-1)

A discretizacéo da derivada espacial de segunda ordem é obtida através de um
incremento e um decremento no espag¢o enquanto o tempo é fixado:

At
¢(x+ﬁx,t+7)

At
“, ax@nD 9@V (xt +5)

=¢(x,t+%)+

(Zn - 1)! dx(2n-1) (6)
At
2 Ax2n @ '“qb(x t+ 2)
2n! dx2n '
n=1
At
o) (x —Ax, t + —)
2
Aty o Ax@nn) A%V (x ¢ + %)
2 (Zn - 1)! dx(2n-1) (7)
At
Mznamtp xt+5)
211' dx2n

Somando as equacgdes 6 e 7, obtém-se a discretizacdo para a derivada segunda
no espaco:
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¢(x+ﬁx,t+£‘2) 26 (x, t+ﬂt)+¢n(x Ax,t + 2)

Ax?
8
az¢(x,r+%) Ax21) 32¢h (x, t+ﬂ:‘2t) ©
T dx? + ZZ 2n! dxzn

n=2
Truncando a equagdo 8 no termo de segunda ordem (0(Ax%)), obtem- se o
método de diferencas centradas. No entanto, o campo da variavel ¢ em t + — é
desconhecido. Deseja-se escrever esse campo em fungcdo dos campos nos tempos
te t + At. Somando as equacdes 3 e 4 tem-se:

At
ﬂt) b(x,t) + d(x, t + At) Z Ax2n 327 (x,!: +T)
> .

2 2 nl2n atn ©

¢( £+

A equacéo 8 pode ser reescrita da seguinte forma:

p(x+ Ax, t + At) — 2¢(x, t + At) + p(x — Ax, t + At)

20x?
d(x+ Ax, t) — 2¢(x, t) + ¢P(x — Ax,t)
+
At 2Ax2
2
_ 0 o (xt+5)
dx? A
i 20— 1)&2“¢ (x t+ Zt)
ax2n
n=2 (10)
- At
o e 2(2n-1
z Arzm-1 93 j(,4'.1(J¢:t+2)

(2n —1)! 22(n-1) dy2(2n-1)

=]

At At
2 2n
aen (9gGr+dut+T) D ¢(xt+5)

] 2nl22n dx2n dx2n
n=

a?-“gb( —Ax,t +

axzn

7)

+

Substituindo as relagdes truncadas na equacao 1 obtém-se a equacgéao 11.

¢(x, t + At) — d(x, t) ¢(x + Ax, t + At) — 2¢(x, t + At) + ¢p(x — Ax, t + At)

At 2Ax? (11)
¢(x + Ax, t) — 2¢(x, t) + ¢d(x — Ax, t)
«

2Ax?

A solugdo numérica requer a discretizagcao dos dominios espacial e temporal.
Ou seja, deve-se traduzir um conjunto continuo e infinito de informagdes em um
conjunto discreto e finito, no qual é empregada a metodologia numérica. Os dominios
espacial e temporal sdo discretizados uniformemente da seguinte maneira:
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M ={(x;,t"); x; = IAx, t" = NAt,N = 0,1,...,K,] =0,1,..,M}. (12

As variaveis N e [ sdo nimeros inteiros. E conveniente definir a solugdo numérica
para os pontos discretos ®¥, que ndo é idéntica a solugido analitica de ¢ (x, t). Assim,
é possivel reescrever a equacéo 11 como indicado a seguir.

=0. (13

ON* — oY N — 20N 4 DA ON = 20) + b},

& ° 20x? l_“l 20x?

Para a andlise do erro, parte-se para a formulacdo de uma equagao modificada,
gue descreve qual equacao continua a equagao 13 modela sem erros. Define-se uma
fungéo Y (x, t) que é continua e coincidente com a solugdo no ponto discreto (I, N) e &
diferente da solugéo exata ¢ (x, t). Em outras palavras, ¢ (x, t) é a solugdo exata, oN
é a solugéo aproximada, obtida do sistema discreto, e Y (x, t) € a solucdo continua
que esta de acordo com a obtida por ¢ no ponto (respectivos / e N) e que é diferente
de ¢(x,t). Substituindo ®) na equagdo 13 por Y (x,t) e expandindo os termos em
série de Taylor ao redor do ponto (x, t), obtém-se a equacéo apresentada a seguir.

a 321,5' At2m-1)  §20n-1)y,
at ax2 Z (Zn - 1)' 22(n-1) gy2(2n-1)

ﬂxna ﬂtnb ana+nb.¢l
+ « Z Z ( )
na! nb! xnagenb

na 1 n (1 4)
{ ﬁx)naﬁrnb ana+nb.¢,
ta nalnbl  \axnaar
’mi,l nb=1 o
At™ 9™ Ax™ 32M oY
_2 Z = 2 + 200t 22
L T L 2 e T A s
n=1 n=2

Os termos indicados do lado direito da equacéo 14 representam o erro numérico
da simulagao. A simplificacdo dos termos de primeira ordem para o tempo ocorre
em funcdo da soma entre os termos dos somatoérios do referido lado da equacgao.
Portanto, é possivel reescrever a equacéo da seguinte forma:
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aw aZw © ﬁtz(n—l) aZ(Zn—l)w
a3t “ax? T T Li(2n—1)12200D grenn
=2
" = = ﬁxnaﬁtnb ana+nb.¢,
+ o Z Z 5
nal!nb! \dx™"at"
na= 1nb 1 (15)
t—ﬁx)““ﬂt“b ana+nbw
Z Z na!nb! (axmaznb)
na—lnb 1 o
Atmagn Ax™ g2
- ZuZ Ao v

+ Z2a .
n! dxn 2n! dxn
n=2 n=2

Visando facilitar a analise, reescreve-se a equagao em funcdo apenas do passo
espacial. Assim, emprega-se a relacéo entre os passos temporal e espacial definida
pela condicao de CFL (COURANT et al., 1967).

Zn

At™ = CFL" (16)

Reescrevendo a equacao 15 empregando a definicdo da equacao 16, obtém-se
a equacao apresentada a seguir.

alp aZIp = (ﬂ-lcFL ﬂxZ)Z(n—l:)BZ(Zn—l)w

at Yoxz T T L T (2n-1)1220-D gxz@en-1
o o« ﬁxna+2nb ((I_anFLnb ) ana+nbl’1}
T nal nb! (axmarﬂb)

na=1nbh=1
i * Ay—na (a—nb CFLnb )—nb ana+nbw
T Z Z nalnb! (ax““at"b)

na= 1nb 1
o Z(a 1-f.".‘?',[..ﬂ..\cz)"’ 1,0 + 2 Zﬁx a2y
2n! dxn’

(17)

I‘I

Ainda, é conveniente apresentar a equagao da seguinte forma:

) a2 Ax? 9 CFL\ Ax* 33 33
—qb—{x—qb:—a Ld ( ) t‘b+['.'J'J‘JL.fL*:.x“ v
ot *ax 12 9x* 24 9t3 X%t g
CFL2ax®\ 0%y xt oy
« )z “3600x0

Visando facilitar a analise, reescreve-se a equac¢ao acima em fung¢ao apenas de
derivadas espaciais. Para a simplificacao dos termos diferenciais néo se faz o uso da
equacéo 1, ja que a equacao 18 representa a equacéao da solucao discreta (WARMING,
1974). Deve-se empregar sistematicamente a equacao 18 para a simplificacdo dos
termos desejados. Operacgdes algébricas e diferenciais sdo conduzidas de maneira




conveniente até que a aplicagcdo do teorema de Clairaut-Schwarz se faca possivel.
Esse procedimento deve ser seguido até que as derivadas temporais sejam eliminadas
da equacéo truncada. Como resultado, chega-se a equacéo apresentada a seguir.

dx®’

ap 9% Ax? a4y \ oty Mxty o 1\0%
T _ =_ - — b a— — (19)
A~ 05 = —U o+ W CFLAX (1= CFL) o oy (CFL + 15)

Observa-se que, de acordo com a equacéo 19, o erro de segunda ordem (O (Ax?))
apresentado pela solucdo numérica da equacao da difusao, para a metodologia de
Crank-Nicolson, independe do CFL. Observa-se também, do segundo termo a direita,
que o uso de um unitario suprime uma fragdo do termo de quarta ordem (O(Ax*))
. No entanto, ndo pode ser eliminado, como indicado pelo ultimo termo da equacéo.

31 ESTUDO DE CASO

Para a solucéo da equacado 13 € necessario estabelecer o dominio espacial,
condicbes inicial e de contorno e tempo final de simulacdo. O dominio espacial
escolhido foi de x = [0, 2m], com 102 divisGes no dominio espacial e um tempo final
de simulacédo de 10 segundos. Para esse estudo de caso, a condi¢éo inicial imposta
€ indicada na equacéo 20.

@(x,0) = U, sen(6x), (20)

onde U, é a amplitude da funcdo e 6 é o nimero de onda. As condicdes de
contorno foram definidas da seguinte maneira:

&(0,t) =0, (1)

d(2m,t) =0, (22

Para determinacao do erro do método, compara-se a solugdo numérica com a
solucéo analitica:

d(x,t) = U, sen(Bx)e —ad’t  (23)

Os valores das variaveis U,, 8, a e devem ser escolhidas em fungédo do
problema que se deseja resolver. No presente trabalho, o valor escolhido para as trés
variaveis foi 1,0. A andlise da ordem de convergéncia é apresentada na tabela abaixo.
Observa-se que para o dobro de divisdes espaciais o erro € reduzido de quatro vezes,
comportamento caracteristico de um sistema de segunda ordem.
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Divisoes Espaciais Norma L, Razdo Ordem | NormalL, Razdo Ordem
50 44103 ——-— ———131110"2% ——-- ——-—
100 1,08.1073 4,11 2,05 7,83.107* 3,97 1,98
200 2,67.1074 4,04 2,02 1,96.10°* 3,99 1,99
400 6,65.107° 4,02 2,01 4,90.10"° 3,99 1,99

Tabela 1: Erro do método numeérico para CFL = 1,0.

Ainda, fixando o numero de divisbes espaciais em 102, verifica-se a relagao entre

0 erro numérico e a condicéo de CFL.
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Figura 1: Norma L, em funcéo do CFL.
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Figura 3: Norma L2 em fungéo do CFL.

Observa-se nos graficos acima que o erro numérico se mantém constante com a
variacdo do CFL. Ou seja, independe do passo temporal, como avaliado na equagao
19.

41 CONCLUSAO

Prop6s-se a avaliagdo do erro numérico para a solugdo numérica da equacgao
diferencial parcial parabdlica que modela o processo transiente de difusao
unidimensional. Para tanto, fez-se uso do método de diferencas finitas para discretizar
as equacoes. Utilizou-se o método de Crank-Nicolson para garantir termos de segunda
ordem no dominio temporal e diferencas centradas para o dominio espacial. Foram
feitas a analise numérica do método de discretizagdo e simulagées computacionais
para avaliar o erro numeérico. A solugdo computacional foi comparada com a solugéo
analitica.

Conclui-se que a metodologia empregada no presente trabalho proporciona
solugcbes numéricas com erro constante para diferentes relacbes entre os passos
temporal e espacial. Para casos em que grandes dominios sdo avaliados, pode-se
fazer proveito dessa propriedade do método implicito para a economia de recursos
computacionais em simulagcdes de transferéncia de energia pelo mecanismo de
difusao.

REFERENCIAS

COURANT, R., FRIEDRICHS, K., LEWY, H. On the partial difference equations of mathematical
physics. IBM Journal of Research and Development, Nova York, v. 11, i. 2, pp. 215 — 234, 1967.

LEVEQUE, R. J. Finite difference methods for ordinary and partial differential equations: steady-

Ensino Aprendizagem de Matematica Capitulo 23



state and time-dependent problem. 1. ed. Philadelphia: SIAM, 2007.

WARMING, R., HYETT, B. The modified equation approach to the stability and accuracy analysis
of finite-difference methods. Journal of Computational Physics, California, v. 14, n. 2, pp. 159 — 179,
1974.

Ensino Aprendizagem de Matematica Capitulo 23




SOBRE O ORGANIZADOR

Eliel Constantino da Silva - Licenciado e Bacharel em Matematica pela Universidade
Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” (UNESP), Brasil, e Universidade do Minho,
Portugal, respectivamente. Mestre em Educacdo Matematica pela Universidade
Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” (UNESP). Membro do Grupo de Pesquisa
em Informéatica, outras Midias e Educacado Matematica (GPIMEM) e membro do Grupo
de Pesquisa Ensino e Aprendizagem como Objeto da Formacao de Professores
(GPEA). Atuou como professor bolsista do Departamento de Educacéo Matematica do
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Universidade Estadual Paulista “Julio
de Mesquita Filho” (UNESP). Tem interesse e desenvolve pesquisas nos seguintes
temas: Educacao Matematica, Pensamento Computacional, Robética, Programacao
Computacional, Tecnologias Digitais na Educacao, Ensino e Aprendizagem, Teoria
Historico-Cultural e Formacgao de Professores. Atualmente é doutorando em Educacéao
Matematica pela Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” (UNESP),
editor de conteudo da Geekie, colunista do InfoGeekie, membro do Comité Técnico
Cientifico da Atena Editora, professor do Colégio Internacional Radial e desenvolve
acoOes de formacéo de professores relacionadas ao uso de tecnologias e Pensamento
Computacional na Educacao.

Ensino Aprendizagem de Matematica Sobre o Organizador m




iNDICE REMISSIVO
A

Anos Finais do Ensino Fundamental 46

Aprendizagem 2, 25, 69, 100, 140, 170

D

Desenho Geométrico 46, 130, 140

E

Educacao Basica 34, 47, 121, 139, 179, 180, 181, 182

Educacéo Matematica 5, 1, 15, 16, 18, 25, 26, 35, 37, 45, 54, 55, 57, 66, 80, 81, 100, 101, 102,
114, 116, 127, 140, 142, 149, 158, 159, 170, 171, 172, 173, 176, 177, 179, 188, 189, 191, 192, 197
Elementos para esboco grafico 90

Ensino 2, 5, 8, 13, 14, 15, 19, 20, 21, 25, 27, 34, 35, 36, 40, 46, 47, 48, 55, 57, 58, 60, 61, 67,
68, 69, 76, 79, 80, 81, 84, 88, 89, 91, 92, 94, 96, 98, 99, 100, 103, 110, 111, 112, 113, 114, 115,
116, 117, 118, 122, 126, 127, 129, 131, 133, 139, 142, 149, 158, 170, 174, 175, 180, 183, 184,
185, 187, 189, 191, 193

Ensino de Geometria 46, 48, 129

Ensino de Matematica 14, 27, 76, 79, 80, 103, 113, 127, 142

Ensino Médio 5, 8, 13, 55, 57, 58, 60, 61, 67, 68, 69, 81, 84, 89, 91, 92, 94, 96, 98, 99, 103,
110, 111, 112, 113, 115, 116, 118, 122, 126, 127, 129, 131, 133, 139, 175, 184, 185, 187

Ensino Superior 5, 184, 189

Equacdes do 1° e do 2° grau 55

Estratégia de Ensino 98

F

Férmula de Poliedro 98
Fracdo 1,3

G

GeoGebra 90, 92, 93, 95, 96, 116, 117, 118, 121, 122, 123, 126, 127

H

Historia da Matematica 13, 54, 98, 99, 100, 101, 102, 113, 114, 115, 173, 174, 175, 176
|

Imagem virtual 14

J

Jogos Educativos 26
Jogos Matematicos 55, 66, 81, 88, 89

L

Laboratorio de Matematica 81, 82, 84, 85, 86
Literatura 35, 37, 38, 43, 44

Ensino Aprendizagem de Matematica indice Remissivo




Lugar geométrico 90
M

Matematica 2, 5, 9, 1, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 32, 33, 35, 36,
37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 64, 66, 67,
69, 76, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 105, 106,
110, 111, 112, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 121, 124, 125, 126, 127, 129, 131, 132, 137, 139, 140,
141, 142, 143, 144, 147, 149, 150, 151, 152, 158, 159, 160, 161, 162, 164, 169, 170, 171, 172,
173, 174, 175, 176, 177, 179, 180, 181, 183, 184, 185, 186, 187, 188, 189, 190, 191, 192, 197,
202, 203, 217, 218, 224, 270

Matematofobia 81, 82

Mdusica 1, 13

P

Parabola na forma canbnica 90
PIBID 9, 26, 27, 28, 34, 56, 129, 130, 133, 181, 182, 183, 184, 186, 187, 188

R

Registros de representagao 14, 25
Resolucédo de Problemas 55, 57, 58, 102, 173, 174, 176

S
Semibtica 14, 15, 16, 18, 19, 25
T

Trigonometria 5, 69

Ensino Aprendizagem de Matematica indice Remissivo




Agéncia Brasileira do ISBN
ISBN 978-85-7247-545-7

977885727475457





