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APRESENTAÇÃO

Esta obra reúne importantes trabalhos que tem como foco a Matemática e seu 
processo de ensino e aprendizagem em salas de aula do Ensino Fundamental, Ensino 
Médio e Ensino Superior.

Os trabalhos abordam temas atuais e relevantes ao ensino e aprendizagem da 
Matemática, tais como: a relação da Matemática com a música no ensino de frações, 
livros didáticos e livros literários no ensino de Matemática, uso de instrumentos 
de desenho geométrico, jogos, animes e mangá como contribuições para o 
desenvolvimento da Matemática em sala de aula, análise dos problemas que envolvem 
o ensino de Trigonometria no Ensino Médio, a ausência do pensamento matemático e 
argumento dedutivo na Educação Matemática, investigação e modelagem matemática, 
tendências em Educação Matemática, formação inicial de professores de Matemática 
e apresentam um aprofundamento da Matemática através dos dígitos verificadores do 
cadastro de pessoas físicas (CPF), simetria molecular, análise numérica e o Teorema 
de Sinkhorn e Knopp.

A importância deste livro está na excelência e variedade de abordagens, 
recursos e discussões teóricas e metodológicas acerca do ensino e aprendizagem da 
Matemática em diversos níveis de ensino, decorrentes das experiências e vivências 
de seus autores no âmbito de pesquisas e práticas. 

O livro inicia-se com seis capítulos que abordam o ensino e a aprendizagem 
da Matemática no Ensino Fundamental. Em seguida há 9 capítulos que abordam o 
ensino e a aprendizagem da Matemática no Ensino Médio, seguidos de 4 capítulos 
que abordam a temática do livro no Ensino Superior. E por fim, encontram-se 10 
capítulos que trazem em seu cerne a Matemática enquanto área do conhecimento, 
sem a apresentação de uma discussão acerca do seu ensino e do processo de 
aprendizagem.

Desejo a todos os leitores, boas reflexões sobre os assuntos abordados, 
na expectativa de que essa coletânea contribua para suas pesquisas e práticas 
pedagógicas.

Eliel Constantino da Silva
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RESUMO: No presente trabalho apresentou-
se um estudo detalhado a respeito dos erros 
numéricos decorrentes do procedimento de 
discretização e solução numérica da equação 
da onda unidimensional, em regime transiente. 
Para tanto, será empregado o método das 
diferenças finitas para obtenção de uma 
formulação explícita no tempo, e a partir desta, 
será realizada uma otimização para a relação 
entre os passos incrementais no tempo e no 
espaço. Um estudo de caso é conduzido a fim 
de se comparar os resultados teóricos e os 
valores numéricos obtidos.

PALAVRAS-CHAVE: análise numérica, 
equação da onda unidimensional e transiente, 
diferenças finitas.

NUMERICAL ANALISYS OF THE TRANSIENT 
ONE-DIMENSIONAL WAVE EQUATION BY 

THE EXPLICIT METHOD

ABSTRACT: In the present work the authors 
present a detailed study about the numerical 
errors resulting from the discretization procedure 
and numerical solution of the transient one-
dimensional wave equation. For this, the finite 
difference method will be used to obtain an 
explicit formulation in time, and from this, an 
optimization will be performed for the relation 
between the incremental steps in time and space. 
A case study is conducted in order to compare 
the theoretical results and the numerical values 
obtained.
KEYWORDS: numerical analysis, transient one-
dimensional wave equation, finite differences.

1 | 	INTRODUÇÃO

Os fenômenos físicos em sua ampla 
maioria podem ser modelados, ou seja, podem 
ser representados por meio de modelos 
físicos, matemáticos, numéricos ou materiais. 
A modelagem física consiste na representação 
do fenômeno real a ser analisado, para o qual 
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são aplicadas hipóteses com a fi nalidade de simplifi car o problema a fi m de viabilizar 
sua análise. Já a modelagem matemática se fundamenta na concepção de equações 
a partir da análise do modelo físico, de forma que tais equações podem ser de cunho 
algébricas, diferenciais, integrais ou integro-diferenciais. Quando as equações obtidas 
pelo modelo matemático não admitem soluções via métodos analíticos, utiliza-se de 
métodos numéricos para solução de tais equações.

Grande parte dos fenômenos físicos ao serem modelados, são representados 
matematicamente através de equações diferenciais parciais (EDP’s), cujos métodos 
de soluções analíticas são limitados em função de condições de fronteira, geometria 
do domínio e termos não lineares presentes nas equações. Desse modo, a solução 
das equações por meio de métodos numéricos se faz necessária.

Na literatura encontra-se uma vasta gama de métodos numéricos de soluções 
de equações diferenciais, que se baseiam no processo de discretização das mesmas, 
isto é, transforma-las em equações algébricas. Nesse processo tem-se um erro, o 
qual em determinadas condições pode ser quantifi cado.

No presente trabalho, procura-se apresentar um estudo de caso para a análise 
do erro envolvendo a resolução da EDP com a qual modelam-se a propagação de 
ondas em uma dimensão.

A equação da onda é uma equação diferencial parcial hiperbólica, com a qual 
modelam-se a dinâmica da propagação das ondas. Tal equação é de grande relevância 
em diversos ramos da física, se destacando principalmente nas áreas de ondulatória, 
acústica, eletromagnetismo e mecânica dos fl uidos. Em sua forma mais simples ela 
pode ser representada matematicamente por uma parcela diferencial dependente do 
tempo e uma ou mais parcelas diferenciais dependentes do espaço:

(1)

onde  é uma função escalar que modela o deslocamento da onda ao longo do 
domínio temporal e do domínio espacial, dependentes da variável cronológica t e das 
variáveis espaciais , respectivamente. O escalar c é uma constante, que 
representa a velocidade de propagação da onda ao longo do domínio espacial.

Para o caso unidimensional a equação se reduz a uma equação contendo apenas 
duas parcelas diferenciais (LEVEQUE, 2007):

(2)

Nesta confi guração a equação da onda também é conhecida como o problema 
da corda vibrante, o qual foi um dos principais desafi os enfrentados pelos matemáticos 
do século XVIII, sendo deduzida e resolvida primeiramente por D’Alembert em 1747 
(D’ALEMBERT, 1747).
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2 |  MÉTODO NUMÉRICO

Uma fórmula de diferenças fi nitas é dita explícita, quando pode-se determinar 
uma equação em que o termo a ser calculado esteja explícito na equação, ou seja, 
obtêm-se uma equação dependente apenas de termos previamente conhecidos.

A fi m de se obter uma fórmula de diferenças fi nitas explícita para a equação da 
onda, faz-se uso da expansão em série de Taylor para discretizar as derivadas parciais 
no tempo e no espaço da equação 2, de modo a se obter uma solução numérica.

Para a discretização do termo diferencial de segunda ordem no tempo, utiliza-
se a expansão em série de Taylor no domínio temporal. Com o intuito de se garantir 
segunda ordem no tempo utilizando-se o método explícito, é necessário que se realize 
a expansão da função  em relação ao ponto :

(3)

Deve-se agora expandir a função  em relação ao ponto , 
obtendo-se:

(4)

Somando a equação 4 com a equação 3 e dividindo por , obtêm-se a 
discretização para o termo diferencial de segunda ordem no tempo:

(5)

De forma análoga, a discretização do termo diferencial de segunda ordem no 
espaço é obtida fazendo-se a expansão em série de Taylor no domínio espacial das 
funções 
espaço é obtida fazendo-se a expansão em série de Taylor no domínio espacial das 

 e  em relação ao ponto :

(6)

(7)

Somando a equação 7 com a equação 6 e dividindo por , obtêm-se a 
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discretização para o termo diferencial de segunda ordem no espaço:

(8)

Truncando a equação 5 no termo de segunda ordem  e a equação 8 
também no termo de segunda ordem , obtêm-se o método de diferenças 
centradas para os domínios temporal e espacial:

(9)

(10)

Substituindo as relações truncadas 9 e 10 na equação da onda unidimensional 
2 obtêm-se:

(11)

A solução numérica requer a discretização dos domínios temporal e espacial. 
Ou seja, deve-se transformar um conjunto contínuo e infi nito de informações em um 
conjunto discreto e fi nito, no qual a metodologia numérica possa ser empregada. 
Desse modo, considera-se que a equação da onda esteja defi nida no domínio 

, particiona-se o intervalo  do domínio temporal em K partes 
iguais e o intervalo  do domínio espacial em M partes iguais. Obtêm-se então a 
malha , ou seja, um conjunto de pontos discretos no domínio D:

(12)

Defi ne-se então a solução numérica nos pontos discretos da malha  como 
. Deve-se ressaltar que a solução discreta  não é igual à solução exata 

devido aos truncamentos realizados. Assim pode-se reescrever a equação 11 da 
seguinte forma:

(13)

A relação entre os passos incrementais de tempo e espaço foi apresentada 
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primeiramente por Courant et al. (1967) e recebe o nome das iniciais dos autores (CFL
– Courant, Friedrichs e Lewy), onde esta relação é defi nida como:

(14)

Aplicando-se a condição de CFL na equação 13 e rearranjando os termos, 
obtêm-se a discretização explícita da equação onda:

(15)

Note que na equação 15 o termo a ser calculado  depende apenas de 
termos previamente conhecidos. Assim, de fato, a equação representa um método 
explícito.

É importante salientar que a solução numérica da equação da onda pelo método 
de diferenças fi nitas explícito é determinada utilizando-se a equação 15, porém para o 
primeiro passo de tempo, ou seja,  a equação se torna:

(16)

onde nota-se que o termo  não pertence à malha , estando, portanto, fora 
do domínio D. Logo se faz necessária a utilização das condições iniciais da equação 
da onda:

(17)

A condição inicial referente a posição inicial da onda pode ser facilmente 
discretizada, uma vez que,  deve ser numericamente igual a . Então, basta 
discretizar a função  de acordo com a malha :

(18)

Uma das condições iniciais foi discretizada, persistindo, no entanto, o problema 
relacionado ao termo . Para tanto, faz-se uso da condição inicial de velocidade 
da onda, na qual sua discretização se baseia no processo de discretização de um 
termo diferencial de primeira ordem no tempo. Dessa forma subtrai-se da equação 3 
a equação 4 e divide-se por :

(19)

Ao se truncar a equação 19 no termo de segunda ordem , obtêm-se o 
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método de diferenças fi nitas centradas:

(20)

A condição inicial de velocidade da onda pode ser reescrita na forma discreta. 
Para tanto, substitui-se , que é a solução exata, por  referente a solução 
discreta. Como o interesse é na condição inicial faz-se  e discretiza-se a função  

 conforme a malha :

(21)

Substituindo a equação 21 na equação 16 obtêm-se a equação de diferenças 
fi nitas via método explícito, para a solução da equação da onda no primeiro passo de 
tempo:

(22)

3 |  OTIMIZAÇÃO PARA A CONDIÇÃO DE CFL

Uma vez já discretizada a equação da onda, é de grande interesse determinar os 
valores de CFL para os quais os erros provenientes dos truncamentos realizados na 
equação discretizada sejam os menores possíveis.

Para a análise do erro da solução discreta, utiliza-se uma equação modifi cada 
que descreve a equação 13 sem truncamentos. Defi ne-se então uma função 
que é igual a função  no ponto , mas que difere da solução exata . 
Desse modo,  é a solução exata,  é a solução aproximada obtida por meio 
da solução do sistema discreto,  é a solução contínua numericamente igual a  

 no ponto , porém é diferente da solução exata .
Substituindo  por  na equação 13, obtêm-se:

(23)

expandindo as funções  e 
em série de Taylor em torno do ponto  e substituindo na equação 23:



Ensino Aprendizagem de Matemática Capítulo 24 260

(24)

Note-se grande semelhança entre a equação 24 e a equação da onda 2, diferindo 
apenas os termos a direita da igualdade em ambas as equações, logo pode-se assumir 
que os termos presentes a direita da igualdade na equação 24 representam o erro 
numérico da solução discreta, visto que na equação original estes termos são nulos. 
Como o erro numérico da solução discreta é representado por séries infi nitas se faz 
necessário o truncamento de tais séries para a obtenção da equação modifi cada. 
Seguindo essa premissa, trunca-se as séries da equação 24 nos termos de sexta 
ordem:

(25)

A fi m de se obter a equação modifi cada, se reescreve a equação 25 apenas em 
função de termos diferenciais no espaço. Deste modo, deve-se eliminar os termos 
diferenciais temporais que representam o erro numérico, porém não se deve fazer o uso 
da equação 2, pois a equação 25 representa a solução discreta que por sua vez difere 
da solução exata (WARMING, 1974). A metodologia a ser adotada segue o princípio de 
se empregar continuamente a equação 25 para simplifi cação dos termos desejados, 
onde operações algébricas e diferenciais são conduzidas de maneira conveniente de 
modo que a aplicação do teorema de Clairaut-Schwarz se faça possível.

Apresenta-se na tabela 1 as operações que são conduzidas de forma que seja 
possível a eliminação das derivadas temporais pertencentes ao erro numérico da 
equação truncada.

A soma dos resultados das operações descritas na tabela 1, resulta na eliminação 
dos termos temporais referentes ao erro numérico, de forma a se obter a equação 
modifi cada:
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(26)

Ao se aplicar a defi nição de CFL na equação 26, essa pode ser reescrita como:

(27)

Observa-se na equação 27 que para um valor unitário de CFL a equação se 
torna a equação da onda 2, ou seja, ao se escolher o par  de forma que o CFL
seja igual a unidade, todos os termos que representam o erro da solução numérica 
da equação 27 se anulam. Assim, pode-se dizer que o valor de CFL unitário é o valor 
no qual o método de diferenças fi nitas explícito apresenta o menor erro possível, de 
modo que pela equação 27, este erro é de no máximo oitava ordem .

Tabela 1: Procedimento para o cálculo da equação modifi cada.
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4 |  ESTUDO DE CASO

Para a solução da equação 15 é necessário estabelecer o domínio espacial, 
assim como o tempo fi nal de simulação, além das condições de contorno e condições 
iniciais. Neste estudo de caso o domínio espacial escolhido foi de , foi 
adotado um tempo fi nal de simulação de 10 segundos e as condições iniciais impostas 
foram:

(28)

com as condições de contorno:

(29)

Para determinar o erro do método, comparou-se a solução numérica com a 
solução exata:

(30)

Pode ser observado nas tabelas 2 e 3 que o erro numérico é reduzido em quatro 
vezes para uma redução de duas vezes do passo espacial. Tal comportamento é 
característico de sistemas de segunda ordem.

Tabela 2: Erro do método numérico para CFL = 0,5.

Tabela 3: Erro do método numérico para CFL = 0,9.

Na tabela 4 se avalia o erro numérico através das normas  e  para um valor 
de CFL unitário, onde se nota uma signifi cativa redução no erro numérico quando 
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comparado aos demais valores de CFL. Fato o qual se deve ao valor unitário anular 
os erros de truncamento na equação modifi cada.

Tabela 4: Erro do método numérico para CFL = 1.

Além da análise de convergência do método, é realizada a análise do erro 
variando-se o CFL. O número de divisões no domínio espacial foi mantido constante 
em 20 divisões (passo de aproximadamente 0,3142 m) para o intervalo 
, obtendo-se os gráfi cos das fi guras 1 e 2.

Figura 1: Norma  em função do CFL.

Figura 2: Norma L2 em função do CFL.

Observa-se que nas fi guras 1 e 2 o erro numérico descreve uma parábola com 
a variação do CFL, apresentando um máximo para baixos valores de CFL e decai 
à medida que este se aproxima do valor unitário, o que é esperado, visto que na 
equação 27 o termo de erro de segunda ordem tem caráter quadrático.
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5 |  CONCLUSÃO

Com a aplicação do método explícito para a solução da equação da onda, 
apresentam-se soluções numéricas cujos erros decrescem de forma parabólica com 
o incremento do CFL, e quando este possui o valor unitário  o erro do método torna-se 
de pelo menos oitava ordem .

Para casos em que se necessite de uma boa exatidão da solução numérica, 
pode-se fazer proveito dessa propriedade do método explícito, a fi m de se obter uma 
solução com maior acurácia à um baixo custo de recursos computacionais.
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