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APRESENTACAO

Esta obra reune importantes trabalhos que tem como foco a Matemética e seu
processo de ensino e aprendizagem em salas de aula do Ensino Fundamental, Ensino
Médio e Ensino Superior.

Os trabalhos abordam temas atuais e relevantes ao ensino e aprendizagem da
Matematica, tais como: a relacédo da Matematica com a musica no ensino de fragdes,
livros didaticos e livros literarios no ensino de Matemética, uso de instrumentos
de desenho geométrico, jogos, animes e manga como contribuicbes para 0
desenvolvimento da Matematica em sala de aula, analise dos problemas que envolvem
o ensino de Trigonometria no Ensino Médio, a auséncia do pensamento matematico e
argumento dedutivo na Educagao Matematica, investigacao e modelagem matematica,
tendéncias em Educag¢do Matematica, formacgao inicial de professores de Matematica
e apresentam um aprofundamento da Matematica através dos digitos verificadores do
cadastro de pessoas fisicas (CPF), simetria molecular, analise numérica e o Teorema
de Sinkhorn e Knopp.

A importancia deste livro estd na exceléncia e variedade de abordagens,
recursos e discussoes tedricas e metodoldgicas acerca do ensino e aprendizagem da
Matematica em diversos niveis de ensino, decorrentes das experiéncias e vivéncias
de seus autores no ambito de pesquisas e praticas.

O livro inicia-se com seis capitulos que abordam o ensino e a aprendizagem
da Mateméatica no Ensino Fundamental. Em seguida ha 9 capitulos que abordam o
ensino e a aprendizagem da Mateméatica no Ensino Médio, seguidos de 4 capitulos
que abordam a tematica do livro no Ensino Superior. E por fim, encontram-se 10
capitulos que trazem em seu cerne a Matematica enquanto area do conhecimento,
sem a apresentacdo de uma discussdo acerca do seu ensino e do processo de
aprendizagem.

Desejo a todos os leitores, boas reflexdes sobre os assuntos abordados,
na expectativa de que essa coletanea contribua para suas pesquisas e praticas
pedagdgicas.

Eliel Constantino da Silva
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RESUMO: No presente trabalho apresentou-
se um estudo detalhado a respeito dos erros
numéricos decorrentes do procedimento de
discretizacdo e solugcdo numérica da equacéo
da onda unidimensional, em regime transiente.
Para tanto, serd empregado o método das
diferencas finitas para obtencdo de uma
formulacéo explicita no tempo, e a partir desta,
serd realizada uma otimizacéo para a relagao
entre 0s passos incrementais no tempo e no
espaco. Um estudo de caso é conduzido a fim
de se comparar os resultados teéricos e os
valores numéricos obtidos.
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METODO EXPLICITO

PALAVRAS-CHAVE:
equacado da onda unidimensional e transiente,
diferencas finitas.

analise numeérica,

NUMERICAL ANALISYS OF THE TRANSIENT
ONE-DIMENSIONAL WAVE EQUATION BY
THE EXPLICIT METHOD

ABSTRACT: In the present work the authors
present a detailed study about the numerical
errors resulting from the discretization procedure
and numerical solution of the transient one-
dimensional wave equation. For this, the finite
difference method will be used to obtain an
explicit formulation in time, and from this, an
optimization will be performed for the relation
between the incremental stepsintime and space.
A case study is conducted in order to compare
the theoretical results and the numerical values
obtained.

KEYWORDS: numerical analysis, transient one-
dimensional wave equation, finite differences.

11 INTRODUCAO

Os fenbmenos fisicos em sua ampla
maioria podem ser modelados, ou seja, podem
ser representados por meio de modelos
fisicos, matematicos, numéricos ou materiais.
A modelagem fisica consiste na representacéo

do fendbmeno real a ser analisado, para o qual
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séo aplicadas hipéteses com a finalidade de simplificar o problema a fim de viabilizar
sua analise. J& a modelagem matematica se fundamenta na concepcéo de equacdes
a partir da anédlise do modelo fisico, de forma que tais equag¢des podem ser de cunho
algébricas, diferenciais, integrais ou integro-diferenciais. Quando as equagdes obtidas
pelo modelo matemético ndo admitem solugdes via métodos analiticos, utiliza-se de
métodos numéricos para solugao de tais equacgoes.

Grande parte dos fendbmenos fisicos ao serem modelados, s&o representados
matematicamente através de equacdes diferenciais parciais (EDP’s), cujos métodos
de solugdes analiticas s&o limitados em func&o de condi¢cbes de fronteira, geometria
do dominio e termos nao lineares presentes nas equacdes. Desse modo, a solugcao
das equacgdes por meio de métodos numéricos se faz necessaria.

Na literatura encontra-se uma vasta gama de métodos numéricos de solucdes
de equacdes diferenciais, que se baseiam no processo de discretizacdo das mesmas,
isto é, transforma-las em equacgbes algébricas. Nesse processo tem-se um erro, 0O
qual em determinadas condi¢cbdes pode ser quantificado.

No presente trabalho, procura-se apresentar um estudo de caso para a analise
do erro envolvendo a resolucdo da EDP com a qual modelam-se a propagacéao de
ondas em uma dimensao.

A equacéao da onda é uma equacao diferencial parcial hiperbélica, com a qual
modelam-se a dindmica da propagacao das ondas. Tal equacgao é de grande relevancia
em diversos ramos da fisica, se destacando principalmente nas areas de ondulatéria,
acustica, eletromagnetismo e mecénica dos fluidos. Em sua forma mais simples ela
pode ser representada matematicamente por uma parcela diferencial dependente do
tempo e uma ou mais parcelas diferenciais dependentes do espaco:

% — c2V2¢ = 0, (1)

onde ¢ é uma funcéo escalar que modela o deslocamento da onda ao longo do
dominio temporal e do dominio espacial, dependentes da variavel cronologica t e das
variaveis espaciais X1, Xy, ---, Xy, respectivamente. O escalar ¢ € uma constante, que
representa a velocidade de propagac¢do da onda ao longo do dominio espacial.

Para o caso unidimensional a equagao se reduz a uma equacgao contendo apenas
duas parcelas diferenciais (LEVEQUE, 2007):

é‘rz_q!;- —c? 6‘2_11;- = 0. @)
at? dx?

Nesta configuracdo a equacao da onda também é conhecida como o problema
da corda vibrante, o qual foi um dos principais desafios enfrentados pelos matematicos
do século XVIII, sendo deduzida e resolvida primeiramente por D’Alembert em 1747
(D’ALEMBERT, 1747).
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2 | METODO NUMERICO

Uma férmula de diferencas finitas € dita explicita, quando pode-se determinar
uma equacao em que o termo a ser calculado esteja explicito na equacéo, ou seja,
obtém-se uma equacao dependente apenas de termos previamente conhecidos.

A fim de se obter uma férmula de diferencas finitas explicita para a equacéao da
onda, faz-se uso da expansao em série de Taylor para discretizar as derivadas parciais
no tempo e no espaco da equacéo 2, de modo a se obter uma solugédo numérica.

Para a discretizacéo do termo diferencial de segunda ordem no tempo, utiliza-
se a expansao em série de Taylor no dominio temporal. Com o intuito de se garantir
segunda ordem no tempo utilizando-se o0 método explicito, é necessario que se realize
a expansao da fungdo ¢(x,t + At) em relagdo ao ponto (x,t):

1 9"p(x, t)

atn ®)

bt + AL = d(x, r)+z

Deve-se agora expandir a funcdo ¢(x,t —At) em relacdo ao ponto (X, t),
obtendo-se:

0 —1)n gn
dlx, t —At) = p(x, t) + Z ( n!) Pl t)ac“_ (4)
n=1

atn

Somando a equagdo 4 com a equacdo 3 e dividindo por At?, obtém-se a
discretizagdo para o termo diferencial de segunda ordem no tempo:

d(x,t —At) — 2¢p(x,t) + P(x,t + At)
At?
d*¢p(x,t) a2+ Ve (x, t)
T oz Z (Z(n-l- 1)) a2ty

De forma analoga, a discretizacdo do termo diferencial de segunda ordem no
espaco € obtida fazendo-se a expanséo em série de Taylor no dominio espacial das
funcoes @(x + Ax,t) e ¢p(x — Ax, t) em relacdo ao ponto (x,t):

b +Ax,t) = b(x, t)+z1w @

(—1)"9"P(x, t)

dxm !

d(x — Ax, t) = ¢ (x, t)+z

Somando a equacdo 7 com a equacdo 6 e dividindo por Ax?, obtém-se a
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discretizagdo para o termo diferencial de segunda ordem no espaco:

Pp(x — Ax,t) — 2¢(x, t) + p(x + Ax, 1)
Ax?

ﬂqu(x t)

02V (x, 1)

2n
Z (2{n D) axmn A

Truncando a equacéo 5 no termo de segunda ordem (O (Atz)) e a equacao 8
também no termo de segunda ordem (O(Ax?)), obtém-se o método de diferencas
centradas para os dominios temporal e espacial:

92 (x, t) _ d(x,t —At) — 2¢(x, t) + ¢p(x, t + At)

atz At2
%P (x, t)  dlx —Ax, t) —2¢(x,t) + p(x + Ax, t) 0)
axz Ax? '

Substituindo as relagdes truncadas 9 e 10 na equacdo da onda unidimensional
2 obtém-se:

¢dx,t —At) — 2¢(x,t) + Ppx, t + At) qb(x —Ax, t) — 2¢(x, t) + P(x + Ax, t)
At? Ax2

= 0. (11)

A solucdao numérica requer a discretizacdo dos dominios temporal e espacial.

Ou seja, deve-se transformar um conjunto continuo e infinito de informagées em um

conjunto discreto e finito, no qual a metodologia numérica possa ser empregada.

Desse modo, considera-se que a equacdo da onda esteja definida no dominio

= [0, L] X [0, tf], particiona-se o intervalo [0,tf] do dominio temporal em K partes

iguais e o intervalo [0,L] do dominio espacial em M partes iguais. Obtém-se ent&o a
malha M, ou seja, um conjunto de pontos discretos no dominio D:

M = {(t", x;);t" = nAt,x; = iAx,n=10,1,...,K,i =0,1,..,M}. (12

Define-se entdo a solucédo numérica nos pontos discretos da malha M como
®}'. Deve-se ressaltar que a solugéo discreta @' ndo é igual a solugéo exata ¢(x,t)
devido aos truncamentos realizados. Assim pode-se reescrever a equacao 11 da
seguinte forma:

Ot 207 + 7T 2 DLy =207 + PR | 0 (13
At? Ax? '

A relacédo entre os passos incrementais de tempo e espaco foi apresentada
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primeiramente por Courant et al. (1967) e recebe o nome das iniciais dos autores (CFL
— Courant, Friedrichs e Lewy), onde esta relacéo é definida como:

CFL = At 14
= CE. ( )

Aplicando-se a condicdao de CFL na equacédo 13 e rearranjando os termos,
obtém-se a discretizacdo explicita da equacéo onda:

O = 2(1 — CFL2)®P + CFL(OF ; + ®P ) — b1 (19)

Note que na equacdo 15 o termo a ser calculado (®"*') depende apenas de
termos previamente conhecidos. Assim, de fato, a equacao representa um método
explicito.

E importante salientar que a solucdo numérica da equacéo da onda pelo método
de diferencas finitas explicito é determinada utilizando-se a equacao 15, porém para o
primeiro passo de tempo, ou seja, n = 0 a equagéo se torna:

®! =2(1 - CFLH)D) + CFLA(P]_, + @), ) — @7,  (16)

onde nota-se que o termo CDi_l n&o pertence a malha M, estando, portanto, fora
do dominio D. Logo se faz necessaria a utilizacdo das condi¢ées iniciais da equacao
da onda:

Ip(x,0)

¢(x,0) = f(x) m

g(x). (17)

A condicao inicial referente a posicao inicial da onda pode ser faciimente
discretizada, uma vez que, CD? deve ser numericamente igual a ¢(x, 0). Entao, basta
discretizar a funcdo f(x) de acordo com a malha M:

®f = f; = f(iAx). (18)

Uma das condicdes iniciais foi discretizada, persistindo, no entanto, o problema
relacionado ao termo &;'. Para tanto, faz-se uso da condigéo inicial de velocidade
da onda, na qual sua discretizacdo se baseia no processo de discretizagao de um
termo diferencial de primeira ordem no tempo. Dessa forma subtrai-se da equacéo 3
a equacao 4 e divide-se por 2At:

At (19)

P(x,t +At) — p(x,t —At)  dp(x,t) - 1 ™ g(x,t)
24t At +;(2n+1)! gen+l

Ao se truncar a equacdo 19 no termo de segunda ordem (O(At?)), obtém-se o
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método de diferengas finitas centradas:

Plrt+At) —p(r,t—A) dp(xt) 5
24t Coat

A condicéo inicial de velocidade da onda pode ser reescrita na forma discreta.
Para tanto, substitui-se ¢(x,t), que é a solucéo exata, por D} referente a solucéo
discreta. Como o interesse é na condicao inicial faz-se n = 0 e discretiza-se a funcao
9(x) conforme a malha M:

b — ot

Sar = 9i = 9(8x) ou 7T =d; —2Atg;. @

Substituindo a equacéo 21 na equacgédo 16 obtém-se a equacéo de diferencas
finitas via método explicito, para a solu¢céo da equacéo da onda no primeiro passo de
tempo:

1 2 0 CFLZ 1] 0
O} = (1= CFL)®Y + —— (@), + @f,,) +Atg,. @2

31 OTIMIZACAO PARA A CONDICAO DE CFL

Uma vez ja discretizada a equacgao da onda, é de grande interesse determinar os
valores de CFL para os quais 0s erros provenientes dos truncamentos realizados na
equacao discretizada sejam 0s menores possiveis.

Para a analise do erro da solugado discreta, utiliza-se uma equacéo modificada
que descreve a equacdo 13 sem truncamentos. Define-se entdo uma funcdo Y(x,t)
que é igual a fungdo ®! no ponto (n,i), mas que difere da solugéo exata ¢(x,t).
Desse modo, ¢(x,t) é a solucéo exata, P{' é a solucdo aproximada obtida por meio
da solucéo do sistema discreto, ¥ (x,t) é a solugcdo continua numericamente igual a
@} no ponto (n,i), porém é diferente da solugdo exata ¢(x, t).

Substituindo @ por Y (x,t) na equagédo 13, obtém-se:

Wix, t —At) — 2y (x, t) + ¥(x, t + At) 5 Plx — Ax,t) — 2y (x, t) + Y(x + Ax, t)
At? — ¢ Ax?

=0, (29

expandindo as fungdes WY (x,t — At), Y(x,t + At), P(x — Ax, 1) e Y(x + Ax, 1)
em série de Taylor em torno do ponto (x,t) e substituindo na equacgéo 23:
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Y 0%
acz ¢ ox2

_ z 2 82(“+1)w(x* t) ﬂtzn (24)
Li(2n+ D) g2y

82(n+1)¢,(x, f}

+ ¢? Z - Ax*m,
(2 + D)t dx2HD

Note-se grande semelhanca entre a equacao 24 e a equacgao da onda 2, diferindo
apenas os termos a direita da igualdade em ambas as equacoes, logo pode-se assumir
que os termos presentes a direita da igualdade na equagdo 24 representam o erro
numeérico da solugao discreta, visto que na equacéo original estes termos s&o nulos.
Como o erro numérico da solugéo discreta € representado por séries infinitas se faz
necessario o truncamento de tais séries para a obtencdo da equagcdo modificada.
Seguindo essa premissa, trunca-se as séries da equacao 24 nos termos de sexta
ordem:

Y oW 10y 10D

a0z ¢ Tz 12 ot “ 127 oxt
1 95 (x,6) 1 3%9(x,t) 1 9%y 0)
360 ato 360 axt ™ T20160 ace (29)
1 2%(x,0)
P i iy V)
20160  9x®

A fim de se obter a equacao modificada, se reescreve a equacéo 25 apenas em
funcdo de termos diferenciais no espaco. Deste modo, deve-se eliminar os termos
diferenciais temporais que representam o erro numérico, porém nao se deve fazer o uso
da equacgao 2, pois a equacéo 25 representa a solucéo discreta que por sua vez difere
da solucéo exata (WARMING, 1974). A metodologia a ser adotada segue o principio de
se empregar continuamente a equacao 25 para simplificacédo dos termos desejados,
onde operacgdes algébricas e diferenciais sdo conduzidas de maneira conveniente de
modo que a aplicacéo do teorema de Clairaut-Schwarz se faca possivel.

Apresenta-se na tabela 1 as operacgdes que sao conduzidas de forma que seja
possivel a eliminacdo das derivadas temporais pertencentes ao erro numérico da
equacéo truncada.

A soma dos resultados das operacdes descritas na tabela 1, resulta na eliminagdo
dos termos temporais referentes ao erro numérico, de forma a se obter a equacao
modificada:
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a2y (x, t) ) a%YP(x, t) (c"’,’_\tz czﬂxz) a*P(x, t)
—-c +

at2 dx? 12 12 dx*t
cCAtt  c*At?Ax? ctAxM\ 0%y (x, t)
- -~ + - (26)
90 72 360 dx
cBAte  cOAt*Ax? N c*At?Ax*  cPAx®\ %Y (x,t) 0
560 360 940 20160 Fr

Ao se aplicar a definicdo de CFL na equacgao 26, essa pode ser reescrita como:

2 2
-y (x, t) 2 0" YP(x, t) +icz(CFL2 -1)

'Y (x,t)
Tﬂxz

otz axz 12
1 % (x, t)
— ——_C2(4CFL* — SCFI? + 1) 202 gy 27
3606( +1) Py X (27)
%Y (x, t)
2(36CFLS — 56CFL* + 21CF1% — 1) —~ Y Ay = 0,
+20160°¢ ¢ + ) A

Observa-se na equacao 27 que para um valor unitario de CFL a equacéo se
torna a equacgéo da onda 2, ou seja, ao se escolher o par (Ax, At) de forma que o CFL
seja igual a unidade, todos os termos que representam o erro da solugcdo numérica
da equacéo 27 se anulam. Assim, pode-se dizer que o valor de CFL unitario € o valor
no qual o método de diferencas finitas explicito apresenta o0 menor erro possivel, de
modo que pela equagéo 27, este erro é de no maximo oitava ordem (0(Ax?)).

2z Z 4 4 4 o (1] b ) 8 B B8 a8 8
Derivadas Parciais oy gy Yy oY Iy Iy Y <P ’y Y Iy "y "y Y
2 dxt at* o9tfaxt ax* Ot atdx:  dtZaxt dxe e 9vaxz  attaxt  9tiaxd ax®
ﬂtz 2‘.1 2 ﬂt‘{' 2‘.1 4 ﬂf6 zﬂxs
Coeficientes da Eg.25 1 —¢? —— o _£2% 88 0 _oax 0 0 0 _£
12 12 360 360 20160 20160
2 2 2 2 2 4 2 2 2 [ 2 2 4
_AC O oS 0o o _AC cA& o AT, cArAx 0 _a 0 0 cArax
12 at? 12 12 144 144 4320 4320
2 2 2z 2 2 & 2 2 & & 2 2 2 a & 2 &
_« At B_quzs 0 0 0 c At c*At 0 c At 0 ctAttAx 0 < At 0 0 c*At Ax
12 axt 12 12 144 144 4320 4320
4 4 4 2 4 [ 2 4 2
A 0T o o0 o 0 o AL car 0 0 at o _cACAT 0
240 9t* 240 240 2880 2880
2 4+ 4+ 2z 4 4ﬁf4 2 a 4 4 2
coAL a Eq.25 0 0 0 0 0 0 c“At ¢ 0 0 ceAt 0 _«c At Ax
90 dtcdx? 90 90 1080 1080
c2AE2 ctart coatt c*at® coar*Ax?
75 (Be?AL? 90 90 1080 1080
24 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
— 5Ax*) —— Eq.25 c2At2Ax? ctAt?Ax? c2AttAx? c*At?Ax*
ax* 144 144 1728 1728
6 [ 3 2 &
—ﬁ—ta—.sq.zs 0 0 0 0 0 0 0 0 0 _Ac” At 0 0 0
6048 t6 6048 6048
2 6 [ 2 [ 4 [
13c%att 9 Fe2s 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 13cFAt 13ciac 0 0
15120 dt*dx’ 15120 15120
c2att SALP AL
- (27c%a¢? ~ 560 560
151200 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
_ 148x%) d . cAAt*hx? ctArtAx?
atZoxt T 1080 1080
- coAL® cBAL®
_ A o 560 560
30240 A AR EAF*HAx2
— 56c2At?Ax? 0o o0 o0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ¢ ot
36 540 540
+ 54c4ﬂ£4)ﬁ Eq.25 c2AaAxt ctaciaxt
4320 4320

Tabela 1: Procedimento para o calculo da equacéo modificada.
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4| ESTUDO DE CASO

Para a solucéo da equacado 15 € necessario estabelecer o dominio espacial,
assim como o tempo final de simulacao, além das condi¢des de contorno e condi¢coes
iniciais. Neste estudo de caso o dominio espacial escolhido foi de x = [0,2nr], foi

adotado um tempo final de simulacéao de 10 segundos e as condic¢des iniciais impostas
foram:

deh(x,0) N

¢(x,0) = sen (% x) Y

0, (28)
com as condicdes de contorno:

$(0,t) = ¢(L,t) =0.  (29)

Para determinar o erro do método, comparou-se a solu¢do numérica com a
solucao exata:

¢(x,t) = sen (T—; x) cos (r: % .':) . (30)

Pode ser observado nas tabelas 2 e 3 que o erro numérico é reduzido em quatro
vezes para uma reducdo de duas vezes do passo espacial. Tal comportamento é
caracteristico de sistemas de segunda ordem.

Divisbes Espaciais Norma L, Razdo  Ordem Norma L, Razdao  Ordem
20 3,69.1073 -—= -—= 2,55.1073 - == - ==
40 9,22.107* 4,00 2,00 6,44.1074 3,96 1,98
80 2,31.107¢ 3,99 2,00 1,62.107% 3,97 1,99
160 577.107° 4,00 2,00 4,07.107° 3,99 2,00
320 1,44.107° 4,00 2,00 1,02.107° 3,99 2,00

Tabela 2: Erro do método numérico para CFL = 0,5.

Divisdes Espaciais Norma L, Razao  Ordem Norma L, Razao  Ordem
20 9.26.107* -—— -—— 6,39.10~* -—— -——
40 2,34.107* 3,96 1,99 1,63.10~* 3,91 1,97
80 5,84.10°° 4,00 2,00 4,11.10°5 3,98 1,99
160 1,46.107° 3,99 2,00 1,03.107° 3,98 1,99
320 3,66.107% 4,00 2,00 2,58.107¢ 3,99 2,00

Tabela 3: Erro do método numérico para CFL =0,9.

Na tabela 4 se avalia o erro numérico através das normas L« e L, para um valor
de CFL unitario, onde se nota uma significativa redu¢do no erro numérico quando
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comparado aos demais valores de CFL. Fato o qual se deve ao valor unitario anular

os erros de truncamento na equacao modificada.

Divisdes Espaciais 20 40 80 160 320
Norma L., 8,88.10716 4,05.10713 3,16.107*  4,16.107** 8,12.107*
Norma L, 4,16.10716 2,43.10°1 1,85.10°14 2,35.1074 3,97.107

Tabela 4: Erro do método numérico para CFL = 1.

Além da analise de convergéncia do método, € realizada a andlise do erro

variando-se o CFL. O numero de divisdes no dominio espacial foi mantido constante

em 20 divisGes (passo de aproximadamente 0,3142 m) para o intervalo CFL = [9.1073,1]

, obtendo-se os graficos das figuras 1 e 2.

x103

e

Norma L,
]

U I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

CFL

Figura 1: Norma Lo em funcao do CFL.

%1073

Norma Lo
]

0 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

CFL

Figura 2: Norma L, em fungdo do CFL.

Observa-se que nas figuras 1 e 2 0 erro numérico descreve uma parabola com

a variacdo do CFL, apresentando um maximo para baixos valores de CFL e decai

a medida que este se aproxima do valor unitario, o que é esperado, visto que na

equacéo 27 o termo de erro de segunda ordem tem carater quadratico.
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51 CONCLUSAO

Com a aplicagdo do método explicito para a solugcdo da equagdo da onda,
apresentam-se solugcdes numéricas cujos erros decrescem de forma parabdlica com
o incremento do CFL, e quando este possui o valor unitario o erro do método torna-se
de pelo menos oitava ordem (0(Ax?)).

Para casos em que se necessite de uma boa exatidao da solugdo numeérica,
pode-se fazer proveito dessa propriedade do método explicito, a fim de se obter uma
solugcdo com maior acuracia a um baixo custo de recursos computacionais.

REFERENCIAS

COURANT, R., FRIEDRICHS, K., LEWY, H. On the partial difference equations of mathematical
physics. IBM Journal of Research and Development, Nova York, v. 11, i. 2, pp. 215 — 234, 1967.

D’ALEMBERT, J. R. Recherches sur la courbe que forme une corde tendué mise en vibration.
Histoire de I'académie royale des sciences et belles lettres de Berlin, v. 3, pp. 214 — 219, 1747.

LEVEQUE, R. J. Finite difference methods for ordinary and partial differential equations: steady-
state and time-dependent problem. 1. ed. Philadelphia: SIAM, 2007.

WARMING, R., HYETT, B. The modified equation approach to the stability and accuracy analysis
of finite-difference methods. Journal of Computational Physics, California, v. 14, n. 2, pp. 159 — 179,
1974.

Ensino Aprendizagem de Matematica Capitulo 24




SOBRE O ORGANIZADOR

Eliel Constantino da Silva - Licenciado e Bacharel em Matematica pela Universidade
Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” (UNESP), Brasil, e Universidade do Minho,
Portugal, respectivamente. Mestre em Educacdo Matematica pela Universidade
Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” (UNESP). Membro do Grupo de Pesquisa
em Informéatica, outras Midias e Educacado Matematica (GPIMEM) e membro do Grupo
de Pesquisa Ensino e Aprendizagem como Objeto da Formacao de Professores
(GPEA). Atuou como professor bolsista do Departamento de Educacéo Matematica do
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Universidade Estadual Paulista “Julio
de Mesquita Filho” (UNESP). Tem interesse e desenvolve pesquisas nos seguintes
temas: Educacao Matematica, Pensamento Computacional, Robética, Programacao
Computacional, Tecnologias Digitais na Educacao, Ensino e Aprendizagem, Teoria
Historico-Cultural e Formacgao de Professores. Atualmente é doutorando em Educacéao
Matematica pela Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” (UNESP),
editor de conteudo da Geekie, colunista do InfoGeekie, membro do Comité Técnico
Cientifico da Atena Editora, professor do Colégio Internacional Radial e desenvolve
acoOes de formacéo de professores relacionadas ao uso de tecnologias e Pensamento
Computacional na Educacao.

Ensino Aprendizagem de Matematica Sobre o Organizador m




iNDICE REMISSIVO
A

Anos Finais do Ensino Fundamental 46

Aprendizagem 2, 25, 69, 100, 140, 170

D

Desenho Geométrico 46, 130, 140

E

Educacao Basica 34, 47, 121, 139, 179, 180, 181, 182

Educacéo Matematica 5, 1, 15, 16, 18, 25, 26, 35, 37, 45, 54, 55, 57, 66, 80, 81, 100, 101, 102,
114, 116, 127, 140, 142, 149, 158, 159, 170, 171, 172, 173, 176, 177, 179, 188, 189, 191, 192, 197
Elementos para esboco grafico 90

Ensino 2, 5, 8, 13, 14, 15, 19, 20, 21, 25, 27, 34, 35, 36, 40, 46, 47, 48, 55, 57, 58, 60, 61, 67,
68, 69, 76, 79, 80, 81, 84, 88, 89, 91, 92, 94, 96, 98, 99, 100, 103, 110, 111, 112, 113, 114, 115,
116, 117, 118, 122, 126, 127, 129, 131, 133, 139, 142, 149, 158, 170, 174, 175, 180, 183, 184,
185, 187, 189, 191, 193

Ensino de Geometria 46, 48, 129

Ensino de Matematica 14, 27, 76, 79, 80, 103, 113, 127, 142

Ensino Médio 5, 8, 13, 55, 57, 58, 60, 61, 67, 68, 69, 81, 84, 89, 91, 92, 94, 96, 98, 99, 103,
110, 111, 112, 113, 115, 116, 118, 122, 126, 127, 129, 131, 133, 139, 175, 184, 185, 187

Ensino Superior 5, 184, 189

Equacdes do 1° e do 2° grau 55

Estratégia de Ensino 98

F

Férmula de Poliedro 98
Fracdo 1,3

G

GeoGebra 90, 92, 93, 95, 96, 116, 117, 118, 121, 122, 123, 126, 127

H

Historia da Matematica 13, 54, 98, 99, 100, 101, 102, 113, 114, 115, 173, 174, 175, 176
|

Imagem virtual 14

J

Jogos Educativos 26
Jogos Matematicos 55, 66, 81, 88, 89

L

Laboratorio de Matematica 81, 82, 84, 85, 86
Literatura 35, 37, 38, 43, 44

Ensino Aprendizagem de Matematica indice Remissivo




Lugar geométrico 90
M

Matematica 2, 5, 9, 1, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 32, 33, 35, 36,
37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 64, 66, 67,
69, 76, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 105, 106,
110, 111, 112, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 121, 124, 125, 126, 127, 129, 131, 132, 137, 139, 140,
141, 142, 143, 144, 147, 149, 150, 151, 152, 158, 159, 160, 161, 162, 164, 169, 170, 171, 172,
173, 174, 175, 176, 177, 179, 180, 181, 183, 184, 185, 186, 187, 188, 189, 190, 191, 192, 197,
202, 203, 217, 218, 224, 270

Matematofobia 81, 82

Mdusica 1, 13

P

Parabola na forma canbnica 90
PIBID 9, 26, 27, 28, 34, 56, 129, 130, 133, 181, 182, 183, 184, 186, 187, 188

R

Registros de representagao 14, 25
Resolucédo de Problemas 55, 57, 58, 102, 173, 174, 176

S
Semibtica 14, 15, 16, 18, 19, 25
T

Trigonometria 5, 69

Ensino Aprendizagem de Matematica indice Remissivo




Agéncia Brasileira do ISBN
ISBN 978-85-7247-545-7

977885727475457





