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APRESENTACAO

Esta obra reune importantes trabalhos que tem como foco a Matemética e seu
processo de ensino e aprendizagem em salas de aula do Ensino Fundamental, Ensino
Médio e Ensino Superior.

Os trabalhos abordam temas atuais e relevantes ao ensino e aprendizagem da
Matematica, tais como: a relacédo da Matematica com a musica no ensino de fragdes,
livros didaticos e livros literarios no ensino de Matemética, uso de instrumentos
de desenho geométrico, jogos, animes e manga como contribuicbes para 0
desenvolvimento da Matematica em sala de aula, analise dos problemas que envolvem
o ensino de Trigonometria no Ensino Médio, a auséncia do pensamento matematico e
argumento dedutivo na Educagao Matematica, investigacao e modelagem matematica,
tendéncias em Educag¢do Matematica, formacgao inicial de professores de Matematica
e apresentam um aprofundamento da Matematica através dos digitos verificadores do
cadastro de pessoas fisicas (CPF), simetria molecular, analise numérica e o Teorema
de Sinkhorn e Knopp.

A importancia deste livro estd na exceléncia e variedade de abordagens,
recursos e discussoes tedricas e metodoldgicas acerca do ensino e aprendizagem da
Matematica em diversos niveis de ensino, decorrentes das experiéncias e vivéncias
de seus autores no ambito de pesquisas e praticas.

O livro inicia-se com seis capitulos que abordam o ensino e a aprendizagem
da Mateméatica no Ensino Fundamental. Em seguida ha 9 capitulos que abordam o
ensino e a aprendizagem da Mateméatica no Ensino Médio, seguidos de 4 capitulos
que abordam a tematica do livro no Ensino Superior. E por fim, encontram-se 10
capitulos que trazem em seu cerne a Matematica enquanto area do conhecimento,
sem a apresentacdo de uma discussdo acerca do seu ensino e do processo de
aprendizagem.

Desejo a todos os leitores, boas reflexdes sobre os assuntos abordados,
na expectativa de que essa coletanea contribua para suas pesquisas e praticas
pedagdgicas.

Eliel Constantino da Silva
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CAPITULO 27

TEOREMA DE SINKHORN E KNOPP

Gabriel Santos da Silva
FAMAT, Universidade Federal de Uberlandia
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RESUMO: As matrizes estocasticas sao
amplamente estudadas e possuem diversas
aplicagbes. O teorema de Birkhoff classifica as
matrizes duplamente estocasticas. Sinkhorn e
Knopp utilizaram esse teorema para descobrir
quais matrizes quadradas com entradas nao
negativas poderiam fornecer uma matriz
duplamente estocastica através de um certo
procedimento. Esses teoremas formam um
capitulo muito interessante da histéria da
Andlise Matricial e o objetivo desse trabalho é
divulga-lo.

PALAVRAS-CHAVE: Matrizes Estocasticas.
Suporte. Suporte Total.

THEOREM OF SINKHORN AND KNOPP

Ensino Aprendizagem de Matematica

ABSTRACT: Stochastic matrices are widely
studied and have several applications. Birkhoff's
theorem ranks doubly stochastic matrices.
Sinkhorn and Knopp used this theorem to
find which square matrices with nonnegative
inputs could provide a doubly stochastic matrix
through a certain procedure. These theorems
form a very interesting chapter in the history of
Matrix Analysis and the purpose of this work is
to spread it.

KEYWORDS: Stochastic Matrices. Support.

Total Support.

11 INTRODUCAO

Seja A uma matriz quadrada de ordem
n com entradas reais ndo negativas. Dizemos
que A é linha estocéastica se para cada linha
a soma de seus elementos é igual a 1 (i.e.,
2j=1aij =1 para todo i). Dizemos que ela é
coluna estocastica se para cada coluna a soma
de seus elementos é igual a 1 (i.e., Ni=q a;j = 1
para todo j). Se a matriz com entradas reais
nao negativas for linha e coluna estocastica
dizemos que ela & duplamente estocastica.

Matrizes estocasticas foram amplamente
estudadas e possuem diversas aplicagdes. Por
exemplo, as cadeias de Markov utilizadas em
estatistica utilizam as matrizes estocasticas
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e suas propriedades. O algoritmo de busca do Google também esta baseado em
matrizes estocasticas.

Um teorema muito interessante que classifica as matrizes duplamente
estocéasticas € o teorema de Birkhoff [1]. Ele diz que uma matriz € duplamente
estocastica se, e somente se, ela for uma combinacéo convexa de matrizes permutagéo
(ver teorema 3).

Sinkhorn e Knopp [2] inventaram um algoritmo para tentar obter de uma matriz

com entradas reais nao negativas, A uma matriz duplamente estocastica.

nxmn’
Podemos descrever o algoritmo assim:

1. Normalize as linhas de A que ela se torne linha estocastica dividindo cada
linha por sua soma. Isso significa que estamos multiplicando A por uma matriz
diagonal positive E, a esquerda e obtendo a matriz linha estocastica: E,A.

2. Normalize as coluna E, A de para obter uma matriz coluna estocastica. Isso
significa que estamos multiplicando E, A por uma matriz diagonal positiva D, a
direita e obtendo a matriz coluna estocastica: £,AD,.

3. Provavelmente E,AD, ndo € mais linha estocastica, mas podemos repetir o
processo com E.AD.,.

Assim obtemos uma sequéncia de matrizes (A,).en Ora linha estocastica, ora
coluna estocastica:

AZn—l = (En EI)A(DI Dn—l)! AZn = (En El)A(Dl Dn)!

Note que se essa sequéncia convergir entdo ela converge para uma matriz
duplamente estocastica.

A grande descoberta de Sinkhorn e Knopp foi uma condicdo necessaria e
suficiente para a convergéncia dessa sequéncia. Ela esta baseada no teorema de
Birkhoff.

Definicdo 1. Uma diagonal de Anxn é uma sequéncia de elementos
A1g(1)r -+ Ana(n) onde o é uma permutacdo de 1,..,n. Dizemos que A tem suporte
se existir uma diagonal de A com todos os elementos diferentes de zero.

Dizemos que A tem suporte total se todo a;; # 0 pertencer a alguma diagonal
de A com elementos néo nulos.

Sinkhorn e Knopp descobriram que (An)nen converge se, e somente se, a matriz
A tem suporte. Isso é surpreendente, pois suporte € uma condicdo muito simples.

Além disso, como o produto de matrizes diagonais também € uma matriz diagonal
entdo as matrizes da sequéncia (An)nen tem o formato DAD', onde D e D's&0 matrizes

Ensino Aprendizagem de Matematica Capitulo 27




diagonais positivas.

Aqui podemos fazer uma pergunta interessante: Serd que existe uma matriz
duplamente estocastica com o formato DA'D ?

A resposta para essa pergunta € a segunda parte do teorema de Sinkhorn e
Knopp.

Existem matrizes diagonais positivas D e D' tais que DAD' é duplamente
estocastica se, e somente se, A tiver suporte total.

O objetivo desse trabalho € mostrar que essas condicdes sdo necessarias
através do teorema de Birkhoff. A demonstracdo de que elas séo suficientes é muito
elaborada. Sinkhorn e Knopp fizeram um trabalho excepcional nessa demonstragao.

2| TEOREMAS DE BIRKHOFF E DE SINKHORN-KNOPP

Definicao 2. Seja 0 € S, (i.e. uma permutacdo de 1, ..., n). Seja P, uma matriz
de ordem n tal que (Py)igiy =1 e (Py)ij=0sej+#oc(i). Essa P, & chamada
de matriz permutagéo.

Teorema 3. (Teorema de Birkhoff) Seja B, xn, Uma matriz duplamente estocastica.
Existem permutagées 0y, ..., 0 € S, e @4, ...,a, € R tais que:

yB= LiaiP;, 2)a;=0,¥i 3)¥< a; =1

Em outras palavras, B € uma combinagao convexa de matrizes permutacoes.

Teorema 4. (Teorema de Sinkhorn-Knopp) Seja A € M,,,,(IR) com entradas nao
negativas. Uma condicdo necessaria e suficiente para existir uma matriz duplamente
estocastica B da forma D.AD,, onde D, e D, sdo matrizes diagonais positivas e A ter
suporte total. Se existir B com esse formato entédo ela é unica.

Uma condigcdo necessaria e suficiente para que no processo iterativo de
normalizar linhas e colunas alternadamente convirja a um limite duplamente estocastico
é A ter suporte. Se A tem suporte total entéao o limite do processo é a Unica duplamente
estocastica do tipo D AD, que existe. Se A tem suporte, mas n&o total, entao o limite
néo pode ser do tipo D AD,

31 CONDIGCOES NECESSARIAS PARA O TEOREMA 4

Seja (An)nen a sequéncia definida na introducdo. Se anC}OAn = B, entdo B é
duplamente estocastica. "

Pelo teorema 3, a matriz B é uma combinagédo convexa de matrizes permutacgao.
Cada matriz permutacdo dessa combinacdo convexa fornece uma diagonal positiva
para B. Portanto B tem pelo menos uma diagonal positiva.

Como lim A, = B entao existe algum A,, com diagonal positiva, mas isso

n—co

significa que A também tem uma diagonal néo nula. Portanto A tem suporte se o limite
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existir.
Agora se existirem matrizes diagonais positivas D,, D, tais que D, AD, é
duplamente estocastica entao

S

A= IZE: Cil)i-lfajil)é-l,

i=1

onde ¢; >0 e Y, ¢; =1 e pelo Teorema de Birkhoff. Note que as entradas
nao nulas de A vem das entradas nao nulas de F,, ..., B, . Portanto se a@;; # 0 entao
existe I tal que (P;,);; # 0.

Assim a diagonal A16,(1) r = r Angy(n) € positiva e Aij = Qigyi)-

Portanto dada qualquer entrada a;; nao nula, existe uma diagonal nao nula de

A que a contém, ou seja, A tem suporte total.

Exemplos:
P 11

0 1) D, ¢
duplamente estocastica. pois a, ; = 1 ndo pertence a uma diagonal ndo nula de A.

1. Nao existem matrizes diagonais positivas D,,D, tais que D1(

11 . _ _ : . .
2. Entretanto (0 1) tem suporte, pois @11 = @22 =1, Assim o processo iterativo
de normalizar linhas e colunas alternadamente converge a uma matriz duplamente

estocastica.
1 1 1 L 3 1
A=((l) 1)—“41:(5 E)—>Az= : —>A3=(Z Z)—’
0 1 0 = 0 1
3
. 1
5
— A4 = 4
0 —
5
Portanto,
2n+1 1 1 1
now 10 i1 |70 (10
A2n+1=(2n0+2 2n1+2)—>(0 1) e A, = 0 | (0 1)

2n+1

41 CONCLUSAO

Neste trabalho utilizamos o teorema de Birkhoff para mostrar as condicdes
necessarias do teorema de Sinkhorn e Knopp. Esse teorema nos ensina de quais
matrizes com entradas nao negativas podemos obter matrizes duplamente estocasticas
através do processo iterativo de normalizar linhas e colunas. Essas condicbes
necessarias também séo suficientes e isso € surpreendente. Esses teoremas formam
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um capitulo muito interessantes da histéria da Analise Matricial.
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