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APRESENTAÇÃO

A Pesquisa Operacional (PO) utiliza a matemática, a estatística e a computação 
para auxiliar na solução de problemas reais, com foco na tomada das melhores 
decisões nas mais diversas áreas científicas e de atuação humana, buscando otimizar 
e melhorar suas performances. Através do uso de técnicas de modelagem matemática 
e eficientes algoritmos computacionais, a PO vem cada vez mais atuando na análise 
dos mais variados aspectos e situações de problemas complexos em demandas de 
inúmeras áreas, principalmente por conta de sua flexibilidade de aplicação e interação 
multidisciplinar, permitindo a tomada de decisões efetivas e a construção de sistemas 
mais produtivos.

Esta obra reúne importantes trabalhos que envolvem o uso de PO, realizados 
em diversas instituições de ensino do Brasil, abordando assuntos atuais e relevantes, 
tais como: modelos matemáticos; otimização multiobjectivo; heurísticas; algoritmos; 
otimização geométrica; metodologia SODA; soft systems methodology; strategic choice 
approach; procedimentos metodológicos de análise estatística; jogos cooperativos; 
algoritmos genéticos; método VIKOR; regressão linear múltipla; algoritmos de 
aprendizado de máquina; análise de decisão multicritério e composição probabilística 
de preferências.

A importância desta coletânea está na excelência dos trabalhos apresentados e 
na contribuição dos seus autores em temos de experiências e vivências. A socialização 
destes estudos no meio acadêmico, permite ampla análise e inúmeras discussões 
sobre diversos assuntos pertinentes referentes a atuação multidisciplinar da PO. Por 
fim, agradeço a todos que contribuíram na construção desta belíssima obra e desejo a 
todos os leitores, boas reflexões sobre os assuntos abordados.

Ernane Rosa Martins
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CAPÍTULO 2

SOLUÇÕES INTEIRAS PARA O PROBLEMA DE 
CORTE DE ESTOQUE UNIDIMENSIONAL

Gonçalo Renildo Lima Cerqueira
Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia-

UESB
Vitória da Conquista- Bahia

Sérgio da Silva Aguiar
Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia-

UESB
Vitória da Conquista- Bahia

Marlos Marques
Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia-

UESB
Vitória da Conquista- Bahia

RESUMO: Abordamos neste trabalho 
heurísticas que geram soluções inteiras para o 
problema de corte unidimensional. Propomos 
uma nova abordagem que busca aprimorar 
alguns procedimentos clássicos da literatura. 
A ideia consiste em fazer modificações simples 
nestes algoritmos a fim de melhorá-los, 
segundo os objetivos propostos. Modificamos a 
heurística Gulosa e levamos em conta as duas 
possibilidades para o tamanho do objeto em 
estoque utilizado para produzir os itens menores: 
se o tamanho do objeto em estoque for par, a 
heurística Gulosa tenta inserir primeiro os itens 
de comprimento par, em ordem decrescente de 
tamanho, Gulosapar Caso contrário, a prioridade 
é dada para os itens de comprimento ímpar, 
também em ordem decrescente de tamanho, 

Gulosaimpar. Os testes computacionais realizados 
mostraram que a modificação proposta tornou 
a heurística Gulosa mais eficiente e serão 
apresentados ao final deste trabalho.
PALAVRAS-CHAVE: Problema de corte, 
Programação Inteira, Heurística.

ABSTRACT: In this paper we discuss one-
dimensional cutting stock problem, and propose 
improvements over heuristics to the problem of 
generating nteger solutions. The main idea is 
modify Greedy Algorithm taking in account the 
object size in stock: if the object size is even 
then the new algorithm tries to grab even-sized 
small items first. This approach is called Even 
Greedy. Otherwise, the priority is for odd-sized 
items. It is called Odd Greedy. Computational 
experiments shown the odd-even greedy 
approach decreases the leftovers in the standard 
one-dimensional cutting stock problem. The 
results and analysis are reported.
KEYWORDS: Cutting stock problem, Integer 
Programming, Heuristics.

1 |  INTRODUÇÃO

Problemas de corte podem surgir com 
alguma frequência em setores da indústria 
siderúrgica (corte de aço), indústria textil 
(corte de tecidos), indústria de papel (corte de 
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bobinas) etc. Também são comuns na produção\ de plásticos, vidros, móveis e outros. 
Encontramos alguns trabalhos da literatura nos quais os autores observaram linhas 
de produção que poderiam ser  modeladas como um problema de corte, dentre os 
quais destacamos: Stadtler [1990], Farley [1990], Cui [2005], Johnson et al. [1997]. 
Esse problema envolve uma quantidade de itens com suas demandas, um objeto de 
tamanho padrão em estoque e consiste em obter os itens menores a partir destes 
objetos para satisfazer suas demandas e tentar reduzir o número de objetos cortados. 
Para determinar uma solução para o problema, são utilizados padrões de corte, gerados 
por meio das diferentes maneiras de obter os itens a partir do objeto maior e o número 
de vezes que estes serão utilizados (frequências dos padrões). Como a variedade no 
tamanho dos itens envolvidos e as suas demandas, podem gerar grande quantidade 
de padrões, acarretando assim custos adicionais de mão de obra e tempo para as 
empresas, alguns autores acrescentam a seus trabalhos o objetivo de redução de 
padrões da solução (Cerqueira e Yanasse [2009], Yanasse e Limeira [2006], Haessler 
[1975]. Em nosso trabalho serão consideradas as melhores soluções aquelas com 
menor taxa de desperdício, e embora a redução de padrões no problema de corte 
de estoque unidimensional não seja objeto de estudo deste artigo, incluiremos na 
apresentação dos testes computacionais a média do número de padrões na solução,  
devido à comparação que faremos com outros trabalhos da literatura que tratam do 
assunto e que consideraram os dois objetivos. Para a formulação do modelo matemático 
do problema (Arenales et al. [2004]), denotamos por m o número de diferentes itens 
solicitados; li o comprimento do item de demanda di para i=1,2,...,m; n a quantidade de 
padrões na solução; L o tamanho do objeto em estoque, com custo de utilização cj e  J 
o conjunto de índices de todos os padrões viáveis. O objetivo é minimizar a quantidade 
de objetos cortados. Supõe-se, sem perda de generalidade, que cj=1,   j € J. Se aij for 
a variável de decisão que indica a quantidade de itens tipo i no padrão j e xj representa 
a frequência do padrão de corte j, para i=1,...,m e j=1,...,n, então o problema pode ser 
formulado como o problema de programação linear inteira seguinte:

Seja A = [a1 a2· · · an] a matriz cujas colunas representam os n-possíveis padrões 
e 

d = (d1 , ...., di , ...., dm)T o vetor de demanda dos itens. Cada vetor coluna de A,  
aj = (a1j , ...., aij , ....., amj)T , representa um padrão de corte viável, devendo portanto, 
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satisfazer a seguinte restrição da mochila:

Este problema é NP-hard (Mcdiarmid [1999]) e o que torna-o  difícil de ser resolvido 
são as condições de integralidade atribuídas às variáveis de decisão, associado ao 
fato de que o número de padrões a explicitar aumenta à medida que cresce o número 
de diferentes itens  e suas demandas. Foi partindo deste princípio que Gilmore e 
Gomory [1961], Gilmore e Gomory [1963] apresentaram o método simplex geração de 
colunas, uma técnica de resolução em que a exigência de integralidade das variáveis de 
decisão é abandonada, considerando-se o modelo relaxado. Todo fundamento teórico 
para resolução do problema vem do método simplex (Bazaraa [1990]). As colunas 
são geradas na medida necessária e uma solução para o problema inteiro pode ser 
obtida aplicando-se alguma técnica de arredondamento na solução encontrada (Poldi 
e Arenales [2006]). O único algoritmo exato encontrado na literatura para resolvê-lo foi 
proposto por Vanderbeck [2000] e na grande maioria dos trabalhos encontrados, são 
propostas heurísticas para solução.

2 |  SOLUÇÃO INTEIRA PARA O PROBLEMA DE CORTE

Algumas heurísticas de arredondamento de solução são propostas na literatura 
e podem ser utilizadas para se obter uma solução inteira para o problema (Wascher e 
Gau [1996], Stadtler [1990]). Poldi e Arenales [2006] propuseram a Heurística Residual 
Nova, onde a cada iteração  resolve-se um problema de corte de estoque relaxado e 
ordena-se o vetor solução de forma decrescente, a fim de priorizar os padrões de corte 
que são mais utilizados. Segundo os autores, para cada posição  deste vetor, nesta 
ordem, arredonda-se a frequência para o número inteiro acima do fracionário obtido 
e testa-se a factibilidade desta solução, para verificar que não houve excessos na 
produção de nenhum item. Caso não seja factível, ou seja, houve excesso de itens, a 
frequência  é reduzida de uma unidade até que excessos sejam eliminados. Quando 
o último padrão de corte gerado for examinado, atualiza-se a demanda e o estoque. 
O problema residual é resolvido e o procedimento de arredondamento é repetido até 
que toda a demanda seja atendida. Outra maneira de se determinar uma solução 
inteira para o problema de corte unidimensional, consiste em construir um bom padrão 
de corte e utilizá-lo tantas vezes quanto possível, sem que haja superprodução de 
algum item. Estas são as chamadas heurísticas construtivas. A cada iteração deste 
procedimento, a demanda de cada item é atualizada e o processo repetido, até que 
toda ela tenha sido atendida, gerando ao final uma solução inteira para o problema. 
Apresentamos a seguir duas destas heurísticas.
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2.1 Heurística FFD

A Heurıística FFD consiste em colocar o maior item no padrão o máximo de 
vezes possível, sem que haja excesso na demanda. Se o item selecionado não couber 
mais no padrão, o segundo maior item é selecionado e, assim por diante. O algoritmo 
completo é apresentado a seguir:

INÍCIO
P.1. Ordene os itens em ordem decrescente de tamanho.
Suponha sem perda de generalidade que: l1 ≥ l2 ≥ ... ≥ lm
P.2. Seja dri a demanda residual do item i  I.
I = {1, ..., m}. {conjunto de índices dos itens}
Inicialmente: dri = di,  I.
Faça k = 1 {Primeiro padrão de corte }
PARE=Falso {variável lógica que indica demanda não-nula}
Enquanto PARE=Falso)
P.3. Faça: demi = dri , Sobra = L e aik = 0,  I
Seja i = 1 {comece colocando o primeiro item no padrão }
            Enquanto (i ≤ m e Sobra ≥ li) faça:

            (aik é a quantidade de itens tipo i no padrão k)
            Faça: Sobra = Sobra − (aikli)
            dri= dri − aik

            i = i +1
            Fim do Enquanto
P.4. Determine a frequência do padrão k:

P.5. (Critério de Parada)
Se dri = 0  I então
PARE=Verdade.
Senão Faça k = k + 1 e volte para P.3
Fim do Enquanto.
FIM
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2.2 Heurística Gulosa

A Heurística Gulosa difere da Heurística FFD somente na maneira de como o 
padrão de corte é gerado (passo P.3. do algoritmo anterior). Ao invés de construí-lo 
com prioridade para os itens maiores, a geração do padrão consiste na resolução 
de um problema da mochila restrito conforme (6). O padrão gerado neste caso, tem 
a menor perda possível e deve ser utilizado com frequência máxima, sem que haja 
excesso na produção dos itens.

2.3 Heurística Gulosa Modificada Ímpar

Encontramos na literatura alguns trabalhos que modificam as heurísticas 
construtivas clássicas a fim de utilizá-las para gerar uma solução inteira para o problema 
de corte de estoque ou para resolver o problema residual gerado. Em Cherri e Arenales 
[2005],, a heurística FFD foi modificada com a finalidade de resolver o problema de 
corte de estoque com reaproveitamento de sobras. Basicamente  a heurística consiste 
em aplicar a heurística FFD para obter padrões de corte e, após gerado cada padrão,a 
perda/sobra é analisada. Se estiver dentro dos limitantes aceitáveis de perda (definidos 
previamente), o próximo padrão de corte é considerado, caso contrário, um item do 
padrão (o maior) é retirado. Sendo então aplicado o problema da mochila para a sobra 
gerada com a retirada do item. A capacidade da mochila é dada pela perda no padrão 
somada ao tamanho do item retirado. Depois de resolvida a mochila, a perda gerada é 
analisada e, se ainda não estiver dentro de limitantes aceitáveis, outro item do padrão 
(o segundo maior) é retirado. Novamente para a sobra gerada é resolvido o problema 
da mochila. Este procedimento é repetido até que a perda/sobra esteja dentro 
dos limitantes definidos como aceitáveis ou a demanda seja totalmente atendida. 
Ongkunaruk [2005] apresenta uma modificação na heurística FFD a fim de resolver 
o Bin Packing Problem - BPP (Martello e Toth [1990]). O método consiste em a cada 
iteração remover o maior item da lista e aplicar a heurística FFD aos itens restantes. Ao 
final da iteração, tenta-se colocar o item inicialmente removido, podendo inclusive abrir 
um outro bin. Cerqueira e Marques [2015] propuseram uma modificação na heurística 
Gulosa que coloca no padrão primeiro os itens de tamanho par em ordem decrescente 
de tamanho, seguidos dos ímpares também em ordem decrescente de tamanho, se 
o objeto em estoque é de comprimento par, isto é, L=2.W, W  € N e a prioridade é 
para os itens pares, ou seja, li=2.wi, i € P, wi pertence N. Em que P é um conjuntode 
índices i tal que li é par, para i=1,2,...,m e  N é o conjunto dos números naturais. 
Neste caso denominamos o procedimento de Gulosapar. Analogamente, se o objeto 
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em estoque é de comprimento ímpar (L=2.W+1, W € N), denomina-se a heurística de 
Gulosaimpar, neste caso os itens li tal que li=2.wi+1, i € I, wi € N,  são alocados primeiro 
no padrão seguido dos pares também em ordem decrescente de tamanho. Em que 
I é um conjunto de índices i tal que li é ímpar, para i=1,2,...,m. Cerqueira e Marques 
[2015] relatam que neste caso, o padrão só será aceito na solução se a soma das 
quantidades dos itens tipo i, i € I, i=1,2,...,m  de comprimento ímpar produzidos pelo 
padrão for ímpar. Se isto não ocorrer, a lista de prioridade dos itens de comprimento 
ímpar é alterada, modificando o valor de utilidade do item no problema da mochila 
restrito (6) passando para o próximo item ímpar, até que um padrão viável com tais 
características seja gerado. Eles explicam que esta mudança se faz necessária a fim 
de garantir que a porção do objeto a ser cortada seja de comprimento ímpar, visto que 
a soma de dois números naturais ímpares é um número par.Eles concluem informando 
que se após passar por todos os itens ímpares, o padrão gerado não for aceito, os 
itens são colocados em ordem decrescente de ímpares e pares e segue-se a mesma 
metodologia adotada no caso da heurística Gulosapar. A heurística proposta aposta 
que cada padrão construído tenha a menor perda possível, pois cortar uma porção 
ímpar de objeto de comprimento par (Gulosapar) ou  cortar uma porção par de objeto 
de comprimento ímpar (Gulosaimpar) sempre acarreta em perda. 

A seguir apresenta-se um exemplo do problema de corte em que são aplicadas as 
heurísticas Gulosa e Gulosapar. São considerados 10 tipos de itens (m=10)e tamanho 
do objeto em estoque L=1000. Os tamanhos e as demandas dos itens são mostrados 
na Tabela 1.

Tabela 1: Exemplo 1: dados de um problema de corte

A solução do problema obtida com a heurística Gulosa fornece 73 objetos e 10 
padrões distintos e é mostrada na Tabela 2. Já a heurística Gulosa par fornece uma 
solução com 09 padrões distintos e 71 objetos, 01 padrão e 02 objetos a menos que a 
solução fornecida pela heurística Gulosa como mostra a Tabela 3.
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Tabela 2: Soluc̦ão da Heur;istica Gulosa

Tabela 3: Soluc̦ão da Heurística Gulosapar

Como Cerqueira e Marques [2015] não apresentaram os resultados 
computacionais para a heurística Gulosaimpar , iremos apresentá-los neste trabalho, mas 
não implementamos a proposta de usar níveis de aspiração para aceitar determinado 
padrão à solução, sugerida pelos autores. A implementação seguiu a mesma idéia 
que eles utilizaram para a heurística (Gulosapar ). O algoritmo completo é mostrado a 
seguir.

INÍCIO
P.1. Seja l1 , l2 , ..., lm  conjunto dos diferentes itens demandados. Subdivida este 

conjunto em dois subconjuntos: o 1 o formado por r-itens de comprimento ímpar, e os 
m − r restantes constituem o subconjuntos dos itens de comprimento par.

P.2. Ordene os dois subconjuntos em ordem decrescente de tamanho.
Suponha sem perda de generalidade que l1 > l2 > ...> lr e  lr+1 > lr+2 > ...> lm
P.3. Seja dri a demanda residual do item i, inicialmente dri = di para i = 1, 2, ..., m
Faça k = 1 {Primeiro padrão de corte }
PARE=Falso {variável lógica que indica demanda não-nula}
Enquanto PARE=Falso)
Comece alocando os itens de comprimento ímpar
P.4. Faça: demi = dri, Sobra = L e aik= 0, para i = 1, 2, ..., r
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Seja i = 1 {comece colocando o primeiro item ímpar no padrão}
                  Enquanto (i ≤ r e Sobra ≥ li ) faça: 
                   
                   (aké a quantidade de itens tipo i no padrão k)
                   Faça: Sobra = Sobra − (aikli)
                   dri = dri− aik

                   i = i +1
                  Fim do Enquanto 
Se possível, continue alocando agora os itens de comprimento par ao padrão de 

corte k
P.5. Faça demi = dri , e aik = 0, para i = r + 1, r + 2, ..., m
Seja i = r + 1 {comece colocando o primeiro item par no padrão}
                  Se (r + 1 ≤ i ≤ m e Sobra ≥ li) então
                    
                  Faça: Sobra = Sobra − (aikli )
                  dri= dri− aik

                  i = i +1
Senão siga para P.6
P.6. Determine a frequência do padrão k:

P.7. (Critério de Parada)
Se dri = 0 para i = 1, 2, ..., m então
PARE=Verdade.
Senão Faça k = k + 1 e volte para P.4
Fim do Enquanto.
FIM

3 |  EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

Para os experimentos computacionais os problemas testes foram obtidos pelo 
Cutgen1, um gerador aleatório de problemas de corte de estoque unidimensional 
desenvolvido por Gau e Wascher [1995]. Consideramos 18 classes de problemas 
cada uma com 100 instâncias e adotamos no Cutgen1 a semente 1994. As classes 
estão divididas conforme a quantidade de itens m, a média dM das demandas dos itens 
di para i = 1, ..., m e combinações diferentes de valores v1 e v2 para a determinação 
do comprimento dos itens que são gerados no intervalo [v1L, v2L], como mostrado 
na Tabela 4. Nos experimentos computacionais realizados, o tamanho considerado 
do objeto em estoque foi L = 1000 para a heurística Gulosa par e L = 1001 para a 
Gulosaimpar. As heurísticas FFD, Gulosa, Gulosapar e Gulosaimpar  foram implementadas 
em C ++ e todos os testes computacionais para este trabalho foram realizados em um 
um computador Intel Core i5-2450M com 4GB de memória (Ram).
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Tabela 4: Problemas Testes Utilizados

4 |  ANÁLISE DOS RESULTADOS

Na Tabela 5 são apresentados os resultados dos testes computacionais realizados 
com as quatro heurísticas: FFD, Gulosa, Gulosapar e Gulosaimpar. Na coluna onde são 
apresentados os resultados obtidos por cada heurística, mostramos duas outras 
colunas que fornecem a média do número de objetos (objs) e a média do número 
de padrões (pads) para cada uma das 18 classes de problemas testes utilizados. Os 
valores em negrito na Tabela 5 indicam que a heurística correspondente apresentou 
soluções não dominadas para a referida classe de problemas testados, isto é, em pelo 
menos uma das médias de objetos (objs) ou de padrões (pads), a heurística não é 
superada pelas correspondentes soluções das outras três. Os experimentos mostraram 
que tendo como referência a heurística FFD, as heurísticas Gulosapar e Gulosaimpar 
obtiveram desempenho muito próximos, em coerência com a modificação proposta, 
uma vez que cortar itens de comprimento par (ímpar) a partir de um objeto em estoque 
de tamanho par (ímpar), favorece a diminuição de desperdício. Em somente 05 das 18 
classes: 08, 10, 12, 14 e 18, a heurística Gulosa apresentou melhores soluções para 
o número médio de objetos cortados. O que mostra que a proposta de modificação 
da heurística apresentada neste trabalho tornou-a mais eficiente. É possível perceber 
também que em algumas classes como 04 e 12, a heurística Gulosaimpar superou 
a Gulosapar apresentada por Cerqueira e Marques [2015] e em outras foi superada 
por esta, como no caso da classe 16. Possivelmente devido a variação de itens de 
comprimento par ou ímpar nos problemas testes da classe. A Tabela 6 apresenta o 
desempenho da heurística Gulosaimpar em relação à Gulosa e Gulosapar tendo como 
referência as soluções da heurística FFD. Para cada classe de problemas testes 
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é mostrado o percentual de objetos (coluna objs) e de padrões(coluna pads) que 
cada heurística conseguiu reduzir quando comparados os resultados com aqueles 
gerados pela heurística FFD. Se considerarmos a classe 4, percebe-se que enquanto 
a heurística Gulosa reduz a média de objetos cortados em 22, 61% a Gulosaimpar reduz 
34, 40%, tendo praticamente todas elas reduzido a média de padrões em 41%. Não 
citamos a Gulosapar , pois como explicado anteriormente, seu desempenho é muito 
próximo do desempenho obtido pela Gulosaimpar.

Tabela 5: Testes Computacionais

Tabela 6: Desempenho em relac̦ão a FFD (%)
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5 |  CONCLUSÃO E TRABALHOS FUTUROS

Apresentamos neste trabalho uma proposta de modificação na heurística Gulosa 
que gera uma solução inteira para o problema de corte de estoque unidimensional. 
Esta é uma extensão da proposta apresentada em Cerqueira e Marques [2015], que 
testaram o desempenho da heurística modificada Gulosapar . Incluimos neste trabalho a 
heurística modificada Gulosaimpar. Os resultados dos testes computacionais realizados 
mostraram-se promissores e validaram a essência da idéia nela contida que é realizar 
modificações simples com teorias matemáticas fáceis de serem implementadas, mas 
que cumprem o seu objetivo de melhorar o desempenho de algumas heurísticas da 
literatura para o problema em estudo. Para trabalhos futuros, pretendemos implementar 
heurísticas da literatura que utilizam a abordagem residual na determinação de uma 
solução inteira para o problema de corte de estoque unidimensional, comparar com a 
abordagem construtiva que apresentamos neste trabalho e reunir todos os dados num 
único artigo.
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