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APRESENTACAO

A obra “Ciéncias Exatas e da Terra e a Dimens&o Adquirida através da Evolugdo
Tecnologica vol. 4’ aborda uma publicacdo da Atena Editora, apresenta, em seus 22
capitulos, conhecimentos tecnolégicos e aplicados as Ciéncias Exatas e da Terra.

Este volume dedicado a Ciéncia Exatas e da Terra traz uma variedade de artigos
gue mostram a evolugao tecnoldgica que vem acontecendo nestas duas ciéncias, e
como isso tem impactado a varios setores produtivos e de pesquisas. Sao abordados
temas relacionados com a producédo de conhecimento na area da matematica,
quimica do solo, computagao, geoprocessamento de dados, biodigestores, educacao
ambiental, manejo da agua, entre outros temas. Estas aplicagdes visam contribuir no
aumento do conhecimento gerado por instituicdes publicas e privadas no pais.

Aos autores dos diversos capitulos, pela dedicacéo e esforcos sem limites, que
viabilizaram esta obra que retrata os recentes avancgos cientificos e tecnoldgicos nas
Ciéncias Exatas e da Terra, os agradecimentos dos Organizadores e da Atena Editora.

Por fim, esperamos que este livio possa colaborar e instigar mais estudantes
e pesquisadores na constante busca de novas tecnologias para a area da Fisica,
Matematica, e na Agronomia e, assim, contribuir na procura de novas pesquisas €
tecnologias que possam solucionar os problemas que enfrentamos no dia a dia.

Jorge Gonzélez Aguilera
Alan Mario Zuffo
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CAPITULO 17

UM ESTUDO SOBRE ANEIS LOCAIS

Brendol Alves Oliveira Gomes
Universidade Estatual Paulista “Julio de Mesquita
Junior” — UNESP Campus Rio Claro

Rio Claro - Sao Paulo
Eliris Cristina Rizziolli

Universidade Estatual Paulista “Julio de Mesquita
Junior” — UNESP Campus Rio Claro

Rio Claro - Sao Paulo

RESUMO: O projeto consiste em abordar os
elementos da Algebra, em particular Anéis
Locais, por meio de definicbes e resultados.
Entre esses destacamos: Variedades, ldeais,
Anéis de Coordenadas e Anéis Locais, com
isso estamos interessados em demonstrar
e explorar quando é um Dominio Local
Noetheriano, em que €& o conjunto das
funcdes racionais definidas em . Para tanto,
primeiramente faremos a definicdo do -espaco
Afim, de Variedades e de Anel de Coordenadas,
e tendo essa base podemos definir Anel Local
e algumas de suas propriedades e resultados
que facilitam a compreenséao da demonstracao
do teorema.

PALAVRAS-CHAVE:

Teorema Base de Hilbert, Anel Noetheriano.

Geometria Algébrica,
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A STUDY ON LOCAL RINGS

ABSTRACT: The project consisting of approach
the Algebraic elements, in particular Local Rings,
by means of definition and results. Among these
we highlight: Varieties, Ideals, Coordinates
Charges and Local Rings, with that we are
interested in demonstrate and explorer when
is a Noetherian Local Domain, in what is the
set the Rational Function defined in . Therefore,
first, we make the definition of the -space Affine,
Varieties and Coordinates Charges; and having
this basis we can define Local Ring and some
of its properties and results that facilitate the
understanding of the proof of the theorem.
KEYWORDS: Algebraic Geometry,
Theorem of Hilbert, Noetherian Ring.

Base

11 INTRODUCAO

Aseguir apresentamos algumas definicdes
e resultados sobre o trabalho. No que se segue
consideremos k um corpo e k[Xy, ..., X ] 0 Anel
de Polinbmios nas variaveis com coeficientes
no corpo.

Definicdo 1 O n-espaco A™ é o produto
cartesiano “n-vezes” de k.

Definicao 2 Dizemos que X c A" &€ um
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conjunto algébrico, se X =V(S), sendo S < k[Xy, ..., X,] um subconjunto qualquer.
Ou seja,

V={PeA"f(P)=0,veS).

Proposicéo 1: Se temos X um subconjunto algébrico de A™, entdo o subconjunto
de k[Xy, ..., Xn] definido por

1(X) = {F € k[Xy, ... X,]; F(P) = 0,YP € X},

€ um ideal do anel.
Demonstracao: Basta observar que

o I(X) < k[X,, ... X,].

e 0O€el(X)jaque 0(P)=0,vP EX.

e VF,G €IX),(F+G)P)=F((P)+G(P)=0+0=0,vP € X.
e VFEeEIX)eVac€k[Xy,.. X, (@aF)(P)=a(P)F(P) =0,VE X

Definicao 3. Dizemos que X © A™ & um conjunto algébrico redutivel se existem
X, e X, conjuntos algébricos de A", tais que

X=X-|UX2.

Caso contrario temos que X é irredutivel. Além disso, chamamos de Variedade
Afim um conjunto algébrico irredutivel.

Proposicdo 2. Um conjunto algébrico V é irredutivel se, e somente se, I((V) é
um ideal primo.

Demonstracao: Suponha que /((V) n&o seja um ideal primo e mostremos que
V é redutivel.

Se I((V) nao é um ideal primo, entdo o produto Fi.Fz € I(V) com F; € I(V) Veja
que podemos fazer a separacao de V do seguinte modo:

V= (VnV(F,) UV nV({F,))

com

VAV(F) S V.




Pela construgcéo, podemos ver que

(VAV(F) U(VNV(F)) cV.

Observe que temos a outra inclusdo pois ¥P € V, entdo F;(P) = 0,Vi #{1,2},
ja para

i = {1,2) sabemos que F,F, = 0 por hipotese. E ainda cada V n V(F;) & um conjunto
algébrico para i = {1,2}. Portanto V € um conjunto algébrico redutivel.

Reciprocamente, supondo que V seja redutivel mostremos que (V) ndo é primo.

Para isto, veja que V=V, UV, V; €V ,entdo por um resultado facil de verificar,
temos que quaisquer I eJ ideais no qual I €], entdo V() > V(J), fazendo a
substituicao temos (Vi)I(V;) 2 I(V), tomando F; € V; e F; € V; segue que tanto F1 e F;
ndo pertencem & I(V) porém o produto FiFz € I(V) portanto (V) n&o é primo.

Tomemos agora V uma variedade de A" e I'(V) seu anel de coordenadas. Pelo
fato de I'(V) ser um dominio, isto €, nao possui divisores de zero, podemos construir
seu corpo de fragdes. Esse corpo sera chamado de Corpo de Fracdes Racionais de
V e sera denotado por K(V), um elemento de K(V) € uma funcéo racional de V.

Se fé uma funcéo racional de V e P pertence A V diremos que festa definida em
P. Se para @, b € I'(V) temos

== b(P)#0
f=7ib(P)#

Observe que ha diversas formas de escrever f como quociente de fungdes
polinomiais, (caso a e b tenha um multiplo comum). Diremos que F esta definida em P
se € possivel encontrar um denominador b ndo anule em P.

SeI’ éumdominiode fatoragao tnica (DFU), entdo existe uma Unicarepresentagao
de f = a/b,em que @ € b ndo possuem divisores em comum e assim festara definida
em P se, e somente se, b(P) # 0.

Exemplo: Determinemos as funcdes racionais definidas na variedade V =
V(XW -YZ) c A*

O anel coordenadas é do tipo

K[X,Y,Z,W]

"W =xw—vz

Sendo X, Y, Z e W as classes residuais de X, Y, Z e W, respectivamente, em
I'(V), entao
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€ K(V).

~|| =<|
=|| ~i

X _Z .
Temos que 3 = = € K(V), pois

XW —2ZY € (XW — ZY).

Entao,
XW +(XW =ZY)=YZ + (XW = ZY)
XW=vYZ
ou seja,
X Z
Y W

Dizemos ainda que, festa definida em P = (x,¥.2z,w), se os denominadores ¥ ou
w forem ndo nulos em P, isto é, y # 0 ou w # 0.

Definicao 4 Dado P €V, dizemos que Op(V) sera o conjunto de todas as
funcbes racionais que estao definidas em Veja que Op(V), constitui um subanel de
K(V) contendo T'(V) e satisfaz

K c T(V) c 0p(V) € K(V).

Dizemos que 9:(V) é o Anel Local de V em P. E o conjunto dos pontos Q em V
na qual fndo est4 definida, chama-se Conjunto de Polos de fdenotado por F.

Proposicao 3 O conjunto de polos de uma fungdo racional sobre V é um
subconjunto algébrico de V.

Demonstracdo: Suponha que V © A™. Para cada G € K[X,, ..., X,,], temos G
como a classe residual de G em I'(V). Seja agora f € K(V) e o conjunto

Jr =1{G € K[Xy, .., X,],Gf € T(V)}.

Veja que Jr é um ideal de K[Xy, ..., Xy,].
De fato,
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o Jp € KXy, oo, X,

-+ Para quaisquer G, H € J; temos que Gf e Hf pertencem a I'(V) e como esse
€ um anel, temos que a soma Gf + Hf também pertence a'(V) e € associa-

tivo, (G + H)f e veja que

G+H=(G+IW)+H+IWV)=(G+H)+I(V)=G+H.

Portanto,

(Gf+H)f =G+ Hf

entdo G +H € .
+ Para quaisquer a € K[X,, ..., X,] e G € J¢, temos que, considerando @ como a
classe residual de @ em ['(V),

aGf =aGf € I'(V).

Veja agora que I(V) < J¢, pois para qualquer h € I(V), temos

h € K[Xy, ..., Xn], R(P) = 0,VP € V.

Isto significa que hf € I(V), ja que (hf)(P) = 0, paratodo P € V.
Mostremos que o conjunto dos polos de f, Pf, € o conjunto V).

De fato, seja P, € P qualquer, com b(P) = 0, para b, talque f = a/b, (a # 0).
Seja algum G € J¢, (com G # 0). Logo Gf € J;, ou seja, Gf = c, para algum

¢ €Er'(¥). Como sabemos:

= _GHIW) _a+ (V)
“1+iy € Th+I(V)
Assim temos:
_ G+ I(V) a+I1(V)
“=1vin T Thrvign =)
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entao,

Ga+1(V) =bc+I1(V). (1)

Como temos b(Py) =0, assim b € I(V), consequentemente bc € I(V), isto &,
bec + 1(V) = I(V). E portanto, pela Equacéo (1), temos

Ga+1(V)=I1(V) = Ga € I(V)

ou seja, a(P) =0o0ou G(P) = 0, paratodo P € I/, como a é nao nulo, entdo
G(P) =0, ¥YP € V etomando Py, € Pr © V| segue que

G(P) =0

Portanto, Py € V().

Seja P € V(J¢) qualquer, entdo G(P) = 0, paratodo G € J¢, observe que b € J¢, ja
que

bf=b-S=aqer(
f= 'p @€ V)

Logo b(P) = 0.

Proposicao 4 Para qualquer anel de coordenadas de V e conjunto de fungbes
racionais sobre temos a relacdo

rv) = ﬂ 0.(V) .

FeV

Demonstracdo: Seja f € Npey Op(V), entdo a funcdo racional f esta bem
definida em todo P € V. Observe que V(Jf) # 2, ja que na Proposicdo 4.1 temos que
este é conjunto de todos os pontos em que fnao esta definida e assim pelo Teorema
Fraco de Hilbert temos que Jr n&o é um ideal proprio, ou seja 1 € J entdo podemos
escrever

1f = f €T (V).
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Para a outra inclusdo temos um resultado facil de mostrar Sendo S um conjunto
de polinbmios de k[Xj, ..., X,,] € X um conjunto algébrico de A", temos:

Scl(V(s))eXx cv(IX)).

Segue que I'(V) © Op(V)

Definicao 5 Dado f = a/b € 0p(V), com a e b € I'(V), definimos o Valor de f em
P denotado por f(P) = a(p)/b(P), independente da escolha de a e b.

Lema 1 O subconjunto Mp(V) = {f € Op(V), f(P) = 0} de Op(V) é um
ideal maximal de V em P.

Demonstracao: Mostremos que Op(V)/Mp(V) é um corpo, para isto considere
a seguinte aplicagao

@: Op(V) — k
f = @(f):=f(P)

A aplicacéo ¥ € um homomorfismo de anéis.
Para isto, sejam f, g e h quaisquer em Op (V).

@(hf +g)(P) = (hf + g)(P) = h(P)f(P)+ g(P) =q@(h)-@(f)+ ¢(g)
Observe agora o nucleo de @,
Ker(p) ={f €0p(V),@(f) =0} ={f €0p(V),f(P) =0} =Mp(V).

Assim pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo

0 (V)
Mp(V)

= Im(p).

Além disso, Im(¢@) = k, ja que ¥ é sobrejetiva, pois para todo temos uma fungéo
racional constante, a saber, tal que a(P) = a.
Portanto

0p(V)

M S
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Lema 2 Um elemento de Op (V) é invertivel se, e somente se, seu valor é ndo
nulo.
~ .oa(pP) air) ~
Demonstracao: Suponha que f(P) # 0, ou seja, — # 0, como = € k, entdo

T B(P) b(F)
temos o seu inverso, isto é, a(P)/b(P) € k.

a(P)bP) _
b(P)a(P)

Assim tomando, g = b/a a qual sera o inverso de f, portanto f & unitério.
Reciprocamente, suponha que f = a/b é unitario, isto &, existe g = ¢/d, tal que
ac .

Assim, valorando fg em P, temos

ac(P) a(P)c(P)

GOE) =5a) ~ bpyde)

=1(P)=1

e do fato de K se um corpo,

a(P) c(P)

Lema 3 Em um anel as seguintes condi¢bes sao equivalentes:

O conjunto dos elementos de que néo sao unitarios constituem um ideal.

» R possui um Unico ideal maximal que contém todo ideal proprio de R.

Demonstracao: (1.= 2.) Suponha que o conjunto dos elementos de R que nao
sao invertieis um ideal.

Afirmacao: / é o unico ideal maximal que contém todo ideal préprio de R.

Seja J c R ideal, com | # R. Veja que, se a €] & qualquer, caso a é invertivel
temos assim J = R, o que contradiz a hipétese, logo @ ndo pode ser invertivel, isto é,
a € I, o que concluimos J < I.

(2.= 1.) Sendo a € J é invertivel em R, entdo existe a™ € R tal que aa™ = 1, isto
e 1y €.

J =R = (1g).
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Definicao 6 Dizemos que um anel é um Anel Local se possuir um unico ideal
maximal. No caso de um Dominio de Integridade, chamaremos de Dominio Local.

Todas aspropriedadesde V que depende apenas do “ambiente” de P, (propriedades
locais de P) se refletem no anel Op (V).

Corolario 1 Se Op(V) é um dominio local em que Mp(V) é seu unico ideal

maximal.

Definicao 7 Dizemos que um anel é Noetheriano se todo ideal deste anel é
finitamente gerado.

Teorema 1 [Fundamental de Hilbert] Se R é um anel noetheriano entdo
R[Xy, .., Xu] é um anel noetheriano.

Demonstracao: Sabemos que R[X,..,Xn] = R[X1,...,Xn-1][Xn], entdo a
demostracao deste teorema sera construida sobre indugdo em X,,, isto €, mostremos
gue R[X,] &€ noetheriano se R 0 é.

Entao inicialmente vamos buscar um conjunto finito de geradores de |I.

SeF =ay+aX+-+a,X? € R[X], a; # 0, chamaremos @, de coeficiente
lider (ou principal) de F. Seja J um conjunto de coeficientes lideres de todos os
polinémios de I. O subconjunto é um ideal de R.

De fato,

. JCR.

* Va,b€]Jtemosque a-be],jaque a+0eb +#0, pertencem ao J, logo
existem f=a,+a; X+ -+a,X%eg=hby+b,X+--b,X¢ quando
fazemos a operacao produto entre esses polinbmios, temos

f-g=cot X+ -+cg.X"¢

em que

Z Ci'.['bj = Cj

Sy
observe que €44, * 0 pois

Cite = Z aib; = agh, + ag_1 beyq + agyy booq + -
i+j=d+e 0 0

ou seja, agbh., = ¢4 € um coeficiente principal.
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* VYa€ReVay; €/, temos que a-a, € J. Como a; € ] temos que existe

F=ay+aX++azX?

em que

aF = a(ag + a; X + -+ azX?) = aag + aa; X + -+ aay X

no qual aay é o coeficiente lider de aF.
Afirmacao: Existem F, F,, ..., F, € I, cujo os coeficientes lideres geram o ideal

Com efeito, seja N um inteiro maior que o grau de cada F,
Para cada | < N, construimos o ideal /i de R, tal que é constituido por todos os
coeficientes lideres de F € I, que possuem grau menor ou igual a [.

gr(F) <.

Considere {F;j} um conjunto finito de polinémios de |, que possuem grau menor
que |, que geram J;. Agora tomando o ideal I’ que é gerado tanto pelos F, como pelos
F;;. Mostremos que [ = I',

Vamos supor por absurdo que,!’ & I. Tomemos G € I que é o polindmio de menor
grau que néo esta em I”.

« Se gr(G) > N, entdo podemos encontrar @; polindmios em R[X], tais que
2 Q;F; e G tem o mesmo coeficiente lider. Mas gr(G =Y Q;F;) < gr(G), e
pelo fato de G ser o menor grau que ndo esta em [’ temos

GzZQEFI-EJ’

e como I' é ideal, temos G € I'.

« Suponha que gr(G) =1 <N, podemos diminuir 0 seu grau subtraindo X @:F;
para @;, convenientes. Isto A©, sejam Q; € R[X], tais que:

Z QiFj=0G

possuem o mesmo coeficiente lider.
Logo gr(X Q:F; = 6G) < gr(G) e pelo mesmo argumento anterior, temos X QFi-Gel'
e isso significa que G € I'. Absurdo.
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Portanto, I = I'.

Proposicao 5 Seja | um ideal de um anel R e m:R — R/l o homomorfismo natural.
Se ]' é finitamente gerado se J é. Conclua que R/I é noetheriano se R.
Demonstracao:Seja /' um ideal qualquer em R/i, como ] =xn"1(J") é finitamente
gerado, segue que existem a3, ....a, € R tal que J = {(ay, ..., an).
Afirmacao: J' = (m(ay), ..., m(ay))
De fato,
. (1), .., m(ay))y ).
Pois para cada «;, (i €{1,..,n}) em J, temos que a € 77'(J"), isto significa que
n(a;) €', para todo i. Como J' é ideal, temos que (&3, ..., an) < J.
- ] clay, .., a,).
Seja b€J' qualquer, como T é sobrejetiva, entdo existe b eR, tal que,
n(b) =b €)', oU seja, b e t71(J") =], assim temos que b & uma combinagéo dos &1, -.-- Ay,
podemos escrever, sendo s; € R.

Entao

Como T € um homomorfismo,

b= Zl m(a)m(s) €)' = b = (m(ay), ..., m(an)) .

Portanto, /' é finitamente gerado.
Caso R é um anel noetheriano, pela correspondéncia biunivoca, temos que
também noetheriano.

Teorema 2 Op (V) é um dominio local noetheriano.
Demonstracdo: Mostremos que todo ideal de Op (V) é finitamente gerado.
Primeiramente, observe que

KXy, oo Xp]

r(v) = )
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€ um anel noetheriano.
Sejam os geradores f1, -, fr do ideal I NT'(V) de ['(V) (estes existem, pois
['(1) é noetheriano).

Afirmacao: fi, -, fr gera o ideal I, como ideal de Op (V).
Com efeito,

- T CAfi, o fdopy-

Seja f € I € 0p(V), assimexiste b € ['(V), com b(P) # 0, tal que bf €l'(V)e
veja também que bf € 1, jaque /éideale f € I.

Entdo,bf € I NI (V) = {fy, e fr-drooy-

Assim temos,

bf = Z fis; com s; € T(V)
=1

e obtemos,

f—Z%ff

com si/b € Op(V), ja que b(P) # 0, portanto, f € (f1, ... o).
- (fq, ""f;')op{v:l cl.
Seja a € (fy, ..., fr)op(v) qualquer, isto é

)
a=" pf; com p €0p(V)
i=1

como feINT(V)cl, assimtemos, f; € I e como I é ideal de 0p(V), a €1
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