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APRESENTACAO

A obra “Ciéncias Exatas e da Terra e a Dimens&o Adquirida através da Evolugdo
Tecnologica vol. 4’ aborda uma publicacdo da Atena Editora, apresenta, em seus 22
capitulos, conhecimentos tecnolégicos e aplicados as Ciéncias Exatas e da Terra.

Este volume dedicado a Ciéncia Exatas e da Terra traz uma variedade de artigos
gue mostram a evolugao tecnoldgica que vem acontecendo nestas duas ciéncias, e
como isso tem impactado a varios setores produtivos e de pesquisas. Sao abordados
temas relacionados com a producédo de conhecimento na area da matematica,
quimica do solo, computagao, geoprocessamento de dados, biodigestores, educacao
ambiental, manejo da agua, entre outros temas. Estas aplicagdes visam contribuir no
aumento do conhecimento gerado por instituicdes publicas e privadas no pais.

Aos autores dos diversos capitulos, pela dedicacéo e esforcos sem limites, que
viabilizaram esta obra que retrata os recentes avancgos cientificos e tecnoldgicos nas
Ciéncias Exatas e da Terra, os agradecimentos dos Organizadores e da Atena Editora.

Por fim, esperamos que este livio possa colaborar e instigar mais estudantes
e pesquisadores na constante busca de novas tecnologias para a area da Fisica,
Matematica, e na Agronomia e, assim, contribuir na procura de novas pesquisas €
tecnologias que possam solucionar os problemas que enfrentamos no dia a dia.

Jorge Gonzélez Aguilera
Alan Mario Zuffo
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CAPITULO 8

OSCILADOR HARMONICO: MODELO PARA A
DESCRICAO DE SISTEMAS FISICOS EM EQUILIBRIO
ESTAVEL SOFRENDO PEQUENAS OSCILACOES

Pedro Henrique Ferreira de Oliveira
Universidade Federal do Ceara

Fortaleza — Cearéa
Joao Philipe Macedo Braga

Universidade da Integracéo Internacional da
Lusofonia Afro-Brasileira

Acarape — Ceara

RESUMO: Quais as relacbes entre uma
molécula, um péndulo, umacontaemumfioeum
liquido dentro de um tubo? A priori estes quatro
sistemas parecem ser totalmente desvinculados
um do outro, no entanto carregam no @mago de
seu movimento algo em comum, ha um modelo
descritivo que abrange todos estes quatro,
sob determinadas condicbes. A Matematica
que nos possibilitou estudar e correlacionar
estes problemas variados foi a Série de
Taylor, instrumento matematico que possibilita
aproximar a funcéo energia potencial como um
polinbmio em torno do centro do movimento
para pequenas oscilacdes. O objetivo deste
capitulo, é discutir o poder de descricdo de
diversos sistemas fisicos distintos do oscilador
harmaonico simples. A concluséo obtida € de que
qualquer sistema fisico em equilibrio estavel
sofrendo pequenas oscilagbes € um oscilador
harménico, o quetornaesse modelo fundamental
para a compreensdo de varios fenbmenos na
natureza. Desse modo, o0 presente trabalho
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busca contribuir para um ensino de fisica mais
contextualizado consolidando assim um arranjo
no ambito da pesquisa em Ensino de Fisica,
tendo ainda o potencial para ser empregado
como material complementar em cursos de
Fisica e/ou Ciéncias correlatas em nivel de
graduacao e pos-graduacao.
PALAVRAS-CHAVE: Oscilador
Teoria das pequenas oscilagdes. Ensino de
Fisica.

Harmonico.

HARMONIC OSCILLATOR: MODEL FOR THE

DESCRIPTION OF PHYSICAL SYSTEMS IN

STABLE EQUILIBRIUM SUFFERING SMALL
OSCILLATIONS

ABSTRACT: What are the relationships between
a molecule, a pendulum, a bead in a wire and a
liquid inside a tube? A priori these four systems
seem to be totally unrelated to each other, yet
carry at the heart of their movement something
in common, there is a descriptive model that
covers all these four, under certain conditions.
The Mathematics that enabled us to study
and correlate these varied problems was the
Taylor Series, a mathematical tool that makes
it possible to approximate the potential energy
function as a polynomial around the center of the
motion for small oscillations. The purpose of this
chapter is to discuss the power of description of
several different physical systems of the simple




harmonic oscillator. The conclusion obtained is that any physical system in stable
equilibrium undergoing small oscillations is a harmonic oscillator, which makes this
model fundamental to the understanding of various phenomena in nature. Therefore,
the present work seeks to contribute to a more contextualized physics teaching, thus
consolidating an arrangement within the scope of research in Physics Teaching,
besides have the potential to be used as complementary material in Physics and/or
related Sciences courses at undergraduate and postgraduate level.

KEYWORDS: Harmonic Oscillator. Theory of small oscillations. Teaching Physics.

11 INTRODUCAO

Dentre todos os tipos de movimento presentes na natureza, os oscilatorios
ganham certo destaque por surgirem em um numero muito grande de situacgdes fisicas
aparentemente distintas. Exemplos de oscilagdes vao desde péndulos e candelabros
até instrumentos musicais como a guitarra elétrica (NUSSENZVEIG, 2014). Seguindo
0 curso da histéria um dos primeiros a estudar analiticamente o problema do oscilador
e, com isso, resolver sua equacdo de movimento foi o fisico e matematico Euler
(BASSALO; CATTANI, 2009).

O Movimento Harménico Simples em uma dimensédo € um dos mais simples
e icbnicos problemas da Fisica (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2013) trabalhado,
inclusive no Ensino Médio (MAXIMO; ALVARENGA; GUIMARAES, 2016; GASPAR,
2016), onde o sistema massa-mola representa um verdadeiro desafio em provas de
Fisica.

Mas afinal, qual a relevancia de se estudar o movimento de uma massa cujo
movimento é restrito a uma mola se aparentemente quase ninguém se depara com um
sistema como esse no seu dia-a-dia? Certamente esse questionamento ja passou ao
menos uma vez na cabeca de todos quando sao introduzidos a este problema sem uma
devida contextualizacao de sua relevancia. O Oscilador Harménico €, possivelmente,
o problema mais importante do movimento unidimensional (WATARI, 2004).

Nessa perspectiva o presente trabalho tem como objetivo realizar uma analise
critica e ao mesmo tempo didatico-pedagodgica de quatro sistemas onde n&o ha
necessariamente massas fixas a molas de determinada constante elastica, sendo
entdo de grande importancia para a compreensao da teoria de pequenas oscilacoes,
consolidando assim um arranjo no ambito da pesquisa em Ensino de Fisica nessa
tematica, tendo potencial para ser empregado como material auxiliar em cursos em
nivel de graduacédo e pos-graduacdo. Na proxima secéo, faremos uma reviséo da
teoria basica do oscilador harmaénico classico unidimensional. Na terceira se¢ao desse
capitulo, estudaremos quatro sistemas fisicos distintos sofrendo pequenas oscilagoes.
Por fim, na secao 4, traremos nossas conclusoes.
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2| OSCILADOR HARMONICO: UMA REVISAO CLASSICA

O primeiro contato que se tem com osciladores harmdnicos nas escolas ou nas
universidades € inicialmente rudimentar, no qual estuda-se um problema simples
unidimensional, denominado sistema massa-mola (Fig. 1).

—X x=10 +x

Figura 1. Sistema massa-mola usualmente trabalhado no ensino médio, no qual um
bloco de massa tem seu movimento restrito no intervalo por uma mola de constante
elastica .

Fonte: (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2013).

Neste caso, para uma deformacao (elongacdo ou compressao) por um fator a
partir da posicao de equilibrio, ha o surgimento de uma forca restauradora que depende
(neste caso) unicamente da posicao [3], dada pela Lei de Hooke,

F(x) = —kx, (01)

onde k é uma constante que depende das propriedades da mola envolvida. Com
o surgimento dessa forg¢a restauradora unicamente dependente da posicéo, é possivel
associar a ela uma energia potencial elastica uma vez que, para campos conservativos,

_ dlV (x)

F(x) = R (02)
impondo que a energia potencial seja dada por
x
Vix) = —f F(x) dx, (03)
Xo

desse modo a energia potencial elastica, tomando a posicao (a posicédo &
totalmente arbitraria, podendo ser tomada, por exemplo, no ponto que zera a funcéo)
como sendo a posicao de equilibrio na origem do sistema de coordenadas, temos que
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V(x) = %kxz. (04)

Note que a expressao acima impde uma energia potencial parabdlica (Fig. 2)
(WATARI, 2004), onde uma particula com determinado limiar de energia s6 podera
se mover em uma determinada amplitude (neste caso constante), em um movimento
oscilatorio (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2013).

vt

<€ >
X

Figura 2. Potencial elastico V(x) = kx*/2.

Fonte: Elaborado pelos autores desse trabalho.

Para nos convencermos um pouco mais sobre 0 movimento € possivel escrever
uma expressao que contenha todas as informacdes sobre a particula (NUSSENZVEIG,
2014). Mecanicamente é o Principio Fundamental da Dindmica que nos permite obter
isto, uma vez que

Fp = m—= = m¥, (05)

onde Fj é a soma das forgas resultantes que atuam sobre o sistema, para este
caso é apenas a forca restauradora da mola que faz o sistema se mover e, portanto

¥+ w?x =0, (06)

onde o =yk/m, & a frequéncia angular do movimento, a partir dela podemos
calcular a frequéncia f como a razdo w/2m. A expressdo acima é uma Equacéo
Diferencial Ordinaria de Segunda Ordem Homogénea Linear com Coeficientes
Constantes, que dadas duas condi¢des iniciais impde uma solucdo Unica e, com
isto, a determinacéo total da particula como uma fung¢do do tempo (passado e futuro)

Ciéncias Exatas e da Terra e a Dimensao Adquirida através da Evolugéo Tecnolégica 4 Capitulo 8



(SYMON, 1982). A EDO expressa na equagao (06) é facilmente resolvida, como uma
combinacao linear de senos e cossenos (BASSALO; CATTANI, 2009), de modo que

x(t) = Acos(wt) + B sen(wt) = Asen(wt + @), (07)

onde A e B sao parametros determinados pelas condi¢cdes de contorno e pelos
valores iniciais, isto é x(tg) = xo & x(tp) = vy.

Agora a grande duvida reside sobre o porqué de um sistema, relativamente
simples, ser imbuido como modelo central para todo um formalismo. Note entédo que,
caso um sistema possa ser descrito unicamente como funcéo da posicao, é possivel
estabelecer para o0 mesmo, uma funcéo potencial (KITELL; KNIGHT; RUDERMAN,
1973), de modo que V = V(x), contudo isto por si s6 ndo abre oportunidades para uma
generalizagdo de muitos sistemas a uma mesma abordagem.

Analisemos, portanto, uma fungcdo potencial analitica e arbitraria da posicéo,
através de uma Série de Taylor, a qual é dada matematicamente para uma funcéo
f (x) qualguer, como sendo

o0

D
GEDY —n’f )

n=0

(x = xp)", (08)

X=Xq

Onde representa a n-ésima derivada de em relacéo a . Assim sendo, o potencial
€ escrito como

dV(x)
Vix) =Vix,) + “dx

1d%v
(x—xg)+ET(;C) + - (09)

X=XD x=x—x|]

neste caso tomemos agora algumas considera¢des. Seja o sistema fisico tomado
em equilibrio estavel sofrendo pequenas oscilagbes, desse modo surgem algumas
consequéncias desta abordagem

i) A energia potencial em um ponto de referéncia pode ser tomada como sendo
igual a zero sem qualquer perda de generalidade, isto é V (x,) =0, pois para a
dindmica o que influencia € apenas a diferenca de potencial.

i) Como o sistema esta em equilibrio, entdo em X = X a fungdo possui um
ponto critico
dV(x)

dx

X=Xg

iii) E ndo apenas isto, mas o0 mesmo é um equilibrio estavel, no qual
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d*V (x)
dx?

=k >0,

X=Xp
Onde k é uma constante positiva definida.

iv) Além disso o fato de o sistema sofrer pequenas oscilagdes implica que
|x = xp| = 0, de modo que termos de grau 3 em diante s&o despreziveis e,
portanto, ndo contribuiram efetivamente na soma.

Combinando essas quatro consideragdes a equacéo (09), obtemos

x?, (10)

B3| =

Vix) = %k(x —xg)? =

onde “x corresponde a uma translacdo de eixos de coordenadas, tal que
X =X—Xqg

Note que a equacédo (10) implica que todo sistema fisico em equilibrio estavel
sofrendo pequenas oscilagdes, € um Oscilador Harménico. Esta afirmacéo, até mesmo
poética, evidencia todo o poder do formalismo, pois 0 que molda um sistema fisico é
sua energia potencial, tomada em sua forma geral para esta demonstracéo.

31 DISCUSSAO DE SISTEMAS FiSICOS

Pois bem, vimos aqui que o Oscilador Harmonico é teoricamente um modelo
primordial para o estudo de sistemas fisicos em equilibrio estavel sofrendo pequenas
oscilacOes. Eis entédo o seguinte questionamento natural: a aplicacao de tal formulagcao
€ tdo ampla assim, perpassando casos onde nao ha especificamente uma ‘massa’ e
uma mola’?

A seguir discutiremos a solug¢ao de quatro problemas interessantes, apresentando
ao final uma breve concluséo.

3.1 Sistema 1: Conta sobre um aro vertical em Movimento Circular e Uniforme
(MCU)

Seja uma conta (particula) de massa enfiada em um aro vertical fixo de raio r, no
qual desliza sem atrito, deslocando-se em torno do ponto mais baixo, de forma que o
angulo (fig. 3) permanece pequeno.

Note que o movimento da conta, em geral, € um movimento circular e, portanto,
pode ser feita a associacéao de um torque devido a forca peso. A definicdo de torque,

ou melhor, de seu médulo possui duas formula¢des equivalentes, em termo do angulo
.
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T =rFsen@, (11)

ou ainda
T = I{‘I, (12}

m
Figura 3. Representacéo do sistema 1.

Fonte: Elaborado pelos autores desse trabalho.
em que / € o momento de inércia da conta (I =mr?) e « é a sua aceleragéo
angular. Ilgualando as equagdes (11) e (12), obtemos
lae = rF sen@,

no entanto os valores de I e 8 sdo conhecidos, F é a forca peso,a = 6 € 8 < 1.

Logo
mr?d = —rmg#,
portanto
0+ w?6 =0, (13)

onde * = g/r. Note que a equacéo acima € idéntica & do Oscilador Harménico
Simples no qual ndo possui atrito e nem forgcas externas sobre o mesmo. A partir disso
podemos tomar a seguinte hipdtese, a conta pode ser tratada como tal para pequenas

oscilagoes.
Por fim, podemos calcular a frequéncia de tais oscilacoes, uma vez que
w
f= > (14)
portanto
1 |g
f=5-r (15)

3.2 Sistema 2: Fluido em um tubo com formato de “U”

Seja disposto um liquido de densidade p contido em um tubo em U de secéo
transversal A, e seja | o comprimento total da coluna liquida, assim a massa total
de liquido disposta é M = pAl. Este sistema é mais comum, aparecendo muito em
construcdes, nas quais 0 mestre de obras (ou um de seus funcionarios) utiliza uma
mangueira com agua para determinar o nivel de uma parede com base na variagdo do
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nivel da agua.

Em equilibrio, o liquido tem 0 mesmo nivel nos dois ramos, que tomamos como
nivel Z = 0 (fig. 4), correspondente a energia potencial I/ = 0. Se o nivel baixa de
uma altura z num ramo, subird de z no outro, consideremos que essa variacao €
pequena se comparada as dimensdes do problema.

Figura 4. Representacao do sistema 2.

Fonte: Elaborado pelos autores desse trabalho.
Dadas as informacdes ja citadas é possivel definir a energia potencial a qual o
fluido esta submetido ja que ha um ponto de referéncia. Neste caso U=U(z), onde z é

a altura relativa com a posicéo de equilibrio, cuja forma funcional é
U(z) = mgz,

importante frisar que estamos analisando apenas uma fracdo da massa total, a
equivalente & massa deslocada durante as oscilagdes e, portanto m = pAz. Desse
modo a energia potencial € dada por

U(z) = pAgz?, (16)

isto €, um potencial parabdlico, similar ao potencial restaurador do oscilador
harménico, note entdo que para este caso a ‘constante elastica’ seria dada por
k = 2pAg, equivalendo a uma taxa de crescimento da forgca de empuxo do fluido em
relacdo a variacado no nivel do mesmo.

Deste modo é possivel calcular a frequéncia natural de vibragcdo w, uma vez
conhecida uma expressao para Kk,

agora a massa é a massa total do fluido, pois supomos inicialmente que 0 mesmo
se desloca dentro do tubo de modo homogéneo. Desse modo

w? = 2% (17)

e, portanto, a frequéncia para pequenas oscilacbes é
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L |29 (18)

F=ox 7

observe que quanto maior for a coluna de agua, menor é a oscilacdo do
movimento, garantindo, por exemplo uma maior precisdo para a medida do nivel em
uma obra.

3.3 Sistema 3: Molécula diatomica

Um outro tipo de sistema interessante de estudarmos sdo as moléculas. Uma
molécula é formada por alguns atomos formando uma determinada estrutura, a qual
dara origem a diversas propriedades fisicas e/ou quimicas que podem ser essenciais
para a vida ou até mesmo Uteis para o desenvolvimento cientifico e/ou tecnoldgico.

Um dos exemplos mais simples de moléculas sdo as chamadas diatdmicas, pois
possuem apenas dois atomos em sua composi¢cao. Exemplos de moléculas diatbmicas
presentes no nosso dia a dia sdo o oxigénio (0z) e o nitrogénio (N;) que constituem
cerca de 99% da atmosfera terrestre.

Sabe-se que a energia potencial para a forca de interacdo entre dois atomos
numa molécula diatbmica tem a forma aproximada dada pelo potencial de Lennard-

Jones (CHIQUITO; ALMEIDA, 1999)
b

a
Vix) =—— x12’

X6 (19)

_l_

onde axaj e boag® sdo constantes positivas, @y é uma constante com
dimenséo de comprimento e é a distancia entre os atomos.

Utilizando um simulador grafico (Geogebra) e ferramentas béasicas do Calculo
Diferencial e Integral é possivel plotar o potencial em funcdo da posicéo. Ja que o
fator representa uma distancia entre &tomos entdo néo é necessario considerar o seu
sentido negativo. A figura 5 apresenta um esbog¢o desse potencial.

veof

.
" ?

Figura 5. Potencial de interagdo da molécula diatdmica com valores e .

Fonte: Elaborado pelos autores desse trabalho.
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Observando o grafico acima, notamos que ha um ponto de equilibrio estavel, em
X, € com isto como ja vimos na discussé&o tedrica deste escrito, 0 mesmo pode ser
visto como um oscilador harménico para pequenas oscilagdes em torno de Xy,.

Deste modo é possivel associar uma frequéncia natural de oscilacdo @y sob o
qual a particula executa um movimento oscilatério harmédnico. Note que, wg = k/m,
deste modo relembre que

d?V (x)
k=——7— , 20
22 (20)
X=Xp
a frequéncia natural de oscilacéo é
1 d?V(x)
2 _ 21
W0 T dx? ' 2D

deste modo, é essencial determinar a posicéo de equilibrio para determinar a
frequéncia natural e com isto a frequéncia para pequenas oscilagcbes em torno da
posicao de equilibrio. Para determinar Xy buscamos o ponto o qual a derivada da
funcdo é nula, desse modo

dV 0
dx '
com isto
6a 12b
xj a7
portanto, obtemos
5(2h
a

A frequéncia f pode ser obtida resolvendo a expressao abaixo

(23)

Diferenciando duas vezes o potencial e aplicando o ponto de equilibrio Xg,
obtemos que a frequéncia para pequenas oscilacdes em torno de Xp é

3a 2,0 3
3
f — — (_) . (2 1)

3.4 Sistema 4: Péndulo preso por uma mola

O péndulo da figura abaixo é formado por uma barra de massa desprezivel
e comprimento / com uma massa suspensa, ligada a barra em seu ponto médio
h&a uma mola horizontal de massa desprezivel e constante elastica k, com a outra
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extremidade fixa e relaxada quando o péndulo esta em equilibrio na vertical. Suponha
que a massa ganhe uma pequena velocidade no sentido de disposicdo da mola,
independentemente de seu movimento ser para a direita (esticando a mola) ou para
a esquerda (comprimindo a mola), havera o surgimento de uma forca restauradora
dada pela Lei de Hooke, se o sistema estiver isolado entdo o movimento se perpetuara
indefinidamente.

Pois bem, para resolver tal situacéo basta compreender que ha um balanco de
torques envolvidos, assim como o tratado no sistema , ha um torque gerado sobre o
péndulo devido a forca peso da massa, isto é

T, = —mglsent = —mglé,

e de um torque gerado pela forca elastica, dado por

IR (0) = K
o =~k (50) 35en (3) == -¢.

A Al B L AP P s

4

2

P i A i £ A AP
%»

8
2

me

Figura 5. Representacéo do sistema 4.
Fonte: Nussenzveig (2014).

Desse modo o torque resultante, T = 7, + T,, = 18, onde | € o0 momento de

inércia da particula e, portanto, I = ml?. Logo,
2

.. k
ml?8 = —mgld — —8,

4
ao reorganizamos a expressao obtemos
.. g k
9+9(—+—)=n, (25)
[ 4m

gue é a equacao de movimento do oscilador harménico na direcéo de crescimento
da variavel angular 8. Deste modo € possivel efetuar o céalculo da frequéncia de
pequenas oscilacdes e obter

1 kK
2

Yo (26)
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41 CONCLUSAO

Ao longo deste capitulo foi possivel notar a incrivel capacidade do oscilador
harménico de servir como modelo para descricdo de diversos sistemas fisicos
bastante diferentes do conhecido sistema massa-mola. Mostramos que qualquer
sistema fisico em equilibrio estavel sofrendo pequenas oscilagbes é um oscilador
harmonico. Além disso, obtemos a frequéncia de pequenas oscilacbes para alguns
exemplos especificos. De tal modo que o presente trabalho contribui para um ensino
de fisica mais contextualizado, tendo o potencial para ser empregado como material
complementar em cursos de Fisica e/ou Ciéncias correlatas em nivel de graduacgéao e
pds-graduacao.
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