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APRESENTAÇÃO

As obras As Engenharias frente a Sociedade, a Economia e o Meio Ambiente 
Volume 1, 2, 3 e 4 abordam os mais diversos assuntos sobre métodos e ferramentas 
nas diversas áreas das engenharias a fim de melhorar a relação do homem com o 
meio ambiente e seus recursos. 

O Volume 1 está disposto em 31 capítulos, com assuntos voltados a engenharia 
do meio ambiente, apresentando processos de recuperação e reaproveitamento de 
resíduos e uma melhor aplicação dos recursos disponíveis no ambiente, além do 
panorama sobre novos métodos de obtenção limpa da energia.

Já o Volume 2, está organizado em 32 capítulos e apresenta uma vertente ligada 
ao estudo dos solos e aguas, com estudos de sua melhor utilização, visando uma 
menor degradação do ambiente; com aplicações voltadas a construção civil de baixo 
impacto.

O Volume 3 apresenta estudos de materiais para aplicação eficiente e econômica 
em projetos, bem como o desenvolvimento de projetos mecânico e eletroeletrônicos 
voltados a otimização industrial e a redução de impacto ambiental, sendo organizados 
na forma de 28 capítulos.

No último Volume, são apresentados capítulos com temas referentes a engenharia 
de alimentos, e a melhoria em processos e produtos.

Desta forma um compendio de temas e abordagens que facilitam as relações 
entre ensino-aprendizado são apresentados, a fim de se levantar dados e propostas 
para novas discussões em relação ao ensino nas engenharias, de maneira atual e 
com a aplicação das tecnologias hoje disponíveis. 

Boa leitura

Henrique Ajuz Holzmann
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SIMULAÇÃO NUMÉRICA DE MODELO 
ELASTOPLÁSTICO EM ROCHA CARBONÁTICA 

CARSTIFICADA

CAPÍTULO 2

Rayane Conceição Ribeiro da Silveira 
Mattos

Universidade Federal de Pernambuco
Recife - Pernambuco

Daniel Araújo Farias de Melo
Universidade Federal de Pernambuco

Recife - Brasil

Marinésio Pinheiro de Lima
Universidade Ferderal de Pernambuco
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 Recife – Brasil

RESUMO: Ao longo dos anos inúmeras 
pesquisas vêm sendo realizadas dentro do 
contexto da engenharia de petróleo com o 
intuito de realizar análises mais realistas de 
cenários de produção. No que se refere aos 
reservatórios carbonáticos, além das fraturas, 
um sistema cárstico pode desempenhar um 
papel importante no escoamento de fluidos no 
interior do reservatório. Portanto, o estudo da 
geração de carste e o mecanismo de colapso 

associado é de grande importância para o 
entendimento da disposição e interação das 
feições cársticas no interior do reservatório. 
Desta forma, este trabalho tem como objetivo 
fazer uma simulação numérica do colapso 
de um depósito carbonático cárstico através 
do método dos elementos finitos. A proposta 
trata-se de um cenário carbonático fictício 
com carstes bem desenvolvidos e não 
preenchidos, sobreposto por quatro camadas 
rochosas de propriedades distintas, com 
uma sobrecarga de 13 MPa, representando o 
soterramento das camadas. Na simulação foi 
utilizado o programa in house de elementos 
finitos CODE_BRIGHT considerando para as 
camadas rochosas envolvidas o modelo elasto-
plástico de Mohr-Coulomb com regularização 
viscosa de Perzyna. A formação do carste foi 
modelada empregando-se um algoritmo de 
escavação da região considerando, em uma 
abordagem mecânica e em deformação plana, a 
representação de um processo de dissolução da 
rocha carbonática. Observou-se os processos 
de plastificação no entorno das três cavidade 
devido a concentração de tensões. Também foi 
verificado o arqueamento das tensões na rocha 
e zonas potenciais de fraturamento por tração e 
cisalhamento, o que foi mais evidenciado com o 
emprego de um modelo de softening. 
PALAVRAS-CHAVE: Carste, Colapso, 
Plasticidade, Simulação Numérica.



As Engenharias frente a Sociedade, a Economia e o Meio Ambiente 3 Capítulo 2 11

ABSTRACT: Over the years, lots of researches have been carried out within the context 
of petroleum engineering in order to came up with realistic analyzes of production 
numerical scenarios. Regarding carbonate reservoirs, in addition to fractures, a karst 
system can have great importance in the flow system into the reservoir. Therefore, the 
study of karst formation and its associated collapse mechanism is of indispensable 
to the understanding of the arrangement and interaction of karstic features within the 
reservoir. Following this context, this work aims to present a numerical simulation of 
the collapse of a karstic carbonate deposit through the finite element method. The 
proposal is a fictitious carbonate scenario, which has well developed and unfilled karst, 
with four rock layers of distinct properties, with an overload of 13 MPa, representing the 
rearrangement of layers. In the simulation, the in-house program of CODE_BRIGHT 
finite elements was used considering the rocky layers with the elasto-plastic model of 
Mohr-Coulomb with viscous Perzyna regularization. The formation of the karst was 
modeled using an algorithm of excavation of the region considering, in a mechanical 
approach and in plan deformation, which represents a process of dissolution of the 
carbonate rock. It was observed that the plastification processes in the surroundings 
of all three karsts due to the concentration of tensions. It was also noticed the arching 
of stress in the rock and potential areas of fracturing by traction and shear, which was 
more evidenced with the use of a softening model.
KEYWORDS: Karst, Collapse, Plasticity, Numerical Simulation.

1 | 	INTRODUÇÃO

Durante o processo de extração do petróleo o reservatório sofre alterações no 
seu estado de tensões inicial devido à alteração do campo de pressão, temperatura e 
saturação, levando à alterações das propriedades permoporosas da rocha. Referindo-
se a rochas carbonáticas, existe uma dificuldade de previsão da variação da porosidade 
e permeabilidade nesse tipo de reservatório. Além disso, a elevada sensibilidade 
química dos carbonatos é um fator importante neste modelo de depósito, porque 
esse fato resulta numa dinâmica de dissolução, reprecipitação e neomineralização 
por toda a extensão do reservatório. Portanto, em razão da natureza reativa dessas 
rochas aos fluidos circulantes e a sua alta tendência à formação de carste, existe um 
grande interesse da indústria do petróleo em estudar esses depósitos carsticos. O 
carste é produzido por um processo de dissolução da rocha, geralmente carbonática 
ou evaporítica, levando à formação de cavidades. O processo de carstificação se dá 
comumente pela ação da água da chuva que infiltra na formação (carste epigênico) 
como também pela ação de fluidos subterrâneos hidrotermais ascendentes (carste 
hipogênico). O evento acontece em escalas variadas, desde o poro até a ocorrência 
de cavernas (Drew, 1985). Segundo Martini (1979) e Klimchouk (2009), no processo 
de carstificação, a porosidade secundária, representada por planos de acamamento, 
juntas, falhas e outras descontinuidades é muito relevante no fenômeno. Vários 
acidentes, como confinamento de ferramentas e desabamento de intervalos de poços, 
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podem acontecer durante a produção.
Reservatórios carbonáticos com presença de feições carsticas podem, portanto, 

favorecer a produção do óleo devido ao aumento da porosidade global do reservatório 
com a casrtificação da rocha bem como a permeabilidade associada também ao sistema 
de fraturas que os conectam. Porém, é de grande relevância o estudo do comportamento 
mecânico deste tipo de rocha uma vez que as deformações podem oferecer riscos ou 
benefícios à produção, especialmente no que se refere à compactação diferencial 
(heterogênea) promovida pela variação espacial das propriedades elásticas da rocha 
pelas zonas de carste (Nadeau & Ehrenberg, 2006; Gale & Gomes, 2007; Silva, 2011; 
Jeanne et al., 2012).

O sistema cárstico em rochas carbonáticas geralmente leva à formação de uma 
região de colapso cuja geometria depende diretamente de fatores locais como o estado 
de tensões e suas direções, a existência e direções de falhas e fraturas e a extensão 
da camada carbonática onde o processo de carstificação ocorre, entre outros.

Loucks (1999) discute que reservatórios carbonáticos com presença de sistema 
de carste apresentam uma heterogeneidade maior que no caso de carste isolados, 
uma vez que as zonas de colapso são mais frequentes e levam a uma interconexão 
entre as cavernas (no caso de carste nessa ordem de escala).

Nos eventos de colapso, novas fraturas se desenvolvem não só no teto das 
cavidades como também nas zonas entre estas que podem evidenciar a sua 
comunicação. Portanto, o estudo do colapso de uma região com feições carsticas, 
e da interação entre diferentes cavidades, se mostra relevante para a predição da 
região influenciada por esse processo. Isto pode subsidiar a estimativa de zonas de 
porosidade e permeabilidade diferenciada dentro do reservatório carbonático.

Uma alternativa para este tipo de estudo, além das atividades de caracterização e 
modelagem geológica baseada em dados geofísicos, de testemunho e de afloramentos 
análogos, é a modelagem numérica ao se empregar modelos matemáticos adequados 
para uma simulação fisicamente aproximada do problema.

Em face do que foi exposto, e em virtude do crescimento das atividades 
produtoras de petróleo em depósitos carbonáticos, este trabalho tem como objetivo 
fazer uma simulação numérica de um modelo mecânico elastoplástico do colapso de 
um depósito carbonático cárstico através do Método dos Elementos Finitos (MEF), 
para melhor compreensão do fenômeno geotécnico que envolve este processo.

2 | 	METODOLOGIA

O cenário sintético criado representa um depósito carbonático com três cavidades 
bem desenvolvida e não preenchidas, sobreposta por quatro camadas rochosas de 
diferentes litologias. Para isso foi empregada uma malha de elementos finitos tipo 
triângulo linear, não estruturada, com 9639 nós e 19002 elementos (Figura 1). O 
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domínio é submetido a uma condição edométrica, ou seja, as faces laterais e base são 
restringidas quanto ao deslocamento na direção normal e na face superior é prescrita 
uma tensão vertical de 13 MPa representando o soterramento da camada. Foram 
criadas as geometrias das cavidades, com cerca de 10 metros da abertura lateral e 6 
metros de altura dispostas de forma aleatória entre si.

Figura 1 - Malha de elemetos finitos.

Os parâmetros geomecânicos das rochas encontram-se listados na Tabela 1, as 
camadas foram enumeradas em ordem crescente de cima para baixo. O material do 
interior das cavidades é o mesmo da camada carbonática (Rocha 5).

Rocha c 
(MPa)

φ
(°)

E 
(GPa) ν η 

(%)
1 3,17 23 10,4 0,30 15
2 4 23 8,0 0,15 16
3 2 30 9,5 0,30 26
4 3.17 23 10,4 0,30 15
5 4 23 8,0 0,15 16

Tabela 1 - Parâmetros Geomecânicos das Rochas.

Onde c é a coesão, φ o ângulo de atrito, E o módulo de elasticidade, ν o coeficiente 
e Poisson e η a porosidade da rocha.

A simulação numérica foi realizada utilizando o programa in house de elementos 
finitos CODE_BRIGHT (COupled DEformation, BRine, Gas and Heat Transport). O 
modelo elasto-plástico adotado foi o de Mohr-Coulomb com regularização viscosa de 
Perzyna. No primeiro momento foi gerado um estado de tensão inicial no modelo, 
posteriormente aplicou-se um algoritmo de escavação na região, em uma abordagem 
mecânica e em deformação plana, representando o processo de dissolução da rocha 
carbonática.

Foram empregados os modelos de plasticidade perfeita e de plasticidade com 
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softening e comparados os múltiplos efeitos da plastificação em cada caso.

3 | 	FORMULAÇÃO MATEMÁTICA

3.1	Equações do Problema Mecânico

Para analisar o comportamento mecânico do meio em questão, é necessário 
observar suas condições de equilíbrio, cinemáticas e constitutivas. A equação do 
equilíbrio de tensões é dada pela Equação 1, onde σ representa o tensor de tensões 
e b representa as forças de corpo do material.

As Equações 2 e 3 representam as condições de contorno de Dirichlet e 
Neummann, respectivamente. 

Onde nΓ é o vetor normal ao contorno Γ e u* e t* são os valores prescritos de 
deslocamentos e cargas nos contornos Γu e Γt, respectivamente.

As restrições cinemáticas relacionam os deslocamentos u, ocorridos devido a 
variações no estado de tensões, com as deformações ε, conforme Equação 4.

A relação entre tensão e deformação consiste em um modelo constitutivo 
elastoplástico definido por função de fluência F(σ,k), obtida em função das tensão e 
dos parâmetros plásticos do material. O valor da função de fluência identifica o tipo do 
comportamento do material, como ilustra a Figura 2.
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Figura 2 – Curva de função de fluência. Fonte: (Adaptado de Potts & Zdravkovic, 1999).

No regime elástico, tensões e deformações são relacionadas através do tensor 
elástico De. No regime elastoplástico, Dep relaciona as tensões e deformações conforme 
a Equação 5. Segundo Abbo (1997) e Gomes et al. (2006), este tensor é determinado 
em função do tensor elástico e dos gradientes da função de fluência F(σ,k) e do 
potencial plástico P(σ,m), com relação ao estado de tensões, ao multiplicador Δλ e ao 
gradiente da função de fluência com relação às variáveis de história k (apud Gomes 
et al., 2009).

Aqui é adotada a regularização viscosa da plasticidade por meio do modelo 
viscoplástico de Perzyna, pois, neste modelo, o estado de tensões pode assumir 
valores que ultrapassem a superfície de fluência. Sua regra de fluxo é dada pela 
Equação (6), resultado da adaptação da regra de fluxo utilizada na análise plástica 
por meio do multiplicador λ, representado na Equação (7), onde μ é o parâmetro de 
viscosidade (Gomes et al., 2009).

Onde εvp é a parcela de deformação viscoplástica que é somada a uma parcela de 
deformação elástica para resultar na deformação total utilizada no modelo de Perzyna.

Análogo ao que acontece para plasticidade associada, quando consideramos 
a viscoplasticidade perfeita, a função potencial P(σ,q) iguala-se à função de fluência 
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F(σ,q). O modelo de Perzyna considera a adoção de uma nova matriz tangente D•• em 
função do gradiente de deformação viscoplástica, seguindo pela aplicação na equação 
discretizada de equilíbrio de tensões.

O critério de Mohr-Coulomb (Equação 8) foi o adotado no modelo de plastificação. 
Esta equação resulta em uma superfície piramidal de base pentagonal irregular, como 
mostra a Figura 3, e envolve também os dados de resistência c e φ, coesão e ângulo 
de atrito, respectivamente (Abbo, 1997; Potts & Zdravkovic, 1999; Gomes et al., 2009).

Onde p, J e θ são os invariantes de tensão definidos como tensão média, 
desviadora e ângulo de Lode, respectivamente.

Figura 3 – Superfície de fluência de Mohr-Coulomb no espaço de tensões principais. Fonte: 
(Adaptado de Potts & Zdravkovic, 1999).

3.2	Plasticidade com Softening

O modelo de softening pode ser descrito por uma diminuição na superfície de 
fluência com o aumento da deformação plástica (Figura 4), que por sua vez é relacionada 
ao parâmetro k (Fjaer et al., 2008). Seguindo o carregamento mostrado na Figura 4.b, 
para o modelo de softening e de plasticidade perfeita, a superfície de fluência inicial 
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é atingida no ponto b. Uma vez atingida essa superfície de fluência iniciam-se as 
deformações plásticas e a superfície diminui. Se, durante as deformações plásticas, o 
material for descarregado, o mesmo se comportará elasticamente, conforme a trajetória 
c-d da Figura 4.b. Se carregado novamente, o seguimento de descarregamento c-d 
será retraçado até a rocha encontrar a nova superfície de fluência, no ponto c. Como 
se percebe na Figura 4.a, a superfície de fluência será, portanto, menor do que a 
inicial.

Figura 4 – Comportamento de um material elastoplástico com softening. (a) Comportamento da 
superfície de fluência e (b) Comportamento da tensão versus deformação. Fonte: (Adaptado de 

Potts & Zdravkovic, 1999).

Segundo Potts & Zdravkovic (1999), no modelo de Mohr-Coulomb, os parâmetros 
de resistência, coesão (c) e ângulo de atrito (φ) variam linearmente com as deformações 
plásticas desviadoras acumuladas. Esta relação é mostrada na Figura 5.

Figura 5 – Lei de hardening/softening para (a) coesão e (b) ângulo de atrito. Fonte: (Adaptado 
de Potts & Zdravkovic, 1999).

Como se vê na Figura 5, existem três tipos de comportamento. Na zona 1, 
os parâmetros de resistência aumentam linearmente dos valores iniciais para o 
valores de pico, registrando, portanto, um comportamento de hardening. Na zona 2, 
esses parâmetros permanecem constantes e igual aos valores de pico, ilustrando a 
plasticidade perfeita. Já na zona 3, adotada neste trabalho, a coesão e o ângulo de atrito 
diminuem linearmente dos valores de pico para o valores residuais, caracterizando o 
comportamento de softening. 
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4 | 	RESULTADOS

Os resultados foram obtidos para os modelos de plasticidade perfeita e plasticidade 
com softening. Para alguns resultados foram analisados os resultados nos pontos 1 e 
2, identificados na Figura 6, em ambos os modelos.

Figura 6 – Identificação dos pontos analisados.

4.1	Tensões

Nas Figuras 7 e 8, encontram-se os valores das tensões cisalhantes resultantes 
dos processos de plastificação dos modelos de softening e plasticidade perfeita, a 
convenção de sinais adotada é de positivo para tração e negativo para compressão. 
Ambos os modelos apresentam zonas de cisalhamento com considerável nível de 
tensão cisalhante, equivalente entre eles, porém o modelo com softening caracteriza 
melhor essas zonas, inclusive dando uma melhor indicação de propagação destas 
zonas para as camadas acima da rocha carbonática bem como para a interação entre 
as cavidades.

Figura 7 – Tensão de cisalhamento com Plasticidade Perfeita (tempo = 2x107 s).

Figura 8 – Tensão de cisalhamento com softening (tempo = 2x107 s).
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Nas Figuras 9 e 10, são ilustrados os valores das tensões verticais resultantes. 
Nota-se que para a região sobre e sob o teto e base das cavidades há a formação de 
uma zona de tração (dada por tensões positivas) enquanto que entre as cavidades 
há uma concentração de tensões verticais de compressão, com magnitude bastante 
superior às tensões de tração. Isto consiste no efeito do alívio de tensões e perda de 
suporte da região devido ao processo de carstificação representado pela simulação 
da escavação ao longo de tempo. É importante também verificar que em ambos os 
casos há uma concentração de tensões de compressão na região entre os carstes, 
representando de forma adequada a distribuição de tensões em um sistemas de 
câmaras e pilares.

No caso em que se considera o modelo de softening, observa-se uma maior 
projeção das tensões de tração nas camadas acima.

Figura 9 – Tensão Vertical com Plasticidade perfeita (tempo = 2x107 s).

Figura 10 – Tensão Vertical com softening (tempo = 2x107 s).

Na Figura 11 também é possível ver os efeitos do modelo viscoplástico de 
Perzyna, onde as tensões assumem valores que excedem a superfície de fluência, 
tanto no modelo com plasticidade perfeita como no de Softening. 
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Figura 11 – Trajetória de tensões no ponto 2, com a envoltória de tensões máximas admissíveis.

4.2	Evolução das Deformações Plásticas e Porosidade

As deformações plásticas encontram-se ilustradas nas Figuras 12 e 13, 
observando-se uma zona de ruptura, através das deformações plásticas, melhor 
definida no modelo de softening. Verifica-se também a tendência de comunicação 
entre as cavidades (carste). 

Figura 12 – Deformação plástica para modelo de plasticidade perfeita (tempo = 2.7x107 s).

Figura 13 – Deformação plástica para modelo de plasticidade com softening (tempo = 2x107 s).

Nas Figuras 14 a 15 são ilustrados, para cada modelo, os valores das deformações 
plásticas e da porosidade ao longo do tempo, respectivamente, para o ponto 1.
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Figura 14 – Evolução das deformações plásticas no ponto 1 para os modelos de Plasticidade 
perfeita e softening.

Figura 15 - Evolução das porosidades no ponto 1 para os modelos de Plasticidade perfeita e 
softening.

Nas Figuras 16 e 17 são ilustrados, para cada modelo, os valores da deformação 
plástica e porosidade ao longo do tempo, respectivamente, para o ponto 2.

Figura 16 – Evolução das deformações plásticas no ponto 2 para os modelos de Plasticidade 
perfeita e softening.
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Figura 17 - Evolução das porosidades no ponto 2 para os modelos de Plasticidade perfeita e 
softening.

A partir das Figuras 14 e 16, verifica-se que para o modelo de plasticidade perfeita 
a rocha apresenta um comportamento elástico por um maior período. Nas Figuras 15 
e 17 podemos observar um aumento na porosidade caracterizando o fenômeno de 
dilatância, ocorrido devido a concentração de tensões cisalhantes.

4.3	Deslocamentos e Subsidência 

Nas Figuras 18 e 19 observam-se os resultados dos deslocamentos verticais 
devido ao processo de formação dos carstes. Os deslocamentos observados no gráfico 
da Figura 20 correspondem a subsidência ocorrida no topo da formação. Portanto, 
através destes perfis, pode-se ter uma estimativa do contorno da dolina formada 
pelo colapso deste sistema cárstico. Como ilustrado, no modelo de plasticidade 
com softening os efeitos do processo de plastificação e intercomunicação entre as 
cavidades são mais intensos. 

Figura 18 – Deslocamento Vertical com malha deformada (Fator 25) com Plasticidade Perfeita 
(tempo = 2x107 s).
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Figura 19 – Deslocamento Vertical com malha deformada (Fator 25) com softening (tempo = 
2x107 s)

Figura 20 –  Deslocamentos verticais no topo da formação (tempo = 2x107 s).

4.4	Evolução dos Parâmetros de Resistência: coesão e ângulo de atrito	

De acordo com modelo de softening, os valores dos parâmetros de resistência da 
rocha, coesão e ângulo de atrito, variam com o aumento das deformações plásticas. 
Essa variação, para cada ponto especificado, pode ser observada nas Figuras 21 e 22, 
dado que a diminuição nos valores desses parâmetros ocorre no mesmo tempo em que 
se iniciam as deformações plásticas, conforme Figuras 14 e 16. Esse comportamento 
se mostrou coerente com o apresentado na Figura 5.

Figura 21 – Evolução da coesão com o tempo.
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Figura 22 – Evolução do ângulo de atrito com o tempo.

Na figura 23, encontram-se ilustrados os valores de coesão para as diferentes 
camadas do cenário. As deformações plásticas, na camada 5, são caracterizadas 
por uma região de menor coesão devido ao fenômeno de softening. Novamente se 
observa a tendência de comunicação entre os cartes, justificada pela concentração de 
tensões nessa região, como apresentado em 4.1.

Figura 23 – Valores de coesão para o modelo de plasticidade com softening.

5 | 	CONCLUSÕES

Foi possível perceber nos modelos de plasticidade perfeita e plasticidade com 
softening regiões de plastificação no entorno dos carstes, evidenciadas nas Figuras 12 
e 13, e comprovado através dos gráficos de evolução da deformação plástica (Figuras 
14 e 16).

Observou-se uma tendência de comunicação pela ruptura por cisalhamento 
entre as cavidades, representada pela zona de deformação plástica e de tensões 
cisalhantes e evidenciada pelo aumento da porosidade e redução da coesão e ângulo 
de atrito. Ao se considerar o modelo elastoplástico de Mohr Coulomb empregando 
uma lei de softening, chegou-se a uma resposta tensão deformação mais realista, com 
uma melhor definição da região de ruptura e sua influência sobre as demais camadas.

A regularização viscosa da plasticidade, através do modelo viscoplástico de 
Perzyna, permitiu avaliar a resposta mecânica após a ruptura em uma condição de 
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redistribuição de tensões.
Verificou-se que o colapso associado a um sistema cárstico tem forte influência 

sobre a configuração mecânica e hidráulica da formação geológica, implicando em 
uma heterogeneidade importante a ser considerada no modelo de reservatório. A 
interação entre as cavidades, nas condições geométricas e de contorno modeladas, 
foi observada.
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