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APRESENTAÇÃO

As obras As Engenharias frente a Sociedade, a Economia e o Meio Ambiente 
Volume 1, 2, 3 e 4 abordam os mais diversos assuntos sobre métodos e ferramentas 
nas diversas áreas das engenharias a fim de melhorar a relação do homem com o 
meio ambiente e seus recursos. 

O Volume 1 está disposto em 31 capítulos, com assuntos voltados a engenharia 
do meio ambiente, apresentando processos de recuperação e reaproveitamento de 
resíduos e uma melhor aplicação dos recursos disponíveis no ambiente, além do 
panorama sobre novos métodos de obtenção limpa da energia.

Já o Volume 2, está organizado em 32 capítulos e apresenta uma vertente ligada 
ao estudo dos solos e aguas, com estudos de sua melhor utilização, visando uma 
menor degradação do ambiente; com aplicações voltadas a construção civil de baixo 
impacto.

O Volume 3 apresenta estudos de materiais para aplicação eficiente e econômica 
em projetos, bem como o desenvolvimento de projetos mecânico e eletroeletrônicos 
voltados a otimização industrial e a redução de impacto ambiental, sendo organizados 
na forma de 28 capítulos.

No último Volume, são apresentados capítulos com temas referentes a engenharia 
de alimentos, e a melhoria em processos e produtos.

Desta forma um compendio de temas e abordagens que facilitam as relações 
entre ensino-aprendizado são apresentados, a fim de se levantar dados e propostas 
para novas discussões em relação ao ensino nas engenharias, de maneira atual e 
com a aplicação das tecnologias hoje disponíveis. 

Boa leitura

Henrique Ajuz Holzmann
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MÉTODO DE OTIMIZAÇÃO TOPOLÓGICA PARA O 
PROJETO DE MODELOS DE BIELAS E TIRANTES

CAPÍTULO 11

Jamile Maria Araujo Tavares
Universidade Federal de Sergipe

São Cristóvão - SE

Rejane Martins Fernandes Canha
Universidade Federal de Sergipe

São Cristóvão - SE

RESUMO: A segurança das estruturas e a 
qualidade das construções dependem do 
método de dimensionamento utilizado pelo 
projetista. Para as regiões com descontinuidades 
geométricas e/ou estáticas (regiões D), o 
Modelo de Bielas e Tirantes apresenta-se 
como uma ferramenta para o dimensionamento 
e detalhamento dessas regiões. Entretanto, 
ainda não existe um consenso nas normas 
de estruturas de concreto e as informações 
são incompletas em algumas delas, como a 
definição da resistência e dimensões das bielas 
e dos nós em algumas peças. O Modelo de 
Bielas e Tirantes que partiu do modelo de treliças 
de Ritter e Mörsch, através dos trabalhos de 
Schäfer e Schlaich, fornece a possibilidade de 
dimensionar estruturas sem o empirismo que 
por vezes é utilizado devido a inexperiência do 
projetista e a falta de resultados experimentais. 
Já a Otimização Topológica é utilizada para se 
obter um modelo de bielas e tirantes eficiente 
na construção e economicamente viável. 
Assim, foi realizada uma modelagem numérica 

utilizando o Método de Otimização Topológica 
para a obtenção de Modelos de Bielas e Tirantes 
viáveis para efeitos de projeto.
PALAVRAS-CHAVE: Otimização Topológica; 
Elementos Finitos; Bielas e Tirantes; Concreto 
Armado.

ABSTRACT: The safety of structures and 
the quality of constructions depends on the 
sizing method used by the designer. For 
regions with geometric discontinuities and/
or static (D regions), the Strut and Tie Model 
is a tool for sizing and detailing these regions. 
However, there is still no consensus on the 
norms of concrete structures and information 
is incomplete in some of them, such as the 
definition of resistance and dimensions of the 
connecting rods and knots in some parts. The 
Strut and Tie Model, which started from the truss 
model of Ritter and Mörsch, through the works 
of Schäfer and Schlaich, provides the possibility 
of sizing structures without the empiricism that is 
sometimes used due to the inexperience of the 
designer and the lack of experimental results. 
The Topological Optimization is used to obtain a 
strut and tie model that is efficient in construction 
and economically feasible. Thus, a numerical 
modeling was performed using the Topological 
Optimization Method to obtain feasible Strut 
and Tie Models for design purposes.
KEYWORDS: Topological Optimization; Finite 
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Elements; Strut and Tie; Reinforced Concrete.

1 | 	INTRODUÇÃO

As estruturas podem ser divididas em regiões B, o termo vem de “Beam”, onde 
a teoria das vigas é aplicada e em regiões D, “Descontinuous”, que são locais de 
descontinuidade onde a mesma teoria não é aplicada apesar de ambas as regiões 
serem adjacentes (WIGHT e MACGREGOR, 2012).

As regiões podem ser descontínuas devido a descontinuidades geométricas, 
proximidades com furos, mudanças abruptas na seção e direção, ou por 
descontinuidades estáticas como a aplicação de cargas concentradas, reações e 
presença de articulações. Essas regiões eram dimensionadas pelo conhecimento 
empírico e pelas “boas práticas”, até os estudos de Schlaich (WIGHT e MACGREGOR, 
2012). A Figura 1 apresenta essas regiões.

Figura 1. Regiões-B e regiões-D
Fonte: (Wight e MacGregor, 2012)

Na engenharia os problemas de difíceis soluções, como os das regiões D, 
podem ser resolvidos através do Método dos Elementos Finitos (MEF). Esse método 
consiste basicamente em substituir um problema difícil por diversos problemas 
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menores, que podem ser resolvidos para então obter uma resolução aproximada de 
tal. Cada elemento de pequena dimensão na qual o problema inicial foi discretizado é 
denominado de Elemento Finito. Esses elementos estão interconectados por nós onde 
é possível obter soluções aproximadas e onde as equações de equilíbrio podem ser 
estabelecidas. Dentro do elemento finito são feitas interpolações por funções simples, 
que possibilitam resultados aproximados a partir das soluções dos nós que contornam 
cada elemento (Souza, 2004).

Algumas Normas estrangeiras recomendam o MEF para a análise das estruturas, 
são exemplos o CEB-FIP Model Code (1993), nos seus itens 5.5, 5.6 e 5.7, a norma 
canadense CSA (1994), EUROCODE 2 (1999), a norma espanhola EHE (1999) de 
modo implícito. Enquanto a norma brasileira NBR 6118 (2003) recomenda o MEF de 
modo explícito para elementos especiais do tipo paredes com furo na alma, e de modo 
implícito para consoles, dentes gerber e vigas-parede, mas não fornece meios para o 
desenvolvimento de projetos com o uso da metodologia (Souza, 2004).

Atualmente a norma brasileira NBR 6118 (2014) no seu item 14 - Análise 
estrutural, recomenda que a análise estrutural linear ou não-linear seja realizada por 
algum método numérico como os métodos das diferenças finitas, elementos finitos ou 
elementos de contorno. O mesmo acontece no item 22 – Elementos especiais, onde 
a norma aborda brevemente o Método de Bielas e Tirantes e recomenda o uso do 
Método dos Elementos Finitos para o cálculo de vigas paredes.

Ainda de acordo com Souza (2004), para a análise de estruturas de concreto, 
o MEF pode ser visto como um rival do Método das Bielas e Tirantes, porém são as 
análises elásticas do MEF que possibilitam o encaminhamento das forças no interior 
da estrutura para a construção dos modelos de bielas e tirantes sem empirismo.

O Modelo das Bielas e Tirantes partiu da analogia da treliça de Ritter e Mörsch. 
Nesse modelo admite-se que os tirantes estejam escoados antes do concreto chegar 
a ruptura, por isso é fundamentado no Teorema do Limite Inferior da Teoria da 
Plasticidade (Souza, 2004).

Foi com os trabalhos de Schäfer e Schlaich que o Modelo das Bielas ganhou 
impulso, segundo Souza (2004). Eles propuseram simplificações para a resistência 
das escoras e das regiões nodais, de modo que critérios para o dimensionamento de 
estruturas de concreto com descontinuidades estáticas ou geométricas puderam ser 
possíveis.

Para esse modelo, as bielas são os elementos comprimidos do concreto enquanto 
os tirantes são os elementos tracionados que possuem armaduras localizadas 
na direção da sua tração. Eventualmente, podem surgir tirantes no concreto para 
possibilitar o equilíbrio nos nós do modelo. A determinação das tensões é realizada 
através de fluxos no processo do caminho de carga (Silva, 1991).

Ainda de acordo com Silva (1991), a geometria do modelo depende dos tipos 
de ações atuantes, ângulos entre bielas e tirantes, área de aplicação das ações e 
reações, número de camadas da armadura e cobrimento da armadura.
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Na aplicação do modelo são definidas as regiões B e D. As regiões contínuas 
onde as hipóteses de Bernoulli são válidas são chamadas de “B”, enquanto as 
descontínuas onde as hipóteses de Bernoulli não são válidas de “D”. Nas regiões D a 
distribuição de tensões é não-linear e são produzidas por descontinuidades estáticas 
e/ou geométrica, nelas o fluxo interno de tensões é representado pelo modelo de 
bielas e tirantes (Silva, 1991).

Em projetos deve-se primeiramente, realizar a análise estrutural para dividir a 
estrutura em regiões B e D. As regiões B podem ser projetadas por modelos de treliça 
e as regiões D a partir dos esforços solicitantes no seu contorno. Os modelos são 
geralmente bidimensionais, para isso pode-se subdividir as estruturas em seus planos 
individuais (Silva, 1991).

O fluxo de cargas, através do processo do caminho de carga, sistematiza o modelo 
de bielas e tirantes. A região a ser modelada deve estar em equilíbrio externo, caso 
haja ação distribuída esta deve ser substituída por forças equivalentes concentradas, 
o caminho de carga é construído entre a ligação das cargas externas com as reações e 
são feitos pelo menor percurso possível sem se interceptarem. Em seguida o caminho 
de carga deve ser substituído por linhas de um polígono, essas linhas serão as bielas 
e os tirantes, também são adicionadas linhas para equilibrar os nós (Silva, 1991). A 
Figura 2 apresenta essas etapas do modelo.

Figura 2. Aplicação do processo de caminho de carga
Fonte: (Silva, 1991)

Apesar da atual aceitação do Modelo de Bielas e Tirantes, existem problemas que 
impedem sua aplicação e automatização. Problemas como a influência do projetista 
estrutural para tornar o modelo aplicável, a dificuldade de avaliar se uma topologia 
representa o fluxo de tensões de modo realista e de qualificar o desempenho de cada 
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modelo possível, podem ser resolvidos através da Otimização Topológica (Pantoja et 
al., 2010).

Segundo Souza (2004), a otimização topológica ainda é pouco difundida na 
engenharia civil e na engenharia estrutural o seu uso ainda está no início. A otimização 
topológica produz treliças, logo é natural que se pense em representá-la no modelo 
de bielas e tirantes. Para obter esse modelo o material da estrutura a ser otimizada é 
distribuído de modo que leve a obtenção da máxima rigidez.

Um inconveniente que pode ocorre ao obter a otimização pela máxima rigidez 
é que as armaduras são dispostas aleatoriamente o que dificulta a sua aplicação em 
obras. Mas esse problema pode ser resolvido com o emprego do uso de um padrão 
discreto na forma de reticulado (Souza, 2004).

Uma das alternativas para a otimização topológica é o modelo de elasticidade 
plana com otimização evolutiva, consiste em realizar sucessivas análises elásticas 
através do MEF, a cada iteração os elementos menos carregados são eliminados a 
partir de uma comparação entre a máxima tensão de Von Mises e a tensão atuante 
no elemento, a iteração segue até que todos os elementos superem o critério. O 
fundamento desse modelo está na eliminação das zonas com menores tensões, logo 
menos aproveitadas, até que a estrutura esteja em um estado ótimo (Souza, 2004).

De acordo com Bendsøe e Sigmund (2003), a otimização topológica tem 
por objetivo encontrar um layout ótimo para uma estrutura dentro de uma região 
especificada. Para isso são conhecidas as cargas aplicadas, as condições de apoio, o 
volume e possíveis restrições na geometria como vazios, seu tamanho e localização. A 
estrutura é definida por funções com parâmetros que representam a matriz de rigidez 
do contínuo, então para alcançar o layout ótimo são escolhidos parâmetros adequados.

Ainda em Bendsøe e Sigmund (2003), é apresentado como determinar um 
desenho na sua forma ideal, isso é feito a partir de um problema de distribuição de 
material no desenho. Seja um elemento mecânico cujo domínio é Ωmat, pertencente 
ao domínio maior Ω em R2 ou R3, em que Ω é o domínio de referência também 
chamado de ground structure onde as cargas aplicadas ao corpo e suas condições de 
contorno são definidas. Sobre Ω é definido o problema ótimo como um problema de 
encontrar a escolha ideal do tensor de rigidez, uma variável sobre o domínio.

2 | 	OBJETIVOS

•	 Ampliar os conhecimentos referentes aos métodos de análise estrutural das 
regiões D, como o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Modelo de Bie-
las e Tirantes (MBT), e o mais recente, o Método de Otimização Topológica 
(MOT);

•	 Desenvolver e Implementar a Otimização Topológica de Modelos de Bielas 
e Tirantes das regiões D;

•	 Comparar os resultados de Otimização Topológica com os obtidos pelo tra-
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dicional Modelo de Bielas e Tirantes para algumas regiões D selecionadas, 
possibilitando também o refinamento dos modelos de treliça já existentes. 
Nesse sentido, pretende-se propor uma modernização para os tradicionais 
Modelos de Bielas e Tirantes.

3 | 	METODOLOGIA

Para o presente artigo, foram feitas modelagens numéricas utilizando o Método 
de Otimização Topológica com a formulação em que o domínio a ser otimizado é 
discretizado por uma malha de barras interconectadas, o que na literatura internacional 
é chamado de Método do Ground Structure. O programa utilizado foi desenvolvido em 
linguagem MATLAB por Sanders et al. (2017), e adaptado para considerar o custo 
nodal (Ln), que está relacionado com um volume fictício para os nós que permite 
simplificar a topologia final da estrutura.

4 | 	FORMULAÇÃO DA OTIMIZAÇÃO TOPOLÓGICA UTILIZADA

A formulação de Otimização Topológica utilizada foi a desenvolvida por Sanders 
et al. (2017). Essa formulação utiliza o Método do Ground Structure, com a aplicação de 
um filtro máximo para garantir o equilíbrio da estrutura treliçada otimizada. A restrição 
utilizada foi a de volume, onde o volume da estrutura otimizada deve atender a um 
volume prescrito inicial. Na Eq. (1), está a formulação que anula as barras quando a 
fração da sua área em relação a área máxima é inferior ao valor do filtro durante o 
processo de otimização (Sanders et al., 2017).

Onde as áreas das barras da treliça são denominadas de x e αf é o valor do filtro.
A formulação com a otimização imposta está disposta na Eq. (2).

Onde a função objetivo C é o trabalho das forças externas (F), u são os 
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deslocamentos nodais, L é o comprimento das barras, Vmáx é o volume máximo após 
a otimização do volume total, xmáx é a área máxima da seção transversal das barras e 

 é a energia potencial (Sanders et al., 2017).
Utilizou-se o algoritmo para o filtro máximo desenvolvido por Sanders et al. (2017):

5 | 	RESULTADOS

Foram modeladas estruturas que apresentavam regiões D, para comparar esses 
modelos de bielas e tirantes que foram gerados a partir do Método dos Elementos 
Finitos e da otimização topológica com os modelos tradicionais de bielas e tirantes 
encontrados na literatura.

Esses modelos tradicionais são realizados a partir da experiência do projetista e 
de resultados obtidos em ensaios sem qualquer análise numérica, como por exemplo o 
Método dos Elementos Finitos que foi empregado na malha utilizada nas modelagens.

5.1	Processo de Otimização

No programa estudado foi criado o domínio de uma viga parede hiperestática, 
3 apoios com 4 restrições, e duas cargas pontuais para comparação do processo 
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interativo para a mesma estrutura apresentada pela Federação Internacional de 
Concreto - Fédération Internationale du Béton (FIB). A Figura 3 foi apresentada pela 
FIB.

Figura 3. Viga 3 apoios e 2 cargas concentradas - Processo de otimização.
Fonte: (FIB, 2008)

A Figura 4 demonstra o processo de otimização realizado pelos programas 
estudados, desde a criação da malha treliçada, conhecida como ground structure, com 
o máximo grau de conectividade entre os elementos até a topologia final.

Figura 4. Processo de Otimização
Fonte: (Autores, 2018)

5.2	Modelos de Bielas e Tirantes com uso da Otimização Topológica

Para comparação dos modelos gerados com a otimização topológica foram 
utilizados os resultados de Kuchma et al. (2008) onde há três estruturas com regiões D 
que foram experimentadas e validadas pelo tradicional modelo de bielas e tirantes. Para 
cada um desses modelos são apresentadas quatro modelagens com a consideração 
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do custo nodal, representado pelo parâmetro (Ln), variado de modo que se obtivesse 
diferentes modelos para uma mesma estrutura. A restrição de volume das estruturas 
foi de 20%.

5.2.1	 Viga L

A Figura 5 ilustra a primeira estrutura representa uma viga bi apoiada em formato 
de L com carregamento pontual e um vazio, caracterizando uma região D.

Figura 5. Viga L
Fonte: (Kuchma, 2008)

Na Figura 6, são apresentados os modelos de bielas e tirantes fornecidos por 
Kuchma (2008) para essa estrutura.

Figura 6. Modelos - Viga L
Fonte: (Kuchma, 2008)

O domínio dessa estrutura com os elementos de base é ilustrado na Figura 7 e 
na Figura 8 é apresentada a malha treliçada, conhecida como Ground Structure, essa 
malha foi construída no modo full onde todos os elementos da malha de base estão 
conectados.
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Figura 7. Malha de base para a malha treliçada (Ground Structure) - Viga L
Fonte: (Autores, 2018)

Figura 8: Malha treliçada (Ground Structure) - Viga L
Fonte: (Autores, 2018)

As modelagens realizadas para essa estrutura com a variação do custo nodal 
são apresentadas na Figura 9.

Figura 9. Topologia final - Viga L
Fonte: (Autores, 2018)

5.2.2	 Viga engastada com vazio

Na Figura 10 é exposta mais uma estrutura semelhante a primeira e fornecida 
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por Kuchma et al. (2008), mas diferente pelo apoio engastado a direita. Na Figura 
11 encontram-se seus modelos de bielas e tirantes apresentados em Kuchma et al. 
(2008).

Figura 10. Viga engastada com vazio
Fonte: (Kuchma, 2008)

Figura 11. Modelos - Viga engastada com vazio
Fonte: (Kuchma, 2008)

Na Figura 12, ilustra-se o domínio dessa estrutura e os elementos de base para 
a geração da estrutura do Ground Structure apresentada na Figura 13. Na Figura 14, 
são apresentados os resultados obtidos com a variação do custo nodal.

Figura 12. Malha de base para a malha treliçada (Ground Structure) - Viga engastada com 
vazio

Fonte: (Autores, 2018)
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Figura 13: Malha treliçada (Ground Structure) - Viga engastada com vazio

Fonte: (Autores, 2018)

Figura 14. Topologia final - Viga engastada com vazio

Fonte: (Autores, 2018)

5.2.3	 Viga com dente e vazio

A estrutura da Figura 15 representa uma viga gerber com vazio, dente e apoio, 
caracterizando uma região D.

Figura 15. Viga com dente e vazio
Fonte: Kuchma (2008)
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Para essa estrutura, Kuchma et al. (2008) disponibilizou alguns modelos de 
bielas e tirantes, os quais são apresentados na Figura 16.

Figura 16. Modelos - Viga com dente e vazio

Fonte: Kuchma (2008)

Na Figura 17, apresenta-se o domínio e os elementos de base para a geração 
da malha do Ground Structure dessa estrutura em seguida a Figura 18 apresenta a 
malha gerada. Os resultados considerando a variação do custo nodal são ilustrados 
na Figura 19.

Figura 17. Malha de base para a malha treliçada (Ground Structure) - Viga com dente e 
vazio

Fonte: (Autores, 2018)

Figura 18: Malha treliçada (Ground Structure) - Viga com dente e vazio
Fonte: (Autores, 2018)
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Figura 19. Topologia final - Viga com dente e vazio
Fonte: (Autores, 2018)

6 | 	CONCLUSÃO

O Método de Otimização Topológica, apesar de ainda ser pouco explorado na 
engenharia estrutural, possui aplicações úteis nessa área.

Na formulação utilizada observou-se que quanto maior o parâmetro do custo 
nodal (Ln) nas modelagens, mais simples foram as topologias finais das estruturas. As 
estruturas simplificadas possuem 20% do volume da estrutura inicial devido à restrição 
de volume imposta.

As topologias finais das estruturas geradas no programa de Sanders et al. 
(2017) são estruturas em equilíbrio e mais simples que os tradicionais modelos de 
bielas e tirantes encontrados na literatura. Assim, o Método de Otimização Topológica 
se apresenta como uma ferramenta bastante viável para o projeto de regiões de 
descontinuidade do concreto estrutural, fornecendo modelos com uma certa facilidade 
de serem executados.
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