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CAPITULO 9

O METODO SORM DG E SUAS APLICACOES NA
ANALISE DE CONFIABILIDADE ESTRUTURAL DE
PROBLEMAS DE ENGENHARIA

Emmanoel Guasti Ferreira
Instituto Federal do Espirito Santo

Vitoria — Espirito Santo

Marcilio Sousa da Rocha Freitas
Universidade Federal de Ouro Preto
Ouro Preto — Minas Gerais

José Anténio da Rocha Pinto
Universidade Federal do Espirito Santo
Vitéria — Espirito Santo

Geraldo Rossoni Sisquini
Universidade Federal do Espirito Santo
Vitéria — Espirito Santo

RESUMO: O método semianalitico SORM DG
(Second Order Reliability Method by Differential
Geometry) realiza a analise de confiabilidade
estrutural de segunda ordem utilizando as
curvaturas principais da superficie de estado
limite (SEL). Foi analisado um exemplo de
SEL, cujos resultados fornecidos via geometria
diferencial para as curvaturas principais, no
ponto de projeto (V*), foram exatos. Além
disso, os resultados obtidos para o indice
de confiabilidade e a probabilidade de falha
do método semianalitico FORM (First Order
Reliability Method) foram otimizados pelo
método semianalitico SORM DG, em relagao
aos resultados fornecidos pela literatura, via
Simulacdo Monte Carlo Simples (SMCS).
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Esses resultados foram comparados, também,
em termos de acuracia e eficiéncia com os
fornecidos pelo método semianalitico SORM
(Second Order Reliability Method) convencional,
sendo que o método semianalitico SORM DG
apresentou resultados acurados em termos de
analise de confiabilidade, além de sido mais
eficiente que o método semianalitico SORM
convencional, sem prejuizo de acuracia.

PALAVRAS-CHAVE: FORM; SORM; SORM
DG; Curvaturas
diferencial.

principais;  Geometria

ABSTRACT: The semi-analytical SORM DG
(Second Order Reliability Method by Differential
Geometry) performs second-order structural
reliability analysis using the main curvatures
of the limit state surface (SEL). An example
of SEL was analyzed, the results provided by
differential geometry for the main curvatures, at
the design point (V*), were accurate. In addition,
the results obtained for the reliability index and
the probability of failure of the semi-analytical
FORM (First Order Reliability Method) were
optimized by the semi-analytical SORM DG, in
relation of the results provided by literature, via
Simple Monte Carlo Simulation (SMCS). These
results were also compared in terms of accuracy
and efficiency with those provided by the semi-
analytical conventional SORM (Second Order
Reliability Method), and the semi-analytical
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SORM DG presented accurate results in terms of reliability analysis, in addition to being
more efficient than semi-analytical conventional SORM, without prejudice to accuracy.
KEYWORDS: FORM; SORM; SORM DG; Main curvatures; Differential geometry.

11 INTRODUCAO

Muitas das variaveis envolvidas nos projetos de engenharia sdo aleatérias,
OuU seja, 0S seus parametros possuem incertezas. A presenca dessas incertezas
sdo, geralmente, tratadas com o uso do fator global de seguranca, segundo a
abordagem tradicional do método das tensdes admissiveis. Esse fator de seguranca
€ selecionado com base na experiéncia passada ou em regras gerais praticas e nao
reflete as incertezas dos parametros subjacentes individuais nem a sua estrutura de
correlacdo. Essas limitacoes podem ser superadas através de projetos baseados em
confiabilidade, nos quais a seguranca de uma estrutura € descrita por um indice de
confiabilidade ao invés do fator de seguranca. O indice de confiabilidade é capaz
de explicar as incertezas e as correlagbes paramétricas e fornece um caminho para
estimar a probabilidade de falha da estrutura e dos seus componentes.

Devido a sua maior simplicidade e eficiéncia, o FORM, que realiza uma
aproximacao linear, através de um hiperplano, a superficie de estado limite (SEL),
tem sido amplamente usado em analises de confiabilidade. Entretanto, a linearizacao
inerente ao FORM introduz erros em muitos casos e por isso o0 SORM tem sido
empregado como alternativa (Zeng et al., 2016).

As aplicacbes do SORM, em problemas de engenharia, por Cho (2009), Lu e Low
(2011), Lu et al. (2011 e 2012), Chan e Low (2012), Zeng e Jimenez (2014), Zeng. et al.
(2015, 2016 e 2017), nos ultimos anos, sugerem um interesse relevante pelo SORM e,
portanto, ha muito espaco para novas pesquisas nessa area, sendo o principal desafio
calcular as curvaturas principais da SEL, que envolve muita complexidade matematica
e esforco computacional.

O SORM DG, que visa melhorar os resultados do FORM de maneira mais
eficiente que o0 SORM convencional, sem prejuizo na acuracia dos resultados, pode
ser considerado, entao, como uma contribuicao de utilidade para a engenharia. Para
que o SORM DG realize a anélise de confiabilidade estrutural de segunda ordem é
necessario que o FORM forneca as coordenadas do ponto de maxima densidade
local de probabilidade (ponto de projeto) e que as curvaturas principais da SEL
sejam calculadas nesse ponto, através de geometria diferencial. Devido a isso, esta
desenvolvido neste artigo um procedimento analitico de célculo dessas curvaturas no
espaco multidimensional (espaco R"), onde n € o numero de variaveis aleatérias da
funcao da SEL (funcao de falha) envolvidas na analise.

Para muitos problemas de engenharia a funcdo da SEL é trabalhosa para ser
avaliada e as derivadas analiticas nao existem (Du, 2005). Nesse caso, levando em
conta essa caracteristica dos problemas de engenharia, as derivadas sao calculadas
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pelo método das diferencas finitas. Devido a este fato, neste artigo, todas as derivadas
parciais necessarias para solucdo das avaliagcdes das probabilidades de falha de
primeira e segunda ordem foram calculadas, via software MATLAB (Lee, 2018), pelo
método das diferencas finitas.

Basicamente os diversos métodos existentes para avaliagao da probabilidade de
falha podem ser divididos em quatro categorias:

a) Métodos de Integracao Numérica;
b) Simulacédo Monte Carlo (SMC) ou Método Monte Carlo e suas variagdes;

¢) Métodos semianaliticos FORM, SORM convencional e, no caso em tela, o
SORM DG;

d) Métodos Hibridos.

Serao apresentados, via software MATLAB (Lee, 2018), somente os calculos do
SORM DG e do FORM, que realiza a analise de confiabilidade estrutural de primeira
ordem, tendo em vista que fornece ao SORM DG as coordenadas do ponto de projeto
(V*). Ja os resultados do SORM convencional foram fornecidos pela literatura, bem
como os da Simulacdo Monte Carlo Simples, sendo esse ultimo utilizado como
referéncia.

2| REVISAO DO FORM E DO SORM CONVENCIONAL

Nesta Secdo, aléem da revisdo do FORM e do SORM convencional, s&o
comentados os métodos tradicionais usados para calcular as solucbes do FORM e
da matriz Hessiana. A analise de confiabilidade do SORM convencional, baseada
nesses métodos, também é discutida, além de sua eficiéncia. Maiores detalhes podem
ser encontrados nas referéncias Madsen et al. (2006), Ditlevsen e Madsen (2007),
Melchers e Beck (2018).

2.1 Analise de confiabilidade estrutural de primeira ordem

No FORM a probabilidade de falha de primeira ordem é obtida através de
transformacgdes das variaveis aleatérias originais (U) do espaco U (espago original),
da funcdo da SEL G(U)=0, em variaveis aleatérias reduzidas (ou normais padrdo)
estatisticamente independentes V do espaco V (espago normal padréao, espacgo reduzido
ou espaco das variaveis reduzidas), cuja funcao da SEL (g(V)=0) é aproximada por um
hiperplano e o indice de confiabilidade () € interpretado como a distancia minima em
relacdo a origem para a referida superficie no espaco normal padréo e o mais provavel
ponto de falha (ponto de maior densidade local de probabilidade), denominado ponto
de projeto (V*), & procurado usando métodos matematicos de programacao.

A probabilidade de falha fornecida pelo FORM, utilizando as propriedades da
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distribuicdo normal multidimensional padréo, & dada por (Madsen et al.,2006):

Pf = [ fu@)du = f(V)dv = @(-B) (N

onde, F indica o dominio de falha, fu(U) é a funcéo densidades de probabilidades
conjunta de U, fv(V) é a funcdo densidades de probabilidades conjuntade Ve @ é a
distribuicao cumulativa normal padrao de probabilidades.

De acordo com Madsen et al. (2006), o indice de confiabilidade se relaciona ao
ponto de projeto através das Equacgdes 2 e 3:

p=[ Vv~ @

._ Ve(V) _ V=
[ve(v™) )

p

onde, a* é o vetor normal unitario a SEL no ponto V* e [Ve(V")| é a norma do
gradiente da SEL no espaco reduzido (espaco V), no referido ponto, como ilustrado na

Figura 1:
1""-'"' S0RM
FURM
g(V)<0.0
oa®
g(V)=0.0 v
B
g(V)=0.0
0 v,

Figura 1 — Aproximacgao de g(V)=0 realizada via FORM e SORM no espaco bidimensional
Fonte: Adaptado de Sagrilo (1994).

2.2 Andlise de confiabilidade estrutural de segunda ordem via SORM

convencional

Com a finalidade de melhorar a aproximacgao, ilustrada na Figura 1, da
probabilidade de falha calculada pelo FORM, o SORM convencional foi estabelecido
e avalia a probabilidade de falha de segunda ordem usando as coordenadas
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(calculadas pelo FORM) do ponto de projeto (V*) aproximando um hiperparabolbide
a SEL no ponto V*. Além disso, necessita, também, do célculo da matriz Hessiana no
ponto V*, realizando em seguida rotacdo de suas coordenadas, a fim de que sejam
obtidas as curvaturas principais do hiperparabolbide aproximado a SEL nesse ponto,
considerando-as como se fossem iguais as curvaturas principais da SEL no referido
ponto.

A fim de resolver a Equacéao 1, foi usado nos exemplos apresentados o FORM
com o algoritmo HL-RF (FORM HL-RF), tendo em vista que de acordo com Sagrilo
(1994) é o método de primeira ordem mais frequentemente utilizado.

Para medir a eficiéncia computacional, segundo Zeng et al. (2016), usa-se o
namero de avaliagbes da funcdo da SEL (NAF), necessarias em cada analise,
porque o esforco computacional exigido por outras partes do algoritmo & muitas
vezes insignificante, quando comparado com o NAF, principalmente quando métodos
numeéricos trabalhosos (como diferencas finitas) estdo envolvidos. Assim, o NAF pode
ser usado como indicador geral de eficiéncia computacional em problemas reais da
area de engenharia, ou seja, maior NAF indica menor eficiéncia e vice e versa.

No caso do FORM HL-RF, quando as coordenadas do gradiente da fungao
G(U)=0 forem calculadas pelo método das diferencgas finitas, serdo necessarias n+1
avaliagcbes da funcéo G(U)=0 para cada iteracao (i) no algoritmo (HL—RF) de busca do
ponto de projeto no espaco original (U*), ou seja, o numero de avaliagdes da funcéo
da SEL para o FORM HL-RF é

NAFForm = 1(n+1) (4

2.3 Calculo da matriz Hessiana

Antes de calcular a probabilidade de falha de segunda ordem, as variaveis V
do espaco V devem ser transformadas, por meio de rotacédo, para o espaco normal
padréo Y usando uma transformacéo ortogonal

Y=RYV (2)

onde, R € uma matriz de rotacdo ortogonal, com dimensédo n x n, cuja ultima
coluna contém as coordenadas do vetor normal unitario (a*) a SEL, e pode ser obtida
através de um processo de ortogonalizagéo, como por exemplo, o0 de Gram-Schimidt.
Depois de girar as coordenadas da matriz Hessiana (H) é obtida a matriz H, cujos
termos séo definidos como
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(RHRT);

i =———o-1-1=L...n-1
¥ Fe ol ©

onde R" é a transposta de R e |[Vg (v*)| é a norma do gradiente da SEL no ponto
de projeto (avaliado na ultima iteracao do algoritmo HL—-RF). Os autovalores da matriz
H_ séo as curvaturas principais kj (=1,2,...,n-1) da SEL.

2.4 Eficiéncia do SORM convencional

Na pratica, no que tange aos problemas de engenharia, quando as solugdes
analiticas para as derivadas parciais ndo estao disponiveis, a matriz Hessiana pode
ser calculada por diferencas finitas. Portanto, o nUmero de analises extras da fungéo
da SEL para o calculo de todas as derivadas de segunda ordem via diferencas finitas é
n(n+1). Porém, como a matriz Hessiana € simétrica o numero de avaliagdes da funcéo
da SEL para o SORM convencional é

NAFsorm= 271 ™
2

Isso podera aumentar significativamente o0 consumo computacional,
particularmente quando a funcédo da SEL possuir um grande numero de variaveis
aleatérias e for morosa para ser avaliada, quando forem usados métodos trabalhosos,
como o0 método das diferencas finitas.

2.5 Estimativa da probabilidade de falha de segunda ordem

De posse das coordenadas de V*, bem como dos valores de k]., a estimativa da
probabilidade de falha de segunda ordem do SORM convencional pode ser obtida de
acordo com Madsen et al. (2006) por

Pf, =¢:(_B)ﬁ(1+ﬁkj)‘” (8

onde Pf, é a probabilidade de falha de segunda ordem, @(-g) é a probabilidade
de falha de primeira ordem (Pf), B € o indice de confiabilidade de primeira ordem
fornecido pelo FORM, kj sao as curvaturas principais da superficie de estado limite no
ponto de projeto (V*), n € o numero de variaveis aleatérias envolvidas na analise e &,
a funcéo cumulativa de probabilidades para a distribuicdo normal padronizada.

O indice de confiabilidade de segunda ordem ou indice de confiabilidade
equivalente é calculado por
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3 | SUPERFICIES EM R3

Para que o SORM DG efetue a andlise de confiabilidade de segunda ordem
através da equacéao de Breitung (Equacéo 8) € necessario que sejam determinadas as
curvaturas principais (k].) da SEL. Aseguir esta explicado parauma melhor compreensao,
como as curvaturas principais num ponto p de uma superficie em R® sédo calculadas
através de geometria diferencial e na Secéo 4 é realizada a generalizagdo desse
procedimento de calculo, via geometria diferencial, para as curvaturas principais num
ponto p qualquer de uma superficie em R" (hipersuperficie).

3.1 Parametrizacao de uma superficie regular em R?

O gréfico de uma equacgao da forma F(x, y, z)=0, onde F € uma funcao diferenciavel
e suas derivadas parciais ndo se anulam, simultaneamente, em nenhum ponto p, tal
que F(p)=0, € um exemplo de uma superficie regular em R3. Verifica-se que o grafico
de uma funcéo diferenciavel f: R?>- R é também um exemplo de superficie regular.

De maneira mais geral, um subconjunto S de R® &€ denominado superficie regular
se, para cada ponto pe§, existir uma vizinhanca aberta Ve R? de p, um aberto Uc R?
e uma bijecao ¢: U =V S, sendo ¢ da forma ¢(u,v)={x(u,v), y(u,v), z(u,v)}, com as
propriedades descritas a seguir (Rodrigues, 2001):

a) ¢ € de classe C~, ou seja, ¢ tem derivadas parciais continuas de todas as
ordens no ponto p;

b) ® € um homeomorfismo (ou seja, sua inversa é continua); e

c) para qualquer ponto a€U a matriz Jacobiana de ¢ tem posto dois. A referida
matriz ter posto dois, significa que aimagem da transformacéo linear obtida pela mesma
tem dimensao dois, ou ainda, eliminando-se uma linha, convenientemente escolhida,
a matriz 2x2 resultante tem determinante diferente de zero. A matriz Jacobiana, no
caso, tem dimensodes 3x2, sendo dada por:

[ &%

du
(10)
du
&
| 1

oy
Il
|

¥ ol x|

Nessas condices, diz-se que ¢ é uma parametrizacao para S, conforme ilustrado
na Figura 2:
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p=e{uv=plg)

Figura 2 — Parametrizacéo de uma superficie regular
Fonte: Adaptado de Carmo, 2006.

Uma superficie regular ScR?* & orientavel, se e somente se existir um campo
diferenciavel N: § - R? de vetores normais em S, segundo Carmo (2006).

3.2 Curvaturas de uma superficie em R?

Sendo S uma superficie orientavel, a aplicacao de Gauss € o campo de vetores
normais N: S-S?, onde SZ—R® é a esfera de raio 1 e centro na origem. N é uma
aplicacao diferenciavel e sua derivada -DN_: TS - T S € um endomorfismo (ou seja
uma transformacéo linear T:U-V, sendo U=V), onde TpS € o0 espaco (plano) tangente a
superficie S no ponto p=¢(u,v). Da definicado de derivada (regra da cadeia), destacada
por Araujo (1998), tem-se:

Ny :_DNqﬂu_a-}{[Pu} (11

™, =—D:\|‘-;::4u.l.'||:{.|]1.;| {12.:'

Os vetores N e ¢, sGo ortogonais. O mesmo vale para N e ¢ . Derivando os
produtos escalares <¢ ,N>=0 e <¢ ,N>=0, conclui-se que —DNp € uma aplicagao linear
auto adjunta de TpS em TpS . Ainda, de acordo com Araujo (1998), os autovalores k., (p)
e k,(p) do operador linear (—DNp) sao as curvaturas principais de S no ponto p e as
direcbes ortogonais definidas em TpS pelos autovalores k. (p) e k,(p) sdo denominadas
dire¢Oes principais.

Segundo Gray (2006), o determinante K de -DN_ é chamado de curvatura
Gaussiana de S em p, podendo ser obtida pelo produto das curvaturas principais
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K= ki(p). kz(p) (13)

Esse procedimento é valido também para o caso de uma hipersuperficie, onde

K= ki(p). kz(p) ... ka(p) (14)

passa a ser denominada de curvatura de Gauss-Kronecker, segundo Carmo
(2011).

3.3 Curvatura normal

Seja a:(a,b)-S uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. A curvatura
normal de aem a (s) € a componente de 4" (s) segundo a normal a S nesse ponto e é
zn

dadapork, (a,s) =<a
no ponto a(s)) e ilustrada conforme a Figura 3. Se a curva nao estiver parametrizada

(s), N°a(s) > (produto escalar entre 4" (s) e N, com N aplicado

pelo comprimento de arco, a formula da curvatura normal passa, de acordo com
Rodrigues (2001), a ser:

1

k_(cct) = <a"(t), Noa(t)> sy

e I

Z Bupearficis
N Vabtor mcarmnl & saaparficis am p
m Walar narmal @ cunee e p

E_ - cwsrvmlurs normal cda
Ciirya &m0

Figura 3 — Curvatura normal no ponto p.
De acordo com Rodrigues (2001), o valor maximo e o valor minimo das curvaturas

normais das se¢cdes normais em p sdo as curvaturas principais da superficie no ponto
p, conforme ilustrado na Figura 4.
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K, fap =<l K, fm ) = ]

5 Superice
W ebor nommal & superice em p
n Weltor nonmal & curva Bem o

Figura 4 — Curvatura normal quando a € uma secao normal no ponto p.

4 | SUPERFICIES EM RN

A maioria da literatura sobre geometria diferencial apresenta os coeficientes da
12 e 22 forma fundamental para simplificar o calculo das curvaturas em uma superficie
em R?® e também para obter outras informacdes, como por exemplo, a area de uma
superficie. Neste trabalho, como o interesse recai sobre a generalizacdo da ideia
de superficie (hipersuperficie), tal simplificacéo pelo uso desses coeficientes néo foi
possivel, tendo em vista a complexidade das operacbes matematicas envolvidas no
calculo das curvaturas principais quando n>3, por isso nha Subsecéao 3.2 optou-se em
utilizar o operador linear —DNIo (poderia ter sido feita, também, a opcao pelo operador
linear DN , porém essa questéo esta esclarecida na Subsegéo 5.1).

Para facilitar o calculo do vetor (campo) normal a superficie, esta foi descrita
como o grafico de uma fungao diferenciavel f: RS R.

4.1 Parametrizacao da superficie g(V)=0

Uma parametrizacdo para a superficie nessa vizinhanga pode ser dada por:

{p(p:,(vl, vz, wap Vn—l] = [‘Jj_, Vz, ey Vn_l, Vn, f(Vi_, Vz, ..._,Vn_]_]] (16)

Afungéo f(V), com V = (V;, V3, ..., V,—;) € R*7* & obtida explicitando quaisquer das
variaveis V da fung¢do g(V)=0, onde V = (V,,Va, ..., V41, V) € R*. Considerando, por
exemplo, a explicitacdo da Ultima variavel de g(V)=0 tem-se Va = f(Vi. Vz, ... Vo),

4.2 Obtencao dos vetores tangentes a superficie g(V)=0

Os vetores tangentes, que correspondem as derivadas parciais da Equacéo 16,
séo calculados no ponto p de acordo com
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_ _ af(p):
®v, () = (1.0, .0, f, () = (1.0, .0, ZE an

@v, (@ = (0,..,1,..0,f,()) = (0, ...1,...0, a;':::.}j); 1<i<n—1 (18

f(pli
{pvﬁ—:.(p} = (D’ﬂl ---.D,l, f"i?n—:. (P)) = (DJGJ .__,1, EV:_:_- (19)

4.3 Obtencao do vetor normal a superficie g(V)=0 e de suas derivadas parciais

O vetor normal no ponto p é calculado fazendo uma extensdo na equacéo
apresentada em Carmo (2006) para esse vetor, isto €

(—fy, (ph—fy_ (plo—fy,_, (ph1)

N(p) =~
JEv e NP vy )P (20
Jé as derivadas parciais do vetor normal séo obtidas por
aN :
Nv; (p) = ¢,rJ' =1, 2..n-1 2n
A

4.4 Obtencao das curvaturas principais da superficie g(V)=0

Efetuado o célculo do vetor normal e de suas derivadas parciais Hvi, basta
escrevé-las como uma combinacdo linear dos vetores @®v,.---: ®v,_,, do plano
tangente, obtendo a matriz (M) do operador linear —DNp, cujos autovalores sao
as curvaturas principais. Fazendo uma extensao na equacao apresentada por Araujo
(1998) para o referido operador linear, tem-se:

(-DNp) (tllvj) =-Nv;, j=1,2,.,n-1 (22)

logo:
—Nvi= (-Nyg) @yt +(-Nyyq) @y,

(23)

—Nvy1= (-Np-g1)- @yt H(- Nyogn-1) @y,
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M= o 24

n-1.m-1

51 SORM DG

O SORM DG foi proposto como uma alternativa para realizar a analise de
confiabilidade estrutural de segunda ordem por ser mais eficiente que o SORM
convencional, sem prejuizo da acuracia, como esta demonstrado na Subsegéo 5.3.
Na Subsecao 5.1 sio feitas consideracdes sobre a orientagdo do vetor normal N e na
Subsecéo 5.2 esta estabelecido o algoritmo para a aplicagdo desse método.

5.1 Orientagao do vetor normal a superficie g(V)=0

O vetor normal N* calculado através da Equacao 20, no ponto p=V*, pelo
procedimento matematico supramencionado e que fornece as curvaturas principais
da superficie ao SORM DG, deve ter a mesma orientacdo do vetor a*, uma vez que,
também, é o vetor normal unitario a SEL no ponto de projeto (V*). Como os métodos
de calculo séo distintos é necessario fazer essa verificacdo, quanto a orientagéo,
para uma correta utilizacdo da equacgao de Breitung (Equacéo 8), através do produto
interno entre os referidos vetores. Evidentemente, se o produto interno for positivo
eles possuirao a mesma orientac&o e os sinais das curvaturas principais calculadas,
via geometria diferencial, deverdo ser mantidos (o operador linear —-DN_ deve ser
mantido), caso contrario esses sinais deverao ser trocados (o0 operador linear —DNp
deve ser substituido pelo operador linear DNp).

5.2 Algoritmo para aplicacao do SORM DG

a) Fornecer, via FORM (ou outro método de analise de confiabilidade de
primeira ordem), as coordenadas do ponto de projeto (V*);

b) Generalizar o processo da seguinte maneira: i) Caso o vetor U esteja
representando variaveis aleatorias Gaussianas, que estejam correlacionadas,
deve ser realizada a transformacao ortogonal (vide Apéndice B, Secobes
B.3 e B.4 de Melchers e Beck, 2018) desse vetor, sendo obtido o vetor V,
cujas variaveis serdao normais padrédo e estatisticamente independentes;
i) Se o vetor U estiver representando variaveis aleatérias ndo Gaussianas
independentes, transformar essas variaveis usando as distribuicdes normais
equivalentes (vide Ditlevsen, 1981); iii) Se o vetor U estiver representando
variaveis aleatérias nao Gaussianas, que estejam correlacionadas, antes de
realizar as transformacdes supramencionadas, (i) e (ii), deve ser realizada a
transformacao de Nataf (vide Kiureghian e Liu, 1986);
El
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c) Obter a fungéo f(V), com V = (V}, Vs, ..., V,—;) € R™ explicitando quaisquer
das variaveis do vetor V da funcado g(V)=0, onde (Vi,Vz, ., Viu-1.Vy) € R,
Considerando, por exemplo, a explicitagdo da ultima variavel de g(V)=0 tem-
se V, =f(V,, Vs, ..., Vi1 ):

d) Gerar, na vizinhanga de p=V*, a partir da fungao v, = f(Vy, Va, ..., Vu—1), @
parametrizagao de acordo com a Equacgao 16;

e) Calcular as derivadas parciais da parametrizacédo a fim de obter os vetores
tangentes a superficie, no ponto p = V*, utilizando as Equacgdes 17, 18 e 19;

f) Obter o vetor normal a superficie (N*), no ponto p = V*, de acordo com a
Equacao 20;

g) Calcular as derivadas parciais do vetor normal a superficie, no ponto p = V*,
através da Equacéo 21;

h) Obter, através da Equacéo 24, os autovalores da matriz (M) do operador
linear, tendo em vista que eles sdo as curvaturas principais da superficie
g(V)=0 no ponto p = V*;

i) Realizar o produto interno entre N* e a*, para garantir que a orientagao de
N* seja a mesma de a*, a fim de que as curvaturas principais da superficie,
calculadas no item anterior, sejam aplicadas com a orientacdo correta na
Equacéao 8;

j) Efetuar a anélise de confiabilidade estrutural de segunda ordem através da
Equacéo 8.

5.3 Eficiéncia do SORM DG

Analisando o algoritmo apresentado na Subsecgéo 5.2, verifica-se que para o
item “e” & necessaria a obtencéo das derivadas parciais de primeira ordem de f(V), ja
para o item “g” faz-se necessario o calculo das derivadas parciais de segunda ordem
de f(V), ou seja, a matriz Hessiana (H) precisa ser calculada. Como os valores das
derivadas parciais de primeira ordem de (V) foram programados para serem obtidos
simultaneamente com os valores calculados dos termos da matriz Hessiana, tem-se

que

NAFsormM DG = ﬂ{ﬂl_ D (23)

porque, conforme mencionado no item “c” da Subsecéo 5.2, a funcao f(V) é obtida
explicitando uma das variaveis V da fungcao g(V)=0, possuindo assim uma variavel a
menos que a funcéo g(V)=0. Portanto, substituindo n-1 no lugar de n na Equacéo 7
obtém-se a Equacéo 25.
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6 | RESULTADO

Exemplo

Este exemplo foi analisado por Wu e Wirsching (1987) e utilizado na analise de
fadiga de componentes em alta temperatura e baixo numero de ciclos de carregamento.
A fungéo da SEL & expressa por

U 1-U
G = U, -10* EN E 2
(U) 1 |:U3{-[J4UE)-1.-'1 +U_.‘ m4UE)-1.IEEj| ( 6)
onde
U=(U,.U,.U,,U,. .U, . U.). 27

As caracteristicas (distribuicdes de probabilidades e momentos) das variaveis
aleatérias (mutuamente independentes), bem como as coordenadas do ponto de
projeto e do vetor normal, fornecidas pelo FORM, sdo mostradas na Tabela 1 e os
resultados calculados para as curvaturas principais e para a analise de confiabilidade
s&o apresentados nas Tabelas 2 e 3, respectivamente.

Variavel Distribuicao Média Desvio u* v, a*
(n;) padrao
(s,)
U, Lognormal 1.0440 0.31320 0.6892 -1.2680 0.5315
U, Normal 0.7000 0.07000 0.6545 -0.6504 0.2726
U, Lognormal 0.2390 0.09560 0.1992 -0.2796 0.1172
U, Lognormal 1.0110 0.15165 1.1302 0.8219 -0.3445
U, Lognormal 1.8020 0.72080 0.9815 -1.3844 0.5802
U Gumbel 0.0005 0.00008 0.0006 0.9957 -0.4173

Tabela 1 — Caracteristicas das variaveis aleatérias, coordenadas do ponto de projeto (no
espaco U e no espaco V) e coordenadas do vetor normal

Transformacao de variaveis para o espaco reduzido:

- Para as variaveis com distribuicdo Lognormal U; ~ LN (., ,6, ), mostradas
na Tabela 1:
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T-@ (Vi) = Fu(Ui) => Vi= @'[Fu, (U,)] = qu[{b{ih mé)_j“i )]:} Vi =7‘“{U§_?ﬁ

entao
U=e (&Vi+A) (28)
onde
£,= fin|1+ ) 29)
! (l—'r{)l
e
a=In () — 0.5 (30)

- Para a variavel com distribuicdo Normal Ui~N (1;.6;), apresentada na Tabela

T:® (Vi) = Fui (Ui) == Vi= tjnv—l[Fui (U, }] = ¢—1|:¢(M}:|:} V,= Ui-n
0.

i

U=o, Vi+ (31)

- Para a variavel com distribuicdo Gumbel Ui~ G (u, .c,), ilustrada na Tabela 1:

Através do principio da aproximagcao da extremidade normal (Ditlevsen, 1981),
G(;,0,)~N (ug 00 ), onde py e GE, representam, respectivamente, a média e o

desvio padréo da distribuicdo normal equivalente para a variavel U, sendo calculados

como
o¥ = w{ﬂr;(F(EET}II]]} 32)
2 (U
e
u¥ =U;-o¥ o7 (F, (U})) (33)

onde F; () e fy() sdo as fungbes cumulativa e de densidade de probabilidades
originais da varavel U, ; @) e ¢(.) correspondem as funcbes cumulativa e de
densidade de probabilidades da distribuicdo normal padrdo. Através das Equacdes
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32 e 33 os valores de ﬁﬂe =1.0353e p ¥ =4.6999 sdo obtidos, logo:

U= 0y, Vy+ pl =1.0353 V,+ 4.6999 (34)

Substituindo os valores obtidos nas Equacgdes 28, 31 e 34 na Equacéo 26:

V) -2 — + T T
7 e +HIL g+ K
1 e{gj 3 5) {E{E.q. 4 jJ"4;1{1.i.Il353".-"|5 + 460000

{.El‘."lﬂj.l) 104 62‘.’2 +Ma 1-io 2‘."2 + J"'E.:’
- ST \ E
OB ’ﬂl’}{e{g‘* 4”‘4){1_{:.353% + 28000y 1,188

(33)

Portanto, optando pela explicitacdo da primeira variavel () na Equacgéao 35, tem-

Se.
n 104|f o2Vt . IoaVa+ug) | s
v = "_E(§3V3_PS}{E(§4"'4_I-14}(1_{.353 1’6_4_5999})'1:?1 E‘@ivﬁ_l-li) (E(§41'4_M)(1_{353 1;6_4_6999}}'1:133 )
- &
(36)
-0.1319
-0.0613
0.0712
0.0514
0.0000
Tabela 2 — Curvaturas principais (kj) via geometria diferencial
FORM SORM SORM SMCS
HL- RF Breitung  Convencional Sa- WU e Wirsching
Toleréncia =10-4 DG grilo (1994) (1987)
i 5 - - -
B 2.386 - - -
Pf 8.52x103 - - -
- 9.72x10°3 9.70x103 10.20x103
Pf,
BEQ - 2.337 2.338 2.320
NAF 35 15 21 2x10°

Tabela 3 — Resultados calculados na analise de confiabilidade via software MATLAB

Conforme mostrado na Tabela 3, o SORM DG (Pf,= 9.72x10%) aproximou o
resultado da probabilidade de falha calculado pelo FORM (8.52x10%) em relacéo
ao resultado fornecido pela SMCS (10.20x10%), sem prejuizo de acuracia quando
comparado com o SORM convencional (os valores da Pf,dos dois métodos estdo
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muito proximos), demonstrando que as curvaturas principais (vide Tabela 2) calculadas
pelo procedimento via geometria diferencial contribuiram para esse fim. Além disso,
o SORM DG foi mais eficiente do que SORM convencional, pois apresentou um NAF
menor, como indicado na Tabela 3.

7 | CONCLUSOES

O exemplo de engenharia apresentado neste artigo, cuja funcdo da SEL nao é
linear, foi analisado para mostrar que 0 SORM DG realiza a analise de confiabilidade
estrutural de segunda ordem otimizando com relevancia os resultados calculados pelo
FORM e com maior eficiéncia que o SORM convencional, sem prejuizo da acuracia,
demonstrando a contribuicdo do procedimento analitico via geometria diferencial,
para o calculo das curvaturas principais num ponto p (no caso em tela p=V*) de uma
hipersuperficie.

O FORM (NAF=35) € o mais eficiente, porém limitado em termos de acuracia.
A SMC é mais acurada, mas peca pela falta de eficiéncia (NAF=200000), por isso
sempre que for viavel utilizar o FORM/SORM (NAF=35+21=56), havera aumento de
eficiéncia em relacdo a SMC. Nesse sentido o FORM/SORM DG (NAF=35+15=50),
contribui para aumentar ainda mais a eficiéncia em relacédo a SMC. Para superficies
de estado limite, que possuam fungdes nao lineares e com muitas variaveis aleatorias
(situacado muito frequente nos problemas reais de engenharia) envolvidas na analise,
0 consumo computacional costuma ser relevante, por isso a busca pela eficiéncia na
analise de confiabilidade estrutural & bastante requisitada.
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