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APRESENTAÇÃO

A Pesquisa Operacional (PO) utiliza a matemática, a estatística e a computação 
para auxiliar na solução de problemas reais, com foco na tomada das melhores 
decisões nas mais diversas áreas científicas e de atuação humana, buscando otimizar 
e melhorar suas performances. Através do uso de técnicas de modelagem matemática 
e eficientes algoritmos computacionais, a PO vem cada vez mais atuando na análise 
dos mais variados aspectos e situações de problemas complexos em demandas de 
inúmeras áreas, principalmente por conta de sua flexibilidade de aplicação e interação 
multidisciplinar, permitindo a tomada de decisões efetivas e a construção de sistemas 
mais produtivos.

Esta obra reúne importantes trabalhos que envolvem o uso de PO, realizados 
em diversas instituições de ensino do Brasil, abordando assuntos atuais e relevantes, 
tais como: modelos matemáticos; otimização multiobjectivo; heurísticas; algoritmos; 
otimização geométrica; metodologia SODA; soft systems methodology; strategic choice 
approach; procedimentos metodológicos de análise estatística; jogos cooperativos; 
algoritmos genéticos; método VIKOR; regressão linear múltipla; algoritmos de 
aprendizado de máquina; análise de decisão multicritério e composição probabilística 
de preferências.

A importância desta coletânea está na excelência dos trabalhos apresentados e 
na contribuição dos seus autores em temos de experiências e vivências. A socialização 
destes estudos no meio acadêmico, permite ampla análise e inúmeras discussões 
sobre diversos assuntos pertinentes referentes a atuação multidisciplinar da PO. Por 
fim, agradeço a todos que contribuíram na construção desta belíssima obra e desejo a 
todos os leitores, boas reflexões sobre os assuntos abordados.

Ernane Rosa Martins
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CAPÍTULO 8

JOGOS COOPERATIVOS NA ALOCAÇÃO DE CUSTOS 
DE ESTOQUES DE PEÇAS COMPARTILHADOS

Bernardo Santos Aflalo
Instituto Tecnológico de Aeronáutica, São José 

dos Campos, São Paulo

Natália Nogueira Ferreira Souza
Instituto Tecnológico de Aeronáutica, São José 

dos Campos, São Paulo

Takashi Yoneyama
Instituto Tecnológico de Aeronáutica, São José 

dos Campos, São Paulo

RESUMO: Este artigo tem o objetivo de estudar 
diferentes métodos de alocação de custos 
em um compartilhamento de estoques de 
componentes entre operadores aeronáuticos. 
Três modelos de alocação de custos de 
estoques foram testados: (1) proporcional 
ao potencial de consumo, (2) proporcional à 
quantidade de aeronaves e (3) utilizando o 
valor de Shapley, derivado da teoria dos jogos 
cooperativos. Com o objetivo de mostrar os 
ganhos relativos ao compartilhamento de 
estoques, a situação sem compartilhamento, na 
qual cada operador dimensiona separadamente 
seu próprio estoque, também foi simulada. 
Os resultados apontam que a alocação dos 
custos do compartilhamento de peças pelo 
método de Shapley Value apresenta vantagens 
frente aos outros métodos, permitindo ganhos 
individuais proporcionais à contribuição de 
cada operador, o que aumenta a atratividade 

do compartilhamento para grandes operadores.

1 | 	INTRODUÇÃO

Atualmente, as empresas aéreas chegam 
a terceirizar até 65 % de todo o serviço referente 
à manutenção e reparo [Berger, 2014]. Este 
serviço tem um escopo de cobertura do avião 
cada vez mais completo, englobando desde 
itens de linha até itens estruturais.

O dimensionamento dos estoques de 
peças reparáveis é um ponto que merece muita 
atenção de seus gestores, pois um estoque 
maior que o necessário para suportar a frota 
operacional pode representar um desperdício 
de recursos, enquanto um estoque sub-
dimensionado pode provocar atrasos e paradas 
não programadas das aeronaves. Todos os 
custos envolvidos no processo são de interesse 
direto das companhias aéreas e fabricantes de 
aeronaves, e uma alocação adequada destes é 
ponto importante para a dinâmica do negócio.

Uma alternativa econômica para gestão de 
estoque é o conceito de estoque pool de peças, 
ou seja, um conjunto de componentes que é 
compartilhado entre os operadores que operam 
aeronaves semelhantes, de modo a reduzir a 
quantidade de peças média para suportar cada 
aeronave [Karsten et al. 2010]. Dessa maneira, 
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os operadores não precisam investir diretamente nessas peças e gastos diretos como 
armazenamento e seguro; e indiretos como depreciação e custo de oportunidade são, 
então, compartilhados entre os participantes deste pool de peças.

Nesse contexto, o objetivo deste trabalho é discutir diferentes maneiras de 
compartilhar os custos envolvidos em estoques compartilhados entre operadores. Três 
modelos, além da situação sem compartilhamento, são testados: (1) proporcional ao 
potencial de consumo, (2) proporcional à quantidade de aeronaves e (3) utilizando o 
valor de Shapley, derivado da teoria dos jogos cooperativos [Shoham e Leyton-Brown, 
2009].

2 | 	METODOLOGIA

Para testar os modelos de compartilhamento, foram simulados 4 operadores com 
diferentes quantidades de aeronaves e/ou número de horas voadas por ano (HV/Ano). 
Os estoques de um único componente foram considerados nas análises, conforme 
descrito nas subseções a seguir.

2.1	Simulação das Remoções

Para estimativa do MTBUR, considera-se um componente hipotético com as 
seguintes características: 

•	 Quantidade de componentes por aeronave: 2;

•	 Densidade de probabilidade de falha de acordo com distribuição Weibull, 
representativa de componentes reais. 

Uma simulação baseada em eventos foi realizada utilizando o R, da qual as 
remoções foram geradas aleatoriamente. Ao final, o tempo médio entre remoções 
não programadas, mais conhecido como MTBUR (do inglês Mean Time Between 
Unschedule Removal) foi de 3652. Esse número, apesar de ser bem menor que 
a média dos componentes no mundo aeronáutico, foi utilizado pois resulta em um 
estoque relativamente grande de peças, o que permite exercitar a alocação de custos 
de uma maneira mais efetiva.

2.2	Cálculo do Custo Total de Estoques 

Com as informações de MTBUR do componente e o consumo total de cada 
operador (representado, neste trabalho, pela letra grega λ), é possível iniciar as 
simulações de dimensionamento de estoque.
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2.3	Distribuição de Poisson

A distribuição de Poisson [Miguel 2005] é utilizada para calcular o número de 
peças necessárias para atingir o nível de pelo menos 95% de disponibilidade de estoque 
para cada coalizão possível entre os operadores. Como essa distribuição admite 
apenas valores discretos como entrada (devido ao termo fatorial no denominador), a 
disponibilidade exata de 95% seria algo fortuito. Na prática, os valores de disponibilidade 
são, no mínimo, 95%, mas podem atingir valores consideravelmente mais altos. Apesar 
de isso representar maior disponibilidade de peças para o operador, também implica 
em gastos indesejados bem mais altos. A Figura 1 ilustra a alteração do estoque médio 
por aeronave com o aumento de λ de uma coalizão hipotética:

Figura 1: Estoque médio por aeronave utilizando a função de Poisson.

Note que, em pontos específicos, tem-se um aumento do estoque médio por 
aeronave ao aumentar o consumo da mesma. Essa é uma característica gerada 
pela flutuação de disponibilidade que, por sua vez, é causada pela parte discreta 
da distribuição de Poisson. Esse tipo de jogo é chamado de não-convexo [Shoham 
e Leyton-Brown, 2009]: nestas situações, a formação de grandes coalizões são 
prejudicadas. Isso pode distorcer o resultado da alocação de recursos, anulando 
alguns efeitos benéficos do uso do valor de Shapley.

2.4	Distribuição de Poisson Modificada

Com a intenção de atingir o valor exato de 95% de confiabilidade e evitar os 
efeitos demonstrados na Figura 1, há a possibilidade de dimensionar o estoque 
necessário de cada coalizão modificando a restrição de número inteiro de peças. Isso 
não significa que, na prática, o estoque deveria ser composto de um número não 
inteiro de peças, mas apenas que, dado o estoque real, a alocação de custos será 
realizada considerando um número não inteiro de componentes.

Isso pode ser feito substituindo a função fatorial na distribuição de Poisson pela 
função Gama, pois ela representa uma extensão dessa função para o conjunto de 
números reais [Weisstein et al 2015]. A função Gama, representada por Γ, é definida 
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como [Weisstein 2015]:

A relação com a função fatorial pode ser representada da seguinte maneira:

Em que:
•	 x é um número real ou complexo

•	 (x-1)! é a fatorial de  x-1

Essa função gera uma probabilidade contínua, permitindo ao estudo inferir um 
valor mais preciso do número de peças que atende a disponibilidade exata de 95%, 
como citado anteriormente. A Figura 2 demonstra o comportamento da função de 
Poisson com a modificação de Gama, onde é possível perceber a monotonicidade da 
função, conforme desejado.

Figura 2: Estoque médio por aeronave utilizando a função de Poisson modificada

2.5	Recomendação de Peças

O compartilhamento dos custos utilizadas no modelo do valor de Shapley será, 
portanto, uma modificação da equação de Poisson, na qual o termo fatorial é substituído 
pelo equivalente da função Gama: 

Com essa adaptação alteramos algumas propriedades da função original: 
apesar da distribuição de probabilidade ser a mesma nos ‘k’s inteiros, a distribuição 
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de probabilidade cumulativa, por exemplo, é levemente alterada quando comparada à 
distribuição de Poisson tradicional. Por esse motivo, essa distribuição será chamada 
de “Poisson modificada” ao longo do trabalho.

Comentários Adicionais Sobre os Custos de Estoque
O objetivo do trabalho é verificar qual a melhor maneira de compartilhar os 

custos do estoque: tanto a aquisição quanto a manutenção do mesmo. Tipicamente, 
a manutenção envolve seguro, depreciação/ obsolescência, aluguel de armazém, 
homem-hora, custo de oportunidade e outros. Esses custos geralmente são 
especificados como uma fração do custo da peça armazenada (por exemplo, 10% do 
valor da peça nova, por ano).

Ao longo deste trabalho, a quantidade de peças será utilizada como uma maneira 
de representar a alocação de custos. Essa abordagem visa a facilitar as comparações 
e o entendimento das metodologias de alocação de custos. O estudo não tem como 
objetivo fazer o dimensionamento do estoque: para isso, existem metodologias 
consagradas (dentre as quais, a distribuição de Poisson é talvez uma das mais 
relevantes). 

2.6	Métodos de Alocação de Custo

Nas subseções a seguir, as diferentes técnicas de alocação de custos de estoques 
compartilhados são listadas.

2.6.1	 Cálculo do Valor de Shapley

A alocação de custos utilizando o valor de Shapley procura atribuir, a cada 
participante, benefícios proporcionais à contribuição individual à coalizão total. 
Considerando N o número de jogadores e  cada combinação entre jogadores 
(Coalizão), o valor alocado para cada indivíduo , é calculado como:

Sendo que a soma inclui todos os termos de N! na ordem R e  é o set de jogadores 
que precedem i em R. O número de termos da equação cresce exponencialmente com 
o número de jogadores [Moreira; Luna e Guedes 2002], podendo se tornar um cálculo 
extremamente caro, dependendo da quantidade de participantes (por ex., o número 
de termos deste cálculo para uma coalizão de 25 indivíduos é da ordem de 1E+25).

O valor de Shapley é uma distribuição “justa” de payoffs entre os participantes 
da coalizão. De maneira geral, jogadores que contribuem mais para os ganhos da 
coalizão, recebem mais vantagens por isso. Nesse sentido, grandes operadores 
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tendem a ser mais beneficiados pela adoção de uma alocação de custos dessa 
natureza. Considerando que , essa distribuição “justa” é garantida pelas seguintes 
propriedades [Shoham e Leyton-Brown, 2009]:

•	 Simetria –Se dois jogadores i e j são equivalentes de tal modo que 
 para qualquer coalizão S que não envolva i ou j, o 

payoff recebido por i e j são iguais;

•	 Jogador Dummy – um jogador é considerado dummy se o payoff que ele 
contribui na Coalizão é exatamente igual ao payoff que ele conseguiria so-
zinho, ou seja, . Nesse caso, como o jogador não 
acrescenta para a coalizão, ele recebe exatamente o que receberia se esti-
vesse sozinho;

•	 Aditividade – considere dois jogos cooperativos com distribuição de payoffs 
diferentes v1 e v2. A propriedade da aditividade diz que, se combinarmos 
esses dois jogos em um só, o payoff desse novo jogo deve ser igual à soma 
dos payoffs dos jogos separados .

Uma propriedade adicional, garantida pelas três mencionadas acima, é a 
eficiência, ou seja, o custo total é dividido entre os participantes  [Shoham 
e Leyton-Brown, 2009]. Essa propriedade é importante para o problema proposto, já 
que garante que os custos totais de estoque serão cobertos pelos operadores.

2.6.2	 Alocação de Custos Proporcional ao Potencial de Consumo

Nesta técnica, o custo atribuído a cada operador é calculado como sendo 
diretamente proporcional ao próprio consumo na coalizão total. Isto está ilustrado na 
equação 5:

Onde:

•	 PCi é o valor da recomendação Proporcional ao potencial de consumo;

•	 GC é a quantidade recomendada para a combinação de todos os operado-
res, (1+2+3+4, também chamada de grande coalizão);

•	  é o consumo das aeronaves do operador i, ou seja, , em que 
 é o número de componentes instalados na aeronave, HV/ano é o 

número de horas voadas em um ano.
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2.6.3	 Proporcional ao Número de Aeronaves

Ao calcular o custo relativo de cada operador pode-se assumir que todos os 
operadores que compartilham a coalizão tenham o mesmo número de horas voadas 
por ano. Dessa forma, a alocação de custo seria proporcional ao número de aeronaves 
de cada operador. Segue abaixo:

Em que:

•	  é o número de peças com as quais o operador i deve arcar;

•	  é o número de aeronaves do operador j..

Note que, nesse método, o operador i arca com um número de peças proporcional 
à sua frota, mas considerando que a demanda total pode ser calculada considerando 
seu próprio perfil operacional. Devido a essa simplificação, uma desvantagem desse 
método é que a soma dos custos de cada operador não necessariamente é igual 
aos custos real do estoque. A vantagem desse método é a facilidade de aplicá-lo 
em campo, já que, para calcular os custos do operador i, apenas o perfil de uso das 
aeronaves do operador i é necessário;

3 | 	RESULTADOS

A aplicação dos diferentes métodos de alocação de custos, bem como os 
comentários sobre vantagens e desvantagens de cada modelo, está descrita nas 
subseções a seguir. Para os testes, foram consideradas 4 situações:

•	 A situação Base, em que todos os operadores possuem mesmo perfil de 
horas voadas;

•	 A situação 2, com operadores com perfis de horas voadas diferentes;

•	 A situação 3, com operadores com perfis radicalmente diferentes, situação 
na qual o uso do valor de Shapley mostra uma visível vantagem em relação 
aos outros métodos;

•	 A situação 4, que apresenta apenas um operador com perfil operacional 
muito diferente do restante.

3.1 Comparação entre Modelos – Situação Base

A situação base considera que todas as aeronaves têm a mesma quantidade 
de horas voadas por ano. A diferença está na quantidade de aeronaves, conforme 
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descrito na Tabela 1:

Operador Aeronaves HV/Ano
1
2
3
4

1
5

10
30

3000
3000
3000
3000

Tabela 1: Frota dos operadores

Todos os resultados obtidos das simulações iniciais com o método de “Shapley”, 
“Operadores independentes”, “Proporcional ao potencial de consumo” e “Proporcional 
ao número de aeronaves” são apresentados na Tabela 2.

Operadores 1 2 3 4 Soma
Sem compartilhamento 4 13 23 61 101
Compartilhado (Shapley) 2,42 10,36 19,94 57,28 90
Compartilhado (Proporcional ao consumo) 1,96 9,78 19,57 58,7 90
Compartilhado (Número de aeronaves) 1,96 9,78 19,57 58,7 90

Tabela 2: Alocação de custos para Situação Base

O conceito de alocação de custos baseados em jogos cooperativos pode parecer 
abstrato até o ponto em que existem exemplos que direcionam o raciocínio para o 
principal objetivo da cooperação, ou seja, chegar aos valores que sejam satisfatórios 
a todos os participantes [Moreira et al 2002]. Note que o compartilhamento de 
estoques (linhas 2, 3 e 4 da Tabela 2) sempre reduz os custos individuais e totais, 
quando comparados à situação sem compartilhamento. Com o aumento do número 
de operadores e suas respectivas frotas, aumenta a possibilidade de mais peças 
circulando nesse estoque para o uso coletivo, incrementando a probabilidade de todas 
as aeronaves tenham a confiabilidade de 95 % de disponibilidade atendida.

A diferença é que o uso do valor de Shapley fornece economias maiores ao quarto 
operador, o maior desta coalizão. Isso acontece porque este operador de fato contribui 
mais para os ganhos conjuntos da coalizão e, portanto, ele recebe mais benefícios 
que os modelos proporcionais. Tanto o método de compartilhamento intitulado como 
“Proporcional ao potencial de consumo” e “Proporcional ao número de aeronaves” 
apresentam nesse caso as mesmas recomendações, já que o número de horas voadas 
é o mesmo.

3.2 Comparação entre Modelos – Situação 2

Os perfis adotados para as simulações da situação 2 constam na Tabela 3: 
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Operador Aeronaves HV/Ano
1
2
3
4

3
10
20
50

300
1000
1500
3000

Tabela 3 : Simulação de perfis para a situação 2

Nesse caso é possível observar que o operador 4 tem uma influência alta nos 
jogos cooperativos para alocação de custos, pois tanto as suas horas voadas como 
sua frota são maiores comparadas aos operadores 1, 2 e 3. A Tabela 4, com os valores 
dos custos alocados, mostra os resultados da situação 2:

Operadores 1 2 3 4 Soma
Sem compartilhamento 2 10 23 97 132
Compartilhado (Shapley) 0,95 7,15 20,01 93,89 122
Compartilhado (Proporcional ao consumo) 0,58 6,39 19,17 95,86 122
Compartilhado (Número de aeronaves) 0,72 6,87 19,76 93,98 121,33

Tabela 4: Alocação de custos para Situação 2

Nenhum dos operadores nesse conjunto possui o mesmo número de horas voadas 
ou frota, o que permite perceber a diferença de resultados entre o compartilhamento 
proporcional ao consumo e o proporcional ao número de aeronaves.

Neste exemplo, o operador 1 possui um impacto baixo na coalizão total e, por isso, 
também recebe benefícios bastante reduzidos utilizando o valor de Shapley, quando 
comparado aos outros modelos proporcionais de alocação de custo. O proporcional 
ao consumo é ainda mais baixo que o proporcional à quantidade de aeronave, pois 
as horas voadas por ano por esse operador são bem menores que as das outras 
aeronaves na coalizão.

Novamente, o valor de Shapley reduz o valor apenas para o grande operador da 
coalizão, ao custo da elevação dos custos para todos os outros operadores. Outro fato 
interessante explicitado na Tabela 4 é a soma dos custos para o modelo proporcional 
ao número de aeronaves: o valor não soma 122, que é a quantidade total de peças no 
estoque compartilhado. Ao assumir que todas as aeronaves da coalizão têm o mesmo 
perfil operacional, é introduzido um erro que resulta em um valor total diferente do real.

3.3 Comparação entre Modelos – Situação 3

Os perfis adotados para essa simulação estão na Tabela 5:
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Operador Aeronaves HV/ Ano
1
2
3
4

1
1
2

50

300
300
200

3000

Tabela 5: Simulação de perfis para a Situação 3

Os operadores 1, 2 e 3 têm poucas diferenças na operação, assim como no λ 
resultante. Porém o operador 4 tem um aumento muito significativo dessa variável, 
já que possui a maior frota e maior número de horas voadas ao ano. O uso de perfis 
tão extremos, nos quais a diferença de horas voadas e frotas são tão grandes, é 
simplesmente para ilustrar um fenômeno que pode acontecer em configurações que 
envolvam grandes/ pequenos operadores em uma coalizão. Na Tabela 6 seguem o 
resultados da alocação de custos para a Situação 3.

Operadores 1 2 3 4 Soma
Sem compartilhamento 1 1 1 97 100
Compartilhado (Shapley) 0,52 0,52 0,61 96,35 98
Compartilhado (Proporcional ao consumo) 0,19 0,19 0,26 97,35 98
Compartilhado (Número de aeronaves) 0,26 0,26 0,37 96,3 97,19

Tabela 6: Alocação de custos – Situação 3

Interessante notar que o modelo de compartilhamento proporcional ao consumo 
gerou um custo para o operador 4 ainda maior que o caso sem compartilhamento, o 
que eliminaria o incentivo de fazer parte desta coalizão. Isto acontece possivelmente 
por um efeito parecido ao demonstrado na Figura 1, pelo fato da técnica “proporcional 
ao consumo” utilizar o Poisson tradicional (não modificado) para cálculo dos estoques. 
Imagine a seguinte situação: uma coalizão A, formada por 2 aeronaves com mesmo 
perfil operacional, utiliza uma única peça para garantir 95,1% de disponibilidade da 
mesma. Nesta configuração, cada aeronave é responsável por 0,5 peça. Se a esta 
coalizão se juntar outra aeronave, pode haver a necessidade de comprar mais uma 
peça para garantir uma disponibilidade maior que 95%. Nesse caso, a nova coalizão, 
formada por 3 aeronaves, precisa de 2 peças (ou seja, cada aeronave paga, em média, 
0,67 peça). Ou seja, a adição de aeronaves parece ter feito a coalizão menos atrativa, 
aumentando os custos para cada operador.

3.4 Comparação entre Modelos – Situação 4

No caso ilustrado na Tabela 7, existe um operador que possui a maior frota do 
conjunto, porém possui um perfil de horas voadas bem inferior.
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Operador Aeronaves HV/ Ano
1
2
3
4

1
2
2

50

3000
3000
2000
450

Tabela 7:  Simulação de perfis para a Situação 4

Mesmo que o operador 4 seja responsável pela maior parte dos custos, é possível 
perceber uma maior participação de todos os outros operadores comparando com a 
Situação 3, como será visto na Tabela 8:

Operadores 1 2 3 4 Soma
Sem compartilhamento 4 7 7 18 36
Compartilhado (Shapley) 2,54 4,7 4,7 16,06 28
Compartilhado (Proporcional ao consumo) 2,24 4,48 4,48 16,8 28
Compartilhado (Número de aeronaves) 1,93 3,85 3,85 18,18 27,82

Tabela 8: Alocação de custos para Situação 4

Note que, nesta situação, o modelo proporcional ao número de aeronaves 
resultou em um custo maior que a situação sem compartilhamento para o operador 
4 (similar ao que aconteceu para o modelo proporcional ao consumo na situação 3). 
Esse fenômeno aconteceu pelos mesmos motivos descritos na seção anteriormente: 
a restrição de números inteiros da equação de Poisson, ilustrado na Figura 1.  

De maneira geral, é interessante notar os ganhos marginais de operadores 
maiores em coalizões de compartilhamento de estoques, principalmente ao se utilizar 
os modelos proporcionais (ao consumo e ao número de aeronaves).

4 | 	COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES

Diferentes técnicas de alocação de custos para compartilhamento de estoques 
foram testadas, com foco especial ao método de Shapley, baseado na teoria dos jogos 
cooperativos. Esta metodologia se mostrou importante para atrair grandes operadores 
aos programas de compartilhamento de estoques, uma vez que a alocação de custos 
é realizada de uma maneira mais justa e proporcional à contribuição de cada operador 
à coalizão. Os custos dos operadores menores aumentam um pouco em relação 
aos modelos proporcionais, mas ainda sim o incentivo destes em participarem de 
tais coalizões é muito grande (com redução de custos da ordem de 40%). De fato, a 
prática mostra que grandes operadores têm muito menos incentivos a participarem de 
programas de compartilhamentos de estoque. O uso de teoria de jogos cooperativos 
permite harmonizar os incentivos a essa participação.

O trabalho focou em mostrar uma maneira justa de compartilhar os estoques, 
dada a coalizão. Como trabalhos futuros, sugere-se estudar sob quais condições 
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a grande coalizão (ou seja, com todos os operadores) é formada, o que acontece 
quando a alocação de custos está no core do jogo cooperativo [Karsten 2010]. Para 
aplicações práticas do estudo ora desenvolvido, faz-se necessário também verificar 
a influência da adição de custos adicionais e margens de lucro, o que aumentaria o 
custo total da coalizão.
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