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APRESENTAÇÃO

As obras As Engenharias frente a Sociedade, a Economia e o Meio Ambiente 
Volume 1, 2, 3 e 4 abordam os mais diversos assuntos sobre métodos e ferramentas 
nas diversas áreas das engenharias a fim de melhorar a relação do homem com o 
meio ambiente e seus recursos. 

O Volume 1 está disposto em 31 capítulos, com assuntos voltados a engenharia 
do meio ambiente, apresentando processos de recuperação e reaproveitamento de 
resíduos e uma melhor aplicação dos recursos disponíveis no ambiente, além do 
panorama sobre novos métodos de obtenção limpa da energia.

Já o Volume 2, está organizado em 32 capítulos e apresenta uma vertente ligada 
ao estudo dos solos e aguas, com estudos de sua melhor utilização, visando uma 
menor degradação do ambiente; com aplicações voltadas a construção civil de baixo 
impacto.

O Volume 3 apresenta estudos de materiais para aplicação eficiente e econômica 
em projetos, bem como o desenvolvimento de projetos mecânico e eletroeletrônicos 
voltados a otimização industrial e a redução de impacto ambiental, sendo organizados 
na forma de 28 capítulos.

No último Volume, são apresentados capítulos com temas referentes a engenharia 
de alimentos, e a melhoria em processos e produtos.

Desta forma um compendio de temas e abordagens que facilitam as relações 
entre ensino-aprendizado são apresentados, a fim de se levantar dados e propostas 
para novas discussões em relação ao ensino nas engenharias, de maneira atual e 
com a aplicação das tecnologias hoje disponíveis. 

Boa leitura

Henrique Ajuz Holzmann
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REDUÇÃO DO CONSUMO DE AÇO EM VIGAS DE 
CONCRETO ARMADO SUBMETIDAS AO ESFORÇO 

CORTANTE ATRAVÉS DA ESCOLHA DO ÂNGULO 
DAS BIELAS

CAPÍTULO 20

Lucas Teotônio de Souza 
Universidade Federal do Rio de Janeiro 

Rio de Janeiro – RJ
Paula de Oliveira Ribeiro

Escola de Engenharia de São Carlos/Universidade 
de São Paulo 

São Carlos – SP 

RESUMO: Nas vigas, em geral, as solicitações 
predominantes são o momento fletor e a 
força cortante. No dimensionamento de 
uma viga de concreto armado, geralmente o 
primeiro cálculo feito é o de determinação das 
armaduras longitudinais, seguido pelo cálculo 
da armadura transversal. Diferentes modelos 
foram desenvolvidos para análise de vigas 
de concreto sob força cortante, sendo que o 
modelo de treliça é o que ainda se destaca.  O 
modelo se baseia na analogia entre uma viga 
fissurada e uma treliça. O funcionamento como 
treliça ocorre em virtude da intensa fissuração 
da viga nas proximidades do ELU. Como as 
diagonais comprimidas são delimitadas pelas 
fissuras, o ângulo θ de inclinação das bielas 
é dado pela inclinação das fissuras. A ABNT 
NBR 6118 (2014) prescreve duas condições 
de cálculo de armadura de cisalhamento em 
vigas, o Modelo I onde o θ é tomado igual a 
45º e o Modelo II, com θ entre 30º e 45º. Em 
geral, cabe ao engenheiro adotar um certo valor 

para o ângulo de biela dentro das prescrições 
normativas.  Tendo em vista a importância da 
adoção de um determinado ângulo de biela para 
o dimensionamento ao cortante, o presente 
trabalho trata da busca do θ que irá conduzir 
ao menor consumo de armadura em um caso 
específico.
PALAVRAS-CHAVE: Vigas; cortante; bielas.

ABSTRACT: In beams, in general, the 
predominant stresses are the bending moment 
and the shearing force. In the design of a 
reinforced concrete beam, generally the first 
calculation is the determination of the longitudinal 
reinforcement, followed by the calculation of 
the transverse reinforcement. Different models 
were developed for the analysis of concrete 
beams under shear force, and the trellis model 
is what still stands out. The model is based on 
the analogy between a cracked beam and a 
lattice. The trellis operation occurs due to the 
intense cracking of the beam near the ELU. As 
the compressed diagonals are delimited by the 
cracks, the inclination angle θ of the connecting 
rods is given by the inclination of the cracks. 
ABNT NBR 6118 prescribes two conditions for 
calculation of shear reinforcement in beams, 
Model I where θ is taken equal to 45º and Model 
II, with θ between 30º and 45º. In general, the 
engineer having to adopt a certain value for 
the connecting rod angle within the normative 
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prescriptions. Considering the importance of adopting a particular connecting rod angle 
for shear design, the present work deals with the search of the θ that claws the least 
consumption of armor in a specific case.
KEYWORDS: Beams; shear; connecting rods.

1 |  INTRODUÇÃO

O procedimento empregado no dimensionamento de elementos de vigas de 
concreto armado geralmente sugere a determinação da armadura de flexão, calculadas 
pelos momentos máximos, seguindo daquelas resistentes às forças cortantes. A 
primeira é disposta longitudinalmente na estrutura e a segunda na direção transversal. 
A norma brasileira de projeto de estruturas de concreto, NBR 6118 (2014), propõe a 
adoção de dois modelos de cálculo da armadura transversal, ambos baseados na 
analogia de treliça. O modelo I é fundamentado na treliça clássica de Ritter- Mörsch e 
no modelo II a treliça generalizada (BASTOS, 2017). Em síntese, a analogia de treliça 
de Ritter- Mörsch é viabilizada admitindo que o comportamento de uma viga biapoiada 
após fissurada é similar ao de uma treliça. O modelo é adotado por normas nacionais 
e internacionais por sua simplicidade e suficiente precisão, sendo propostas apenas 
melhorias em pesquisas posteriores (PINHEIRO, MUZARDO e SANTOS, 2003).

A ruptura por efeito de força cortante é iniciada após o surgimento de fissuras 
inclinadas, portanto um dos passos iniciais consiste em dispor os estribos de modo a 
“costurá-las”. Este cuidado evita a ruptura precoce, que para o caso geral, onde são 
empregados estribos verticais, ocorrerá quando o espaçamento for maior que o braço 
de alavanca da viga. Diversas variáveis influenciam na ruptura, tais como dimensões 
da viga, resistência do concreto, geometria e tipo de carregamento (BASTOS, 2017) 
(CARVALHO e FIGUEIREDO FILHO, 2014).

O comportamento de uma viga submetida ao cisalhamento é regido 
essencialmente pela geometria da seção transversal da peça. A fissuração conduz à 
redistribuição dos esforços de maneira proporcional a rigidez das diagonais e do banzo 
comprimidos, que naturalmente é função das armaduras longitudinal e transversal. No 
entanto, o fator predominante é a relação , Figura 1, que expressa as áreas do banzo 
e diagonais comprimidos. Quanto menor for a relação , maior a inclinação da força no 
banzo comprimido e menor o ângulo de inclinação das bielas (). O ângulo  assume 
valor próximo de 30º quando  (seção retangular) tendendo para 45º se  (seções tipo T 
e I, por exemplo). Vigas cuja inclinação das bielas é inferior a 45º conduzem a menor 
esforço de tração na alma (LEONHARDT; MONNING, 1982).
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Figura 1 - Inclinação do banzo comprimido em direção ao apoio em viga de seção retangular e 
T

Fonte: Leonhardt e Monning, 1982.

2 |  FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1 Analogia de treliça

O dimensionamento ao esforço cortante segundo a ABNT NBR 6118 (2014) 
admite dois modelos de cálculo fundamentados na analogia de treliça associados 
a mecanismos resistentes complementares desenvolvidos no interior do elemento 
estrutural e traduzidos por uma componente adicional Vc. O modelo I faz uso da treliça 
clássica, de Ritter-Mörsch, onde o ângulo de inclinação das bielas de compressão (Ө) 
é fixo e igual a 45º. No modelo II é utilizada a treliça generalizada, com Ө variando 
livremente entre 30º e 45º.

Considerando o modelo de cálculo I, as hipóteses da norma brasileira para a 
treliça clássica assumem que a estrutura é isostática, possui os banzos paralelos e a 
inclinação dos estribos (ɑ) varia entre 45º e 90º. A equação do cálculo da armadura 
necessária para resistir ao esforço cortante é deduzida a partir da Figura 2.

Figura 2. Treliça clássica de Ritter-Mörsch
Fonte: Autor, 2019.

Onde:
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 : resultante das tensões nas barras da armadura transversal;
 : resultante das tensões no concreto no banzo comprimido;
 : resultante das tensões na armadura transversal de tração.

at

c

s

F
F
F

Pelo equilíbrio das forças na vertical, obtém-se:

Considerando o Estado Limite Último (ELU), a resultante nas barras da armadura 
transversal é dada por:

Sendo:

 : área da seção transversal de cada barra da armadura transversal;
 : número de barras utilizadas;

 : tensão de escoamento do aço.

sw

yd

A
n
f  

De acordo com a Figura 2, o número de barras utilizadas ( n ) é igual ao 
comprimento  dividido pelo espaçamento entre os estribos ( s ).  O esforço 
cortante solicitante de cálculo é a componente vertical da resultante das tensões nas 
barras de armadura transversal, ou seja:

Substituindo a Eq. (3) na Eq. (4), obtém-se:

Assumindo 0,9z d=  e generalizando a Eq. (5) para qualquer valor de ângulo de 
biela Ө, tem-se:

Por simples manipulação da Eq. (6) é possível calcular a armadura transversal 
por metro, conforme a Eq. (7).
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Algumas imperfeições são verificadas na analogia de treliça, a saber: a treliça 
é hiperestática; Ө < 45º em regiões com maior cortante; parte do esforço cortante é 
absorvido na zona comprimida; os banzos não são paralelos; as bielas de concreto 
(compressão) estão parcialmente engastadas na ligação com o banzo superior; as 
bielas são mais rígidas que as diagonais tracionadas, absorvendo maior parcela do 
esforço cortante do que a determinada pelo modelo de treliça clássica; a taxa de 
armadura longitudinal influi no esforço da armadura transversal. Para corrigir o modelo 
de treliça clássica, a NBR 6118 (2014) propõe a parcela Vc (parcela da força cortante 
absorvida por mecanismos complementares ao de treliça). Portanto, deve-se subtrair 
o valor Vc do esforço solicitante de cálculo Vsd.

2.2 Ângulo da biela que minimiza o volume de aço 

De início ressalta-se que a armadura de flexão devido ao momento fletor não é 
influenciada pelo ângulo da biela. Portanto, a minimização do volume de aço é função 
apenas da armadura de cisalhamento (Vst) e do acréscimo de armadura de flexão (Vflex) 
devido a decalagem. Logo, o volume total de aço em função do ângulo da biela será:

O cálculo de V(Ө) é dividido em duas etapas, na primeira é calculada a armadura 
de cisalhamento e na segunda o acréscimo da armadura de flexão por efeito da 
decalagem.

a. Volume da armadura de cisalhamento

O volume de estribos é dado pela multiplicação do comprimento de cada estribo, 
pela área da seção transversal, vezes o número de estribos. Como a área de armadura 
é dada por metro, o número de estribos vezes a área da seção transversal é obtida 
pela multiplicação da taxa de armadura (Asw/s) pelo comprimento em que o estribo 
está distribuído (Lfaixa) vezes o comprimento de cada estribo (lest). Logo, o volume total 
de aço usado nos estribos é:

Substituindo a Eq. (7) na Eq. (9), obtém-se:
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Acréscimo da armadura longitudinal pelo efeito da decalagem

As forças resultantes de tração e compressão atuantes na seção transversal 
podem ser calculadas a partir dos valores de Fsd e Fwd, conforme apresentado na 
Figura 3.

Figura 3. Forças atuantes na seção transversal
Fonte: Shehata, 2005.

Sendo:

Pelo polígono de forças apresentado na Figura 3, obtém-se o valor de H, que é 
carga horizontal resultante da diferença entre os banzos tracionados e comprimidos.

A carga H é responsável pelo acréscimo de armadura de flexão na viga, sendo 
que metade dessa carga vai para o banzo tracionado e outra metade vai para o banzo 
comprimido, proporcionando alívio da tensão no concreto.   

A área de armadura longitudinal que deve ser acrescida devido ao efeito da 
decalagem será:

O volume de aço é dado por:

Sendo adL  o comprimento da armadura adicional de flexão.
Substituindo a Eq. (10) e a Eq. (13) na Eq. (8), tem-se o volume total de aço que 
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depende do ângulo Ө.

3 |  MODELO GEOMÉTRICO

O modelo geométrico abordado em questão é uma viga de concreto armado 
engastada em uma extremidade e apoiada em outra, Figura 4. As dimensões do 
elemento estrutural são 6,0 m de comprimento (distância entre os apoios) e seção 
transversal retangular com largura (bw) igual a 200 mm e altura (h) de 650 mm. A 
estrutura está submetida a carga (q) uniformemente distribuída, sendo adotado um 
valor unitário (1,0 kN/m) para tornar a análise genérica. O aço das armaduras é do 
tipo CA-50. Os diagramas de esforços atuantes e de força nos estribos é calculado e 
apresentado na Figura 4.

Figura 4. Modelo de viga em estudo
Fonte: Autor, 2019. 

4 |  RESULTADOS

4.1 Modelo de referência

Para a viga apresentada na seção 3, o comprimento estimado dos estribos, 
considerando gancho de 5 cm, é:
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  Admitindo estribos verticais (ɑ = 90º) e utilizando os esforços solicitantes 
mostrados na Figura 4, calcula-se o volume total de aço (m³):

O gráfico da equação 15 mostra a existência de um determinado valor de Ө que 
resulta no menor volume de aço a ser empregado no dimensionamento, conforme 
mostra a Figura 5.

Figura 5. Volume de aço em função do ângulo Ө 
Fonte: Autor, 2019. 

Para calcular o ângulo que minimiza o volume de aço, basta derivar a Eq. (15):
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Portanto, para exemplo estudado o valor do ângulo da biela que minimiza o 
consumo de aço é Ө = 22,08º.

4.2 Análise paramétrica

Com a finalidade de avaliar a influência da geometria da viga no ângulo de biela 
que minimiza o volume de aço, foi realizado um estudo paramétrico variando a relação 
entre o comprimento da viga e a altura útil ( ). A Figura 6 apresenta as curvas de 
volume de aço em função do ângulo  para diferentes relações .

Figura 6. Volume de aço em função do ângulo Ө para diferentes 
Fonte: Autor, 2019.

Por meio da derivação das curvas que relacionam o volume de aço com o ângulo 
da biela foram calculados os ângulos que minimizam o volume de aço para cada um 
dos casos estudados. A Figura 7 apresenta a variação do ângulo da biela em função 
da relação .
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Figura 7 - Ângulo  para diferentes 

Fonte: Autor, 2019.

O ângulo de biela responsável por minimizar o volume de aço foi bastante 
próximo para as diferentes relações entre o comprimento da viga e a altura útil, sendo 
ligeiramente menor para valores maiores de  , conforme pode ser observado na 
Figura 7. Outra observação é que o volume de aço é menor para valores de  
menores (ver Figura 6), isso se deve ao fato de a altura útil ser maior nesses casos, ou 
seja, uma seção transversal de concreto maior requer menor volume de aço.

5 |  CONCLUSÃO

A busca pela minimização do volume de aço é de extrema importância para 
a concepção de projetos otimizados, pois é primordial para a economia, logo é 
perfeitamente plausível. A análise gráfica mostra que para valores de Ө inferiores a 15º 
o volume de aço aumenta muito, acontecendo o mesmo para Ө superior a 35º. A área 
de aço combatente ao cisalhamento é proporcional ao ângulo da biela, enquanto a área 
de aço adicional à flexão é inversamente proporcional, justificando as observações. 
Portanto, existe uma região que equilibra essas reações de proporcionalidade, 
compreendendo valores de Ө entre 15 e 35º. 

 A norma de dimensionamento de estruturas de concreto armado (NBR 6118:2014), 
possibilita que o projetista escolha o valor de Өentre 30 e 45º. Logo, para se atender 
ao menor consumo de aço, deve-se optar pelo menor valor do ângulo de biela, ou seja, 
Ө = 30º.
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