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APRESENTACAO

Caro(a) leitor(a)

Nesta obratemos um compendio de pesquisas realizadas por alunos e professores
atuantes em ciéncias exatas, engenharia e tecnologia. Sao apresentados trabalhos
tedricos e varios resultados praticos de diferentes formas de aplicagdo e abordagens
de simulagéo, projetos e caracterizacdo no ambito da engenharia e aplicacdo de
tecnologia.

Tecnologia e pesquisa de base sao os pilares do desenvolvimento tecnoldgico e
dainovacdo. Uma visdo ampla destes temas é portando fundamental. E esta amplitude
de areas e temas que procuramos reunir neste livro.

De abordagem objetiva, a obra se mostra de grande relevancia para graduandos,
alunos de poOs-graduacao, docentes e profissionais, apresentando tematicas e
metodologias diversificadas, em situac¢oes reais.

Optamos pela divisdo da obra em dois volumes, como forma de organizacéo
e praticidade a vocé leitor. Aos autores, agradecemos pela confianca e espirito de
parceria.

Boa leitura

Joao Dallamuta
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CAPITULO 15

CORRELACOES ENTRE AS TEORIAS DE EULER-
BERNOULLI E DE SHI-VOYIADJIS PARA VIGAS: UMA
ABORDAGEM TEORICA E NUMERICA

Hilton Marques Souza Santana
Universidade Federal de Sergipe

Sao Cristévao - SE
Fabio Carlos da Rocha
Universidade Federal de Sergipe

Sao Cristévao - SE

RESUMO: Avancos recentes na tecnologia
dos materiais tém expandido a aplicagdo de
viga na engenharia como sistema estrutural.
No entanto, os efeitos da deformacdo por
cisalhamento tornam-se mais pronunciados
em vigas com relagao altura/comprimento alta,
devido aos baixos médulos de cisalhamento
transversal em comparacdo com o modulo
longitudinal no plano, quando sujeitas a cargas
transversais. Devido as limitagcdes existentes
na teoria classica de vigas para representar o
comportamento da deflex&o por cisalhamento,
foi e vem sendo desenvolvidas novas teorias
de vigas que inserem em sua cineméatica
uma descricdo melhorada da variacdo da
deformagdo cisalhante. Tais teorias sao
chamadas de teorias refinadas de vigas. Estas
teorias refinadas apresentam a vantagem de
nao necessitarem da utilizacdo de fatores de
correcéo, além de melhor descrever o campo de
variagao da tens&o de cisalhamento na secéo.
No entanto, nestas teorias s&o inseridos novos
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parametros, sem uma interpretacéao fisica clara,
o que dificulta a imposicdo das condi¢bes de
contorno ao problema. O presente trabalho
tem o objetivo de fornecer interpretacao fisica
aos parametros da teoria parabdlica de Shi-
Voyiadjis. Este objetivo é alcancado por meio
do desenvolvimento da correlacdo entre os
parémetros de Shi-Voyiadjis e os da teoria
de Euler-Bernoulli. Para a validagdo das
imposicoes das condigcbes de contorno, via
correlacdo, foi desenvolvida, via problema
variacional, a formulacdo em Elementos Finitos
(MEF) para a teoria de Shi-Voyiadjis. Neste
trabalho as formulacdes desenvolvidas sao
aplicadas a uma viga simplesmente apoiada
submetida a um carregamento distribuido. Os
resultados das analises demostraram excelente
concordancia entre as abordagens numérica e
analitica.

PALAVRAS-CHAVE: deformacgao cisalhante
parabdlica; vigas espessas; método dos
elementos finitos; teoria de viga de Shi-Voyiad;is;
teoria de viga de Euler-Bernoulli.

ABSTRACT: Recent advances in materials
technology have expanded the use of beams
as a structural system in engineering. However,
as beams becomes thicker, the shear effects
become more pronounced due to the low
transverse modulus of elasticity, compared to
the longitudinal modulus when subjected to
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transverse loads. This justifies the need for a precise structural analysis formulation for
beams. Due to the limitations of classical beam theory in representing shear deflection
behavior, new beam theories have been developed to insert into their kinematics an
improved description of the shear strain variation. Such theories are called refined
theories of beams. These refined theories have the advantage of not requiring the
use of correction factors, in addition to better describing the field of variation of the
shear stress in the section. However, in these high-order theories, new parameters are
introduced which do not have a clear physical interpretation, hindering the imposition
of boundary conditions on the problem. The present work has the objective of providing
physical interpretation to the parameters of the Shi-Voyiadjis theory. This objective
was achieved by developing the correlation between the Shi-Voyiadjis parameters
and those of the classical Euler-Bernoulli beam theory. For validating the boundary
condition impositions, via theoretical correlation, a formulation based on the finite
element method (FEM) for Shi-Voyiadjis theory was developed using a variational
approach. In this work, the developed formulations were applied to a beam simply
supported and subjected to a uniformly distributed load. The results of the analyses
demonstrated excellent agreement between the numerical and analytical approaches.
KEYWORDS: parabolic shear deformation; thick beams; finite element method; Shi-
Voyiadjis beam theory; Euler-Bernoulli beam theory.

11 INTRODUCAO

Teorias de vigas sao ferramentas importantes para a andlise estrutural. Muitas
das suas aplicagdes podem ser encontradas em elementos da construgéo civil, em
modelos de asas de aeronaves, microtubulos proteicos na biologia e bracos rob6ticos
na eletrbnica. Dessa forma, faz-se necessaria uma compreensao aprofundada da
mecanica dos elementos de viga a fim de possibilitar a sua correta, segura e 6tima
concepgao.

Para a andlise de vigas unidimensionais duas classes de teorias podem ser
encontradas na literatura denominada de cléassicas e refinadas. Nas teorias classicas
tem-se a formulacéo sem consideracao da deformacéao por cisalhamento, denominada
teoria de viga de Euler-Bernoulli, e tem-se ainda a teoria com consideracdo da
deformacdo cisalhante constante denominada teoria de viga de Timoshenko. Ja para
as teorias refinadas sdo consideradas cinematicas nédo—lineares para consideracao
do campo de deslocamento longitudinal, sem a necessidade de se utilizar fatores de
correcao presentes na teoria de Timoshenko.

A Teoria de Euler-Bernoulli (TEB) tem como principal limitacdo a propriedade
de ortogonalidade e planicidade da secé&o transversal, em relagdo ao eixo centroidal,
apo6s a deformagéo da viga. Dessa forma, a teoria de Euler-Bernoulli € mais adequada
para modelagem de vigas esbeltas e tornando-se menos eficientes quando vigas
moderadamente espessas sao consideradas. Comintuito de contornar essalimitacdo da
teoria de Euler-Bernoulli, em 1920, Stephen Timoshenko desenvolveu uma nova teoria
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de vigas, a Teoria de Primeira Ordem (TPO). No entanto, esta teoria de Timoshenko
assume um campo de deformacéo constante ao longo da secéo transversal, violando
assim a possibilidade de consideracdo da nulidade da tensao de cisalhamento nas
bordas da viga. Sabendo-se que a distribuicdo de tensao cisalhante proposta pela
TPO tem representatividade limitada, e com o intuito de garantir que sua energia de
deformacgao seja consistente com as condi¢des de tensé&o cisalhante nulas na borda, a
teoria de Timoshenko faz uso dos chamados fatores de correcdo (Timoshenko,1921).
Tanto a TEB quanto a TPO possuem deficiéncia em capturar efeitos ndo-classicos,
tal como o empenamento da secédo transversal da viga (Reddy,1984). Diante destas
limitacdes, novas teorias sdo necessarias para melhor descrever o comportamento do
elemento estrutural de viga.

Com o objetivo de sanar as deficiéncias presentes nas teorias classicas de vigas,
novas teorias refinadas (ou de alta ordem) vem sendo desenvolvidas. Muitas das
teorias de alta ordem se diferenciam quanto a utilizagdo de fun¢cées que modelam a
distribuicao da deformacéao cisalhante ao longo da se¢éo transversal. Em Levison (1981)
€ proposto um campo de deformacgao cisalhante parabdlico que garante a nulidade
das tensdes de cisalhamento nas bordas da viga. Contudo, segundo Reddy(1984)
as equacoes que descrevem o problema obtidas por Levinson sdo variacionalmente
inconsistentes, por serem obtidas através das equacgdes de equilibrio da Teoria de
Primeira Ordem (TPO). Reddy(1984) afirma ainda, que as formas corretas das
equacbes diferenciais e condicbes de contorno para qualquer teoria baseada em
um dado campo de deslocamento devem ser obtidas consistentemente por meio do
principio dos trabalhos virtuais .

Em Reddy et al (1997) sdo desenvolvidas as relacbes exatas entre as deflexdes,
rotacdes, esforcos cortantes e momentos fletores entre a teoria parabodlica e as
teorias classicas de Euler-Bernoulli e Timoshenko. Estas relagbes permitem uma
melhor compreensao dos parametros de alta ordem uma vez que estes ndo possuem
interpretacéo fisica ébvia. Por fim, Reddy et al (1997) afirma que essas relacbes também
podem ser utilizadas para o desenvolvimento de um modelo de elementos finitos para
a teoria de deformacéo cisalhante parabdlica sem a ocorréncia do enrijecimento da
estrutura provocada pelo cisalhamento (shear locking). Recentemente, Sayyad e
Ghugal (2017) realizaram uma vasta reviséo critica da literatura para a analise de flexao,
flambagem e vibracdo sem consideracdo de amortecimento para vigas isotropicas,
laminadas e sanduiches. No entanto, interpretacées fisicas dos parametros de alta
ordem presentes nas teorias refinadas nao foram realizadas.

O presente trabalho tem o objetivo de fornecer interpretacao fisica aos parametros
da teoria com deformacéao cisalhante parabdlica proposta em Shi e Voyiadjis (2011).
Este objetivo é alcancado por meio do desenvolvimento da correlagédo entre os
parametros da Teoria de Shi-Voyiadjis (TSV) e os da teoria classica de vigas de
Euler-Bernoulli (TEB), com uma metodologia semelhante a adotada por Reddy et al
(1997). Para a validacao das imposi¢coes das condi¢des de contorno, via correlacao,
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foi desenvolvida, via problema variacional, a formulagédo em Elementos Finitos (MEF)
para a teoria estudada (TSV), sem a presenca do travamento por cisalhamento (shear
locking). Para mostrar a eficiéncia da modelagem, apesar de ter analisado diversos
problemas de viga, apenas a viga simplesmente apoiada e submetida a carregamento
uniforme € apresentada.

2 | FUNDAMENTOS TEORICOS

Nesta secdo € abordada a cinematica e o desenvolvimento, via Principio
dos Trabalhos Virtuais, da teoria de Shi-Voyiadjis (TSV), juntamente com as suas
correlagcdes com a teoria de Euler-Bernoulli (TEB).

2.1 Cinematica da TEB e TSV

As cinematicas presentes na teoria classica de vigas (TEB) e na teoria de
Shi-Voyiadjis (TSV), sao ilustradas na Figura 01. Nesta figura € mostrada uma viga
simplesmente apoiada, submetida a um carregamento distribuido constante g,e
comprimento L. A coordenada x representa o eixo longitudinal da viga, a coordenada
z ao longo da altura da viga e a y ao longo de sua largura. Em uma teoria geral de
vigas toda carga e geometria fornecem uma fung¢do deslocamento (u,v,w) ao longo
dos eixos (x,y,z),respectivamente. No entanto, devido a simetria do problema pode-se
simplificar a analise apenas dependente das coordenadas x e z — assume-se que 0
deslocamento em v é identicamente igual a zero (Wang, Reddy e Lee, 2000).

9
gt
)
. *
l % Fow ¢ T
:.u/_;;:,‘a,, L AN
BT o
[viga indeformada] — _dw-
ih.

Figura 1: Geometria indeformada e deformada de uma viga submetida a flexao pela teoria
classica de Euler -Bernoulli (TEB) e pela teoria refinada parabdlica de Shi-Voyiadjis(TSV)

Fonte: Adaptado de Wang,Reedy e Lee (2000).
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O campo de deslocamento para a teoria classica € dado pelas seguintes

expressoes
awh
Ery -y =—-—"0
w=(x, z) - - 1)
wE(x, )= wg{x)_ (2)

em que w, é a deflexdo transversal de um ponto no eixo centroidal da viga
(z=0) e o sobrescrito “E” denota a teoria de Euler-Bernoulli. O campo de deslocamento
nas Egs.(1-2) implica que as sec¢bes perpendiculares a linha neutra permanecem
planas e perpendiculares depois da deformacdo, como mostrado na Figura 1.
Essas simplificagcbes negligenciam a deformacao normal e de cisalhamento, ambas
transversais ao eixo centroidal.

As teorias de alta-ordem em especial as que consideram a deformacao transversal
parabdlica. representam a cinematica de forma mais precisa. Isso ocorre, por meio da
expansao polinomial da fungcéo deslocamento até a terceira-ordem. Neste trabalho
sera considerado o campo de deslocamento presente em Shi e Voyiadjis (2011), como
segue abaixo:

wl (x.z) =z ahﬁir (Al —l)+ Al:gif'xmr —Alzs[l;iﬁfr + ahff ]
dx dx
(3)
w¥(x,z) = wfr{x) _ (4)

onde A, =5/4 e A,=5/3h*e x e z sao as coordenadas axial e transversal da
viga, w;” € o deslocamento transversal do eixo centroidal da viga, o * representa a
rotacdo da secdo transversal em relacéo a linha neutra e o sobrescrito “SV”’ indica
a teoria de viga de Shi e Voyiadijis. Note que a secao transversal ndo permanece
plana e ndo esta perpendicular a linha neutra (Figura 1), como supunha a simplificacéo
de Euler-Bernoulli. Dessa forma, é possivel capturar efeitos como tenséo devido ao
cisalhamento nulas nas bordas superior e inferior da viga, sem a necessidade de
utilizar fator de correcéao.

2.2 Fundamentos tedricos para a viga de Shi-Voyiadjis

As relagdes deformacgao-deslocamento da TSV sao dadas por:
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au™ dzws’ af;af’ d2w’’
& =——2= 2 (A4-1) +7_A1 [ +—2 J
o o (5.a)
aw’ B;FJ .
P [l [4 —3,4{:][;;}5* LD ]
[ e o (5.b)

Considerando a relagao constitutiva linear para material isotropico, e utilizando o
Principio dos Trabalhos Virtuais, é possivel descrever a equacéo variacional de Euler
para obter as seguintes equacgdes de equilibrio para a Teoria de Shi- Voyiadiis:

dM’

= +0% =0
(6.a)
_ars Aot Y
e (6.b)
onde:
Ny = 4May 4P 0y =400 —34R) . My = 4Py —(4-DMe = My My
_ .
M‘“’—j‘v dA=D_ d'f_' -Fnd“f
* @ & (7.a)
- T 2
Py =[-0,dd=F, d"#s_ _g.° “f
* @ & (7.b)
.
o =z :=3t[¢s"+dwj]
* @ (7.0)
.
R =[:Ir,__d_=ﬂr[¢~‘” + ]
y dx
4 (7.d)

D_=AD_-AF_F_=AF —(4-D)D.F_=AF-AHH_=AH-(4-DF,
A =AA —34D_D_=4D_-34F,
(4,.D, F. H_)= [{L 22,24 2E,dAd.(4..D_.F.) = [(1.2%.2)G dd

E_ G, sdo o moédulo de Elasticidade longitudinal e transversal, respectivamente.
As condicOes de contorno séo:
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+
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2]

SR

Especificado: d“f ou -
dx
E

~ . ] 'L n ~
onde V" é a forca cisalhante efetiva, -M* e M?" sdo momentos de alta ordem
da TSV.O total de seis condi¢des de contorno € requerido, uma vez que a teoria é de
sexta ordem enquanto as teorias classicas sao de quarta ordem.

2.3 Relacoes entre a teoria de Euler-Bernoulli com a teoria de Shi-Voyadjis

Nesta secdo sdo desenvolvidas as relacbes para a analise de flexdo entre as
teorias de Shi-Voyiadjis e a teoria classica (TEB), de forma semelhante ao realizado
por Reddy et al (1997). S&o explicitados o cortante, momento fletor, rotacdo e deflexéo
em funcéo dos termos ja difundidos da teoria classica (TEB). E possivel observar que
uma equacao diferencial adicional de segunda ordem se faz necesséaria uma vez que
TSV é de sexta ordem e TEB de quarta ordem.

Primeiramente, substituindo a Eq. (6.a) em (6.b), tem-se:

d2 Mz
_ —q
o’ (8)

Impondo a equacéo diferencial da TEB (—diMi ! éx*) =g naEq. (8) e integrando
duas vezes:

MT = ME+Cx+C, )

em que M: é o momento fletor para a TEB. Substituindo Eq. (7.c) em Eq. (7.a-
d), e substituindo P’ ¢ R*” na Eq. (6.a), obtém-se:

com ‘:'tx:=Al‘2'x: _3"4'113:::
Substituindo a Eq. (9) em (10), tem-se:
- - 2 5T —_ 5T —
4| EeDs F PO 4O Do gz
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Dessa forma, uma equacgao diferencial de segunda ordem deve ser resolvida a
fim de determinar 0 em termos de Q; . Uma vez conhecido 0 0%, am*" ¢ e w'"
poderéo ser determinados com as relagdes que serdo mostradas na sequéncia.

A forca cisalhante efetiva ¥* na teoria unificada pode ser simplificada usando as
Egs. (6.a),(6.b) e (10):

V] = +0" = 4, + 407" -34RT =(0F +C)

dﬁ: =X

~(4,-1)

dP." dM
dx

B

(12)

Para determinar n;iiﬂ substituimos Eq. (7.c) e (9) em (7.a), e integrando uma vez:

. dw; F, 2
D_ ¢ (x)=—D_"° 1+ =T X s o x+C
dx  A_ 2 | (13)

Por fim, obtém-se a relagé@o entre w}" e w}’ substituindo (7.c) em (13), e integrando

em relagao a x:

II

[ormdn) - Z -6, X -cx-c,

3

=
A_ 2 2 _ (14)

Portanto, essa é a completa derivacao das relacoes entre as solucdes da teoria de
Euler-Bernoulli e a teoria de Shi-Voyiadjis. As constantes de integracao, C,,C,,C, ¢ C,
séo determinadas a partir das condi¢des de contorno. As condi¢des de contorno para

problemas de vigas sao:

’ ST o dry’ dll ’H’SI o 1
V. = (4,-1) + Alﬂ 34,R “f ~o
Livre: 1 i1 =0= 4P —(4 -I}M;I Engaste (¢~ =0
Y i ' T
4”131_1 :D:Alﬂ,fg —_‘.{lPxf hw o
L dx
{wﬂ' =0

Apoio: \ M =0=A P —(4-DM7
Lu;* =0=AMT - 4B

Dessa maneira, as condi¢bes associadas ao termo Q" séo:
Livre: Impondo as condi¢cbes de contorno nas Eqgs (7.b) , tem-se:
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= — ST P
&H-Z(FE_FHDH]QIQX +Fxx V-l :dgx =0

A Di_ | a DT dx
4 b (15)
Apoio: Fazendo as condi¢cdes de contorno em (7.b) , tem-se:
= - T T
P(F_ g%?n]dg; o g 5997
A A (16)
Engaste: Fazendo as condi¢cdes de contorno em (7.c), tem-se:
.. - dw .
o =Ac[;ef“ +i]:~gf‘ =0
_ (17)

Utilizando o método da Variagao de Parametros é construida a solu¢éo da Eq.(11)
a qual é apresentada:

O = Cssenh(Ax)+ Cgz cosh(Ax)+OF

(18)

Em que:
o7 =L%j€_ﬂ (07 + Cydx JEM +L%jem@g +c1}.:ixJe‘*"" (19)
A*=D_A_! A,(FD—DF) @ #=Dyd. | 4(FD~ DF) (20)

2.4 Aplicacao das correlacoes entre a TSV e TEB

Nesta secao sera feita uma aplicagéo da teoria de Shi-Voyiadjis para uma viga
isotropica simplesmente apoiada submetida a um carregamento uniformemente
distribuido, mostrada na Figura 1.

Conhecido o esfor¢o cortante da teoria de Euler-Bernoulli:

¢_ 9
0F =0(L-29
2 (21)

Substituindo a Eq. (21) em (18), e impondo as condi¢des de contorno da Eq. (16):
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tanh ﬁ

JJo
2 cosh(Ah) + %[M+ q]

# [
07 =290 senh(Ah) + .
4 & (22)

Pelas condi¢cdes de contorno elencadas anteriormente, tem-se:

W =w (D =M (=M (L)=0
Wl () =w" (D)= M7 (0= MT(L)=PO)=P(L)y=0

Assim, as constantes C,, C,, C, e C, podem ser obtidas substituindo as condiges
de contorno na Eq. (9), Eq.(10) e Eq.(14) assim:

€, =0.C, =0.C, =0. q_ﬂ“ﬁ“
A

Por fim, pode-se reescrever a forca cisalhante, momento de primeira ordem,
rotacéo e deflexdo da TSV:

v —(@F+C)=0f. MT -ME+Cx+Cy - ME (23)
E - 3 2 2
& _ e, Fs of + G G, G ST rir)
dc  A_D, D.2 D, D, 24D _ (24)

W = [ ol tanh{—)senh{ld}+cnsh{14)+m—l
(3 2 (25)

Dessa forma, se observa que os esforcos internos e a rotagcdo nesse exemplo
sao 0s mesmos apresentados pela teoria de Euler-Bernoulli enquanto que a deflexao
€ a mesma que apresentada pela teoria de Reddy em Wang,Reddy et al (2000).

O presente trabalho apresenta também o deslocamento axial (Eqg. 3), tenséo
normal, tensdo cisalhante e a deflexdo transversal (Eq.25) desse mesmo exemplo.
Os resultados sao obtidos para uma viga moderadamente espessa (L/h=2) feita de
material isotropico com coeficiente de Poisson v=0,3. Os deslocamentos e tensdes
sao apresentados na forma adimensional para o carregamento distribuido, construido
por meio das seguintes relacoes:

2
ﬁ({};):ﬁ‘m"? : ={j‘r[£=:)— (x> D}_% r.(0.2) = bt
gol 2 o o
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onde u € o deslocamento adimensional da secéo transversal , w € a deflexéo

adimensional do eixo centroidal, &, é a tensdo normal adimensional, F_L € atensao de

cisalhamento adimensional. Dessa forma, na Figura 2 s&o feitas comparacdes entre
TSV, TEB e a teoria exata da elasticidade (TE) para uma viga espessa (L/h=2). Pode-

se constatar (Figura 2) que a TSV apresenta boa aproximacdo em relagao a TE. Ja

para o deslocamento transversal, a TSV melhor representa a solugédo da TE quando

comparado com a TEB. Chama-se a atencdo que todos os erros das analises foram

inferiores a 6%, quando comparados entre as teorias TSV e a TE.

) 0,50
N ——TSV "}
\\ N —4—TEB
0,25 —u—-TE

\ |

0,30

0,15

o

=
(=]

05

1,0

=y

Deslocamento Transversal (W)

ds

L R

- —a—TE

c)

0,50

- 1
——TEB W ’/
i TE
Uhe2 025 /
0,00
-3,50 4,75 0,00 1,75

/’ -ox, " Tensiio Normal(T)

. o =
b)
Y
025 \
1.
" N
=7Too 05 0 1
N Tensao de Cisalh i @ A ’/
4% /'/_:_TE
——TSV
050 = L2
——d)

Figura 2. Distribuicédo dos campos: a) deslocamento 2 , b) tensdo normal &, ,c) W

31 METODO DE ELEMENTOS FINITOS

deslocamento transversal e d) tensdo de cisalhamento transversal 7 ..
Fonte: (Autores, 2018)

Nesta secéo € abordado o desenvolvimento variacional da formulagéo fraca, via

Método de Ritz, e a utilizacdo das fun¢des interpoladoras cubica de Hermite para w;’

e dw)” / dx, além da fungdo quadratica de Lagrange para #".

3.1 Formulacao fraca para TSV

Inicia-se a construgcdo da formulagdo fraca para um elemento de dominio
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0 =(x,.%), por meio da multiplicacdo de ambas as equacdes que descrevem
o problema (6.a e 6.b) por fungbes arbitrarias w(x) e v(x)denominadas peso ou
ponderadoras, para obter as seguintes equacgoes:

SI
[W{I)|: xx +DSIj|d(={}
B | (26)
" o
[U( )[ M’xr dg; —q:|dx={}

Integrando a Eq.(26) e Eq.(27), tem-se:

(27)

X x
[%"ﬂg' + WO e — e NS

x-l

rﬂ

(L2 2267 Yoo [ arae= o

substituindo os termos definidos nas Egs. (6), chega-se ao problema variacional:

a(L.w)+b(v.@) =L, (L)

(28.a)
cyr.w)+d(w.g) = L(w) (28.b)
onde:
dv aw) dwy Tl du o oodude]
a.w)= [|: e dx T B A2 - (v, ﬁs}_rl:|: Elﬁl % &t dx
x, - iT - 5T
L©) = [(vakie+ o) ()~ P () =22 G )+ ) 12 (v,
X, %, X,

Vi (x,). 0, - (x,). 0,=F"(x,). O, o (x,)

o
T, = AQF (4—DD..T,— P4 DA,

CH L awd dy dw) T dy dg
c.'(!,#’:w}—‘[xtT!,xf — i s dx, d(w.;a:-)_hrw +LC — dx

L) =w(x,) M (x,)—w )M (x,). O; =—M7 (x,). Oy =M (x,)
T=4Ad. —34D_. T,=AF, -~ 4H_ T =4D. - AF

xu
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3.2 Formulacao do MEF aplicado a TSV (MEF-SV)

Para o desenvolvimento do MEF em conjunto com a teoria de Shi- Voyiadjis, aqui
denominado de MEF-SV, sdo consideradas as aproximagdes para w;’ (x)e ¢;' (x) da
seguinte forma:

W)~ 3,000, )~ 2,0
i

J=1

onde ¢;’¢ ¢ sdo fungdes interpoladoras polinomiais, ¢, s&o os valores nodais
constituidos por w (x) € p.sao os valores nodais constituidos por #;" (x) . Pelo Método
0 p;
de Galerkin, faz-se v =g e w ~ 9 na formulagao fraca das Eqgs. 28 para obter:

=7 e -l

onde:

: (29)

Ky =a@”. @), K =b@" . ¢7).K =@ @)K =d@. g™
F'=Li@™).F* = Ly(¢f™)
Para contornar o problema de shear locking, neste trabalho foi considerado

funcbes aproximadoras para &' de um grau a menos que "
realizada a interpolacdo cubica de Hermite para os parametros

. Nesse sentido, foi
(nge dev /dX)’ além
de uma interpolagéo quadratica para ¢" . Assim, obtém-se a seguinte equacao para o

modelo em elementos finitos:
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(30)

=12.3.4)

AeLsaoaareae ocomprimento do elemento, respectivamente. Q,(i =1,2,3,4,5,6)
séo as forcas generalizadas definidas nas Egs. 28 e Qc é obtida como combinacgéo

linear de Q, e Q,

3.3 Aplicacao numérica

A matriz de rigidez da Eq. (30) pode ser usada para a resolucao dos mais variados
problemas de vigas. A seguir € mostrado sua aplicagdo para a viga simplesmente
apoiada e moderadamente espessa (L/h=2), apresentada na Figura 1. Nesse exemplo
foram analisados (Figura 3) o comportamento dos campos de respostas (deslocamentos
axial e transversal; tensbes normal e cisalhante) da MEF-SV em comparagcéo com a
TE, a medida que é elevada a quantidade de elementos (2,4,8,16 e 32). Em todos
0s campos de respostas presentes na Figura 3 é observado uma boa concordancia
entre os resultados obtidos pelo MEF-SV e a TE. Observacao adicional € realizada
para destacar que os campos de deslocamento (Figura 3a e c) ficam inalterados, e
com erro em relacédo a TE, inferiores a 3%, a medida que o numero de elementos
€ aumentado. Ja para os campos de tensao (Figura 3b e d), ha alteracdo em suas
curvas de respostas para atingir a convergéncia com erro maximo, em relacéo a TE,
inferior a 5,6% para a tensao de cisalhamento e 1,87 % para a tensao normal.
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Figura 3. Distribuicdo dos campos de resposta do MEF-SV em comparacao com a Teoria da
Elasticidade (TE) conforme se eleva a quantidade de elementos (N).

Fonte: (Autores, 2018)

Uma vez estabilizado os campos de resposta para o MEF-SV com 8 elementos, é
realizada a analise, para a maxima deflex&o, do efeito do travamento por cisalhamento
( shear locking), a medida que a relagdo L/h é aumentada ( ver Figura 4).

Lh

0 5 0 {15 200 |25 30 35
& -
E 2 T’
EITr |
5 S -
'; —o— VEF-SV(N=8)
s 3 ——TEB
] :
E H
8
S
[}
a

i

Figura 4. Andlise de travamento devido ao aumento de esbeltez (shear locking)
Fonte: (Autores, 2018)

Por meio da Figura 4, é observado que o campo de resposta do deslocamento
transversal obtido pelo MEF-SV é concordante com a solu¢ao da teoria da Elasticidade,
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evidenciando o ndo-shear locking. No entanto, quando a resposta é obtida pela teoria
classica de Euler-Bernoulli (TEB), os resultados tornam-se discrepantes da TE, a
medida que a relagdo L/h é pequena (espessa).

41 CONCLUSOES

O presente trabalho abordou diversos aspectos da teoria de Shi- Voyiadjis.
Primeiramente foram desenvolvidas correlagdes entre a TEB e a TSV, uma vez que a
teoria de Shi- Voyiadjis apresenta parametros de alta ordem e com interpretacao fisica
ndo Obvia. Na sequéncia foi realizada a constru¢do do modelo em elementos finitos
para a TSV, aqui denominada de MEF-SV. Para a construcédo do MEF-SV foi utilizado
o método variacional de Ritz, apresentando as condi¢cées de contorno, essenciais e
naturais, para a construgdo do campo aproximador. Para a aproximagéo de (w;'e
aw?’ / dx) foi utilizado o polinémio cubico de Hermite e para a rotagéo (#" )polinémio
quadratico de Lagrange. Essa ordem inferior da aproximagao de Lagrange em relacao
a de Hermite proporcionou a auséncia do travamento devido ao cisalhamento, a medida
que a relagcéao L/h aumenta. A partir da constru¢cao do MEF-SV é explicitada sua matriz
de rigidez e seu vetor de carregamento, os quais podem ser de facil implementacéao
computacional. Por fim, os resultados numéricos do MEF-SV apresentaram boa
aproximacao com relacao a teoria da elasticidade, com erro maximo inferior a 6% para
todas as analises.
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