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APRESENTACAO

Aobra “Educacao Matematica e suas tecnologias” € composta por quatro volumes,
gue véem contribuir de maneira muito significante para o Ensino da Matematica, nos
mais variados niveis de Ensino. Sendo assim uma referéncia de grande relevancia
para a area da Educacao Matematica. Permeados de tecnologia, os artigos que
compde estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matematica como um todo,
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da area e professores que buscam
conhecimento e aperfeicoamento. Pois, no decorrer dos capitulos podemos observar
a matematica aplicada a diversas situagcdes, servindo com exemplo de praticas muito
bem sucedidas para docentes da area. A relevancia da disciplina de Matematica no
Ensino Basico e Superior € inquestionavel, pois oferece a todo cidadao a capacidade
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matematica como
ferramenta para a resolucéo de problemas do seu cotidiano. Sem duvidas, professores
e pesquisadores da Educacao Matematica, encontrardo aqui uma gama de trabalhos
concebidos no espaco escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem
para diversos conteudos matematicos. Que estes quatro volumes possam despertar
no leitor a busca pelo conhecimento Matematico. E aos professores e pesquisadores
da Educacdo Matematica, desejo que esta obra possa fomentar a busca por acdes
praticas para o Ensino e Aprendizagem de Matematica.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 14

SEQUENCIAS: INTERVALARES E FUZZY

Gino Gustavo Maqui Huaman
Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais,
Universidade Federal do Para

Belém, Para

Ulcilea Alves Severino Leal
Universidade Federal do Triangulo Minero
lturama, Minas Gerais

Geraldo Nunes Silva

Departamento de Matematica Aplicada,
Universidade Estadual Paulista

Sao José do Rio Preto, Sao Paulo

RESUMO: Este trabalho apresenta um dos
conceitos elementares da analise intervalar e
da matematica fuzzy, objetivando-se mostrar
aplicacbes e
intervalares no contexto fuzzy. Neste sentido,

implicacbes das aritméticas
serd apresentado sequéncias intervalares,
propriedades, e
posteriormente, estendidas no contexto fuzzy.

convergéncia e suas
Além disso, sera exemplificado a influéncia das
aritméticas intervalares no principio de extensao
de Zadeh. Finalmente, serdao estudadas as
sequéncias de numeros fuzzy.

PALAVRAS-CHAVE:
Principio de Extensédo de Zadeh, Sequéncias

Aritmética Intervalar,
Fuzzy.

ABSTRACT: This paper presents one of the
elementary concepts of interval analysis and
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fuzzy mathematics, aiming to show applications
and implications of interval arithmetic in the
fuzzy context. In this way, we will present
interval sequences, convergence and their
properties, and later, extended in the fuzzy
context. In addition, the influence of interval
arithmetic on the Zadeh extension principle will
be exemplified. Finally, the sequences of fuzzy
numbers will be studied.

KEYWORDS: Arithmetic,
Extension Principle, Fuzzy Sequences.

Interval Zadeh'’s

11 INTRODUCAO

Aanalise intervalar e a teoria dos conjuntos
fuzzy sao disciplinas matematicas relativamente
novas, difundidas e criadas por R. E. Moore e
L. A. Zadeh, respectivamente. Moore com seu
livro em analise intervalar (MOORE, 1966)
em 1966 e Zadeh com seu original e influente
artigo sobre teoria de conjuntos fuzzy (ZADEH,
1965) em 1965, estes trabalhos, com o passar
do tempo, mostraram uma conexao entre
estas areas na matemética das incertezas.
R.E. Moore junto com seus colaboradores
aportaram ao desenvolvimento da analise
no contexto intervalar, comegcando com a
computacdo cientifica, equacgdes diferenciais,
andlise funcional, otimizacdo global e algebra

linear intervalar. Alguns destes resultados

Capitulo 14




foram utilizados no desenvolvimento da teoria Fuzzy, como também, resultados do
contexto fuzzy foram utilizados no contexto intervalar. Isto pode ser evidenciado em
Interval and fuzzy analysis: A unified approach de W. A. Lodwick (LODWICK, 2007),
por outro lado a aritmética encontrada em Moore (MOORE, 1966) produz uma sobre-
estimacao nos calculos, ver (CHALCO-CANO, LODWICK BEDE e JENKINS, 2006),
fato que motivou 0 nosso interesse em estudar outra estrutura algébrica intervalar e
aplicar-a as sequencias intervalares e fuzzy.

2| ESPACO INTERVALAR

Esta secdo apresenta definicbes basicas da analise intervalar e algumas
propriedades destas, onde essas podem ser encontradas com maior detalhe em
(MOORE, 1966), (LODWICK, 2007) e (MAQUI-HUAMAM, 2014).

Definicao 2.1 (MAQUI-HUAMAM, 2014) Chama-se de subespaco intervalar
proprio real ao conjunto < ?(R) de modo que os elementos de [ sejam da forma
l[a.al={ze ;aszsa}. Em geral, diz que, 1" P(R") € 0 subespago intervalar proprio
n-dimensional, sendo este definido pelo produto cartesiano de n subespacgos
intervalares proprios reais, isto é, M os elementos deste conjunto sao denominados
de vetores intervalares n-dimensionﬁv:iss e serao denotados por uma n-upla intervalar do
tipo (X,X,,..,X ),onde X el,Vi=12,..,n.

Chama-se de Intervalo degenerado ao intervalo X = [a,a] € ] onde a=a2a.

Definicao 2.2 (LODWICK, 2007) Um intervalo A=[a,a], € o grafo de uma funcao

real 4'(A) | onde:

Al(2,)=a+2,(@-a); 4, €[0,]]
(1)

Estritamente falando, em (1) como os numeros 2 e a sé&o conhecidos, eles serdo
coeficientes, enquanto .J.“ esta variando entre 0 e 1. 4'(1) sera chamada de funcéo
restrigdo associada ao intervalo A. Para simplificar a notagéo escreveremos 4,4 ,A,....
para denotar aos parametros associados a cada intervalo. Assim a representacéo
paramétrica restrita de um intervalo A sera:

A=[a.a)={a(D)=a+A @-a)A, €0.1]}.

Todo elementoAde [ tem associado uma fungao restricdo. Sobre o espago [ séo
definidas algumas aritméticas que, pelo geral, séo utilizadas nos contextos intervalares
e fuzzy. Com uma estrutura métrica neste espaco, o conceito de convergéncia de
sequéncias intervalares sera analisado.

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 14




2.1 Operacoes Aritméticas

Consideremos dois intervalos 4={a(A):A 0.1} e B={n(A,):A, (0.1}, , entdo:

Aw B =C
=[c.c]
={a(A)*b(A,): A, A, €0}
={cic=a(A)*b(A,), A A, €6}

onde ¢ =min{c}, c=max{c}.0cR

()

e *e{+,—,X%,+}.

Definicao 2.3 (Aritmética Intervalar Restrita— CIA) Dados 4:B€l e considerando
(2) esta aritmética fica determinada quando 5={0,1}-.

Definicao 2.4 (Aritmética Intervalar Standard — SAl) Dados 4B €1 e considerando
(2) esta aritmética fica determinada quando 9 ={0,1}-.

Definicao 2.5 (Aritmética Intervalar Restrita em Niveis Simples — SLCIA) Dados
A,Bel e considerando (2) esta aritmética fica determinada quando 4,=4, e s=[0.1..

Definicdo 2.6 Dados 4,B€l a métrica de Pompeiu-Hausdorff é definida por
H:IxI— R;, tal que:

H(A,B)=max{d (A,B).d(B,A)},

onde, 4, :IxI—=R{ dado por:

d(A,B)=supd, (a,B)

aed

é uma quase métrica, e d,:RxI— R} é dado por
d,(a,B)=inf d (a.b)
hek -

com d, distancia euclidiana.
Equivalente a esta métrica tem-se a métrica d, onde dados 4. Bel | d:IxI— R}
€ definida por:

d(A,B) = max| A(A) - B(A),
Ad0 1]
Onde A(A), B(A) sao as funcdes restricdo associadas a A e B, respectivamente,
ver (CHALCO-CANO, LODWICK E BEDE, 2014).
Definicao 2.7 (MAQUI-HUAMAM, 2014) Seja [ o espaco intervalar proprio.
Uma sequéncia em [ é uma aplicacdo ¢:[ — 1. Onde, ¢ é denotada por:
(A) (A)y ou (ALALA,.)

e 4, = @(n) é o n-ésimo termo da sequéncia @& =1(A4,.4,.4,....)-.
Definicao 2.8 (MAQUI-HUAMAM, 2014) Dada uma sequéncia de numeros
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intervalares (4,); 4, €I,Vn (ndo necessariamente monoétona), diz-que A, converge
para o numero intervalar A, e escreve-se A=1lim A , quando para cada € > 0 dado
arbitrariamente, for possivel obter um numero n, € tal que H (A , A) < €, sempre que
n>n.

Proposicao 2.1 (MAQUI-HUAMAM, 2014) A sequéncia de numeros intervalares
(A) ¢ convergente se, e somente se, (A ) é convergente nivel a nivel. Isto é, a
sequéncia (A) & convergente nivel a nivel se, e somente se A,(I ) é convergente
para cada A €[0.1].

3 | PRELIMINARES DA LOGICA E MATEMATICA FUZZY

A seguir, apresenta-se conceitos fundamentais, ver (BARROS e BASSANEZI,
2006), (CHALCO-CANO, LODWICK BEDE e JENKINS, 2006), para o desenvolvimento
de conceitos basicos sobre conjuntos fuzzy utilizando o conceito de a-nivel.

Definigao 3.1 (BARROS e BASSANEZI, 2006) Seja U um conjunto classico; um
subconjunto fuzzy F de U é caracterizado por uma fungéo

M-:U - [0,1}
pré-fixada, chamada funcéo de pertinéncia do subconjunto fuzzy F Assim, ao falar
sobre conjunto um fuzzy simplesmente sera mencionada a sua fung¢ao de pertinéncia

para referir-se ao conjunto.

3.1 Niveis de Conjunto Fuzzy

Definicao 3.2 (CHALCO-CANO, LODWICK BEDE e JENKINS, 2006) Seja
M: "~ [0,1] e a € [0,1]. Define-se o a-nivel de p como o conjunto:
[We={xe":p(x)=a},a>0
Além disso, o Suporte $[\mu]*0$ de um conjunto
fuzzy p é definido por:

supp(u) =’ ={x € ":p(x)>a}.
Defini¢do 3.3 (CHALCO-CANO, LODWICK BEDE e JENKINS, 2006) Dado um

conjunto fuzzy p em 0, diz-se que:
1. W é compacto, se [p]* é compacto para todo a € [0,1] ;

2. M é convexo, se [J]* é convexo para todo a € [0,1];
3. M énormal, se existe x € tal que p (x) = 1.

Denota-se por:

F(R) afamilia de conjuntos fuzzy compactos e normais.

F,(R) afamilia de conjuntos fuzzy compactos, convexos e normais, familia
gue normalmente € conhecida como familia de intervalos fuzzy e cujos ele-
mentos chamaremos de numeros fuzzy.
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3.2 Operacoes Algébricas sobre F (R")

Observe que, se H,i, €F(R") entdo as operacbes algébricas usuais entre
fungdes ndo séo adequadas sobre F(R"). Por exemplo, se somar i, e W, ponto a
ponto, poderia ocorrer que:

(44, + 44,)(x) = 4, (x) + 4, (x) £]0.1].

Visando superar essa situacao utiliza-se o chamado principio de extenséo de
Zadeh, como definido a seguir:

Definicao 3.4 (Principio de Extensdo de Zadeh)

Seja f: X1 x X2 5 Y uma funcéo, f pode ser estendida ao contexto

fuzzy por:

[F(X)XF(X,)— F(Y)

onde:

f sup - p(x)Ap(x,) se [T
’('(“Ul ’ﬂ:)(y) = { (x,x)ef ™ (y)
|l 0 se f_l(y} — ¢)

para cadayeY.

Mesmo que, o Principio de Extenséo estenda o conceito de uma funcéo aplicada
a um subconjunto classico de X, em geral, o célculo de f nao foi implementada de
modo pratico, exceto para fungdes muito simples.

Exemplo 3.1 Seja f: O — O definida por f(x)=ax+b com az0 pode-se obter

facilmente f:7(R)— F(R) definida por: f(u)(y)=u(i},VMGF(R)'
-b

Teorema 3.1 Sejam f: X, x X, - Y uma fungéo continua e u um subconjunto fuzzy
de X, x X,, entdo para todo a € [0,1] vale: [f(mF = f(n).

Este resultado indica que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtidos pelo principio
de extensdo, coincidem com as imagens dos a-niveis determinado pela fungéo
crisp. Contudo, obter f (u) utilizando a aritmética intervalar standard traz um sério
inconveniente, 0 que acontece nos processos de calculo com intervalos e é conhecido
como efeito de sobrestimagao.

Exemplo 3.2 Considere o numero triangular fuzzy u(1/2;1;3/2) onde:

(] = l+a 3—«a
Au - 2 b 2 -

Para obter py? - 2, utiliza-se a funcéo F: 000 definida por f (x) = X2 - 2x e a partir
dai obtém-se f (1) = p2 - 2u. Utilizando a SIA teremos que:
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Fop =| -1 2
lf(,u)l{ 4,4}

Agora, se fatorar a funcao a ser estendida; isto &, f (x) = x(x-2) se obtém a sua

extensdo: f (1) = p (U -2). Dessa forma, [?(u)]°:[—3 —l}. Todavia, se utilizar a SLCIA

4" 4
pode-se observar que mesmo fatorando a fungcéo a se estendida obtém-se 0 mesmo
resultado. Neste contexto, |?(ﬂ)|“{—l,—ﬂ independentemente se f (x) = x? - 2x ou f(x) =

X (x-2).

Proposicao 3,1 Sejam Ae B numeros fuzzy com a-niveis dados, respectivamente,
por [AF =[A,A] e [BT =[B,,B,]. Entdo, utilizando a SLCIA valem as seguintes
propriedades:

—

[AxB]" =[4]" £[B]";
2. [SA)" = 0[A]%;
3. [4 B]" =[4]" [B]"

. Fﬂ =[A]:
B'] [B]

0 é[B]°.

Considerando o exemplo anterior e aplicando a Teorema, tem que
L] = f([L]") & uma funcao intervalar, e assim, ela pode ser descrita por:

1+a 3-a] =[

VZeENE ({T ,Th) min{f;([ﬂ]a)},Amdgﬁ{,ﬁ(lﬁ]“ )}},

A0 1]

I+a

onde .n([,ul“)=[“7"+zl{1—a)] —2[T+A{1—a)].

Destas ultimas expressdes se considerar o nivel zero obtém-se:

3]

13 3
4

o ATr3N [ ., 03 ., 3]
vz )=ft[5 5']) =[}1;1y_]1]{/l —A—Z},E%{A -A _ZHJ =[—1,— .
Note que, isto é o esperado quando analisamos a imagem desta funcéo ponto a
ponto.

Uma outra aplicacéo imediata da SLCIA é a seguinte:

3.3 Sequéncias de Numeros Fuzzy

Nesta parte sera apresentada a sequéncia de numeros fuzzy e analisada a sua
convergéncia.
Definicdo 3.5 Uma sequéncia em F (R) €& simplesmente uma fungéo

A:N— F (R) denotada por:

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 14




(An} (A.H)JIE ou (AO’AI’AZ‘)

Essas sequéncias serao chamadas de Sequéncias de Numeros Fuzzy, e a seguir,
define-se a convergéncia das mesmas.

Definicdo 3.6 Uma sequéncia de numeros fuzzy (A), € convergente se sua
correspondente seauéncia de a-niveis o €é; isto é,

(4),., > A€ F(R) se, e somente se ([4,]),, >[4]" €l

Proposicédo 3.2 Sejam 4 ,B ,4,Be F,(R) talque 4, — 4, B — B, entdo tem-se
0s seguintes resultados:

I A :B“—a‘A:B;

n

i. A-B -4 B;

A
ii. —"—>£, paratodo B B 7 0.
B" B n

Exemplo 3.3 Seja (A)

n’ne

uma sequéncia de numeros fuzzy, tal que, sua
sequéncia de a-niveis € ([A ])  com lA,,J"=[-1-e‘”+(l+e'")a,l+e‘”—(1+e"’)a]- Assim,
419, —>[-1+a,l-al..

Exemplo 3.4 Seia (A) uma seauéncia de niumeros fuzzv. tal aue. a sequéncia

o a w’m_ n_ . s L.
de a-niveis & (A e 1Al {—n I+vaalve ""“} onde ,=q4len L senn E faci

ver que ([4,]), —[-1+a.l-al.

41 CONCLUSOES

Neste trabalho foram apresentados alguns resultados sobre o Calculo Intervalar
e algumas aplicagdes no contexto fuzzy, mostrando assim uma forte relagdo entre
estas. O presente estudo € de fundamental importancia para o desenvolvimento do
calculo intervalar, das equacdes diferenciais intervalares e outras areas via SLCIA.
Assim como, calculo fuzzy, equacdes diferenciais fuzzy entre outras.
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