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APRESENTAÇÃO

A obra “As Ciências Exatas e da Terra no Século XXI” aborda uma publicação 
da Atena Editora, apresenta, em seus 18 capítulos, conhecimentos  tecnológicos 
eaplicados as Ciências Exatas. 

Este volume dedicado à Ciência Exatas traz uma variedade de artigos alinhados 
com a produção de conhecimento na área de Matemática, ao tratar de temas como 
aritmética multidimensional RDM, a teoria da complexidade no estudo de atividade 
cerebral e o ensino da matemática e sua contribuição no desenvolvimento da 
consciência ambiental de estudantes. Na área da Mecânica traz trabalhos relacionados 
com uso do sensor de vibração piezo e a placa BlackBoard V1.0, como ferramenta 
para avaliar a conservação de casas e prédios qualificados como históricos ou com 
valor cultural a sociedade. Estudos de adição de nanotubos de carbono no concreto 
convencional também são abordados. Na área de Agronomia são abordados temas 
inovadores como a identificação de doenças com técnicas de visão computacional, 
emprego da técnica de espectroscopia e a calibração por regressão linear múltipla na 
determinação de misturas com óleos vegetais de oliva, entre outros temas. 

Aos   autores dos diversos capítulos, pela dedicação e esforços sem     limites, que 
viabilizaram  esta obra que retrata os recentes avanços científicos e tecnológicos nas 
Ciências Exatas, os agradecimentos dos Organizadores e da Atena Editora.Por fim, 
esperamos que este livro possa colaborar e instigar mais estudantes e pesquisadores 
na constante busca de novas tecnologias para a área da Física, Matemática, Mecânica 
e na Agronomia e, assim, contribuir na procura de novas pesquisas e tecnologias que 
possam solucionar os problemas que enfrentamos no dia a dia.

Alan Mario Zuffo
Jorge González Aguilera
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Capítulo 1 1As Ciências Exatas e da Terra no Século XXI

CAPÍTULO 1

ANÁLISE NUMÉRICA DOS DIFERENTES 
PROCESSOS DA MULTIPLICAÇÃO

INTERVALAR

Alice Fonseca Finger
Universidade Federal de Pelotas, CDTec

Pelotas – RS 

Aline Brum Loreto
Universidade Federal de Santa Maria, Campus 

Cachoeira do Sul
Cachoeira do Sul – RS 

Dirceu Antonio Maraschin Junior
Universidade Federal de Pelotas, CDTec

Pelotas – RS 

Lucas Mendes Tortelli
Universidade Federal de Pelotas, CDTec

Pelotas – RS 

RESUMO: A matemática intervalar tem sido 
cada vez mais utilizada como uma alternativa 
para tratar problemas nos cálculos com 
números de ponto flutuante, uma vez que 
operar com esse tipo de dado pode levar a 
resultados com erros. O resultado é apenas uma 
aproximação de um valor real e erros gerados 
por arredondamentos ou por instabilidade dos 
algoritmos podem levar a resultados incorretos. 
A definição da aritmética intervalar mais 
conhecida e mais utilizada é a de Moore em 
1966. Após, várias contribuições foram feitas 
quanto as operações intervalares, como por 
exemplo o cálculo da multiplicação intervalar 
com base na classificação em que os intervalos 
se encontram. Mais recentemente, uma nova 

aritmética intervalar foi desenvolvida, chamada 
aritmética intervalar multidimensional RDM. 
Com diferentes maneiras para a multiplicação 
intervalar, o objetivo do trabalho é comparar os 
três processos: multiplicação definida por Moore, 
multiplicação com base na classificação em 
regiões e a multiplicação definida na aritmética 
RDM, apresentar resultados numéricos quando 
aplicados em uma equação e realizar a análise 
numérica através das métricas de Erro Absoluto 
e diâmetro dos intervalos solução. Diante dos 
resultados é possível afirmar que a aritmética 
multidimensioal RDM retorna intervalos solução 
com mais qualidade.
PALAVRAS-CHAVE: Matemática intervalar, 
RDM, multiplicação intervalar. 

ABSTRACT: Interval math has been increasingly 
used as an alternative to handle problems in 
calculations with floating-point numbers, once 
operating with this kind of data can lead to 
errors. The result is only an approximation of 
a real value and errors generated by rounding 
or by instability of the algorithms can lead to 
incorrect result values. The definition of the most 
known and most widely used interval arithmetic 
is that of Moore in 1966. Afterwards, many 
contributions were made regarding interval 
operations, such as the calculation of interval 
multiplication based on the rank in which the 
intervals are found. Recently, a new interval 
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arithmetic was developed, denominated multidimensional interval arithmetic RDM. With 
different ways for intervalar multiplication, the objective of the work is to compare four 
processes: multiplication defined by Moore, multiplication based on the classification 
in regions, multiplication by Kaucher and the multiplication defined in RDM arithmetic. 
Present numerical results when applied in an equation and perform numerical analysis 
using the absolute error and diameter of solution interval metrics. Given the results it 
is possible to state that multidimensional RDM arithmetic returns solution intervals with 
higher quality.
KEYWORDS: Interval mathematics, RDM, interval multiplication.

1 |  INTRODUÇÃO

Os computadores empregam aritmética chamada de ponto flutuante ou ponto 
fixo. Nesta aritmética, números reais são aproximados por um subconjunto finito 
de números reais chamados números de máquina representáveis. Devido a esta 
representação são gerados erros. Tais erros podem ocorrer quando um valor real de 
entrada é aproximado por um número de máquina, quando resultados intermediários 
são gerados na execução de cada operação e vão se acumulando, ou ainda, um outro 
tipo de erro relacionado com a incerteza dos dados de entrada, o que acontece muito 
em casos de experimentos físicos e químicos onde os dados de entrada são incertos 
(RATSCHEK, ROKNE, 1988).

A análise intervalar surgiu com o objetivo inicial de controlar a propagação 
de erros numéricos em procedimentos computacionais. Ela traz uma garantia de 
resultado correto, uma vez que o valor real sempre está contido no intervalo solução. 
A realização das operações é feita por meio de números de ponto flutuante, isto é, os 
extremos do intervalo [x] são números de máquina xpf e Xpf (MOORE, 1966; MOORE, 
1979; MOORE, KEARFOTT, CLOUD, 2009).

Entretanto, é preciso que o intervalo solução tenha qualidade. Para analisar a 
qualidade deste intervalo é preciso utilizar métricas como diâmetro, erro absoluto, erro 
relativo, entre outras. 

Dentre as diversas maneiras de se calcular o produto entre intervalos, o objetivo 
do presente trabalho é apresentar as definições devidas a Moore, Vaccaro e Piegat e 
Landowski, mais utilizadas para essa operação e, através de uma aplicação, apresentar 
e discutir os resultados. Adicionalmente, realiza-se uma análise numérica para cada 
processo, podendo então verificar qual o melhor método a ser utilizado. A seguir são 
descritos os três diferentes processos adotados no presente trabalho: Moore, Vaccaro 
e RDM.

2 |  DIFERENTES PROCESSOS PARA MULTIPLICAÇÃO INTERVALAR

Nesta seção serão apresentados os diferentes processos de multiplicação 
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intervalar que serão adotados e analisados neste trabalho. 

2.1  Multiplicação definida por Moore

Na aritmética intervalar desenvolvida por Moore (1966), todas as operações 
aritméticas básicas estão definidas com o tipo intervalo, são elas: adição, subtração, 
multiplicação e divisão. 

Pelas definições de Moore os cálculos com intervalos ocorrem sobre conjuntos, 
ou seja, quando se realiza uma operação de adição entre dois intervalos, por exemplo, 
o intervalo resultante é um novo conjunto contendo as adições de todos os pares de 
números das duas séries iniciais. Nessa aritmética, quando o método de extensão 
intervalar é aplicado, apenas os extremos do intervalo são considerados, isto é, 
somente os valores que representam os limites do intervalo são utilizados nos cálculos.

Abaixo encontra-se a operação de multiplicação definida por Moore, a qual 
será utilizada neste trabalho. As demais operações aritméticas básicas podem ser 
facilmente encontradas na literatura.

Caso os dois intervalos sejam positivos, a multiplicação pode ser feita da seguinte 
maneira:

Uma das primeiras partições de  conhecidas é a sugerida por Moore (1966), 
a qual baseia-se nos sinais dos extremos dos intervalos: ++, −+ e - -. Esta partição 
permitiu-lhe definir expressões otimizadas para o cálculo da multiplicação de intervalos, 
sendo que apenas um de nove casos apresentados necessita de mais de dois produtos 
de reais para ser obtido (MOORE, 1966). Sejam A = [x, ] e B = [y, ȳ]: 

• 

• x ≥ 0 e y ≥ 0 → A × B = [x × y,  × ȳ] 

• x ≥ 0 e y < 0 ≤ ȳ → A × B = [ × y,  × ȳ] 

• x ≥ 0 e ȳ < 0 → A × B = [ × y, x × ȳ] 

• x < 0 ≤  e y ≥ 0 → A × B = [x × ȳ,  × ȳ] 

• x < 0 ≤  e y ≤ 0 ≤ ȳ → A × B = [min{x × ȳ,  × y }, max{x × y,  × ȳ}] 

• x < 0 ≤  e ȳ < 0 → A × B = [ × y, x × y] 

•  < 0 e y ≥ 0  → A × B = [x × ȳ, x × y] 

(2)
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•  < 0 e y < 0 ≤ ȳ  → A × B = [x × ȳ, x × y] 

•  < 0 e ȳ < 0 → A × B = [ × ȳ, x × y]

Para fins de implementação em computadores, pode-se minimizar os cálculos 
feitos no caso da multiplicação, considerando-se os sinais dos extremos dos intervalos, 
os quais levam aos nove casos apresentados acima.

2.2 Cobertura de intervalos reais na multiplicação segundo Vaccaro

Abaixo apresenta-se a definição de cobertura de intervalos com separação 
de fronteiras proposta por Vaccaro (2001) e que será utilizada na comparação de 
resultados ao final do trabalho. 

(Cobertura de com Separação de Fronteiras): seja [x] є . Então [x] pertence 
a somente uma das oito regiões, denominadas O, I, BI, II, BII, III, BIII e IV, conforme 
especificado a seguir: 

Além disso, o autor mostra que partindo-se de um elemento da região I e seguindo 
até um elemento da região IV tem-se uma varredura de intervalos com relação ao 
volume de contribuição de seus componentes positivos e negativos e que é coerente 
com as coberturas anteriormente referidas. Logo, a seguinte nomenclatura é adotada:

(Nomenclatura para a Cobertura de IR pela Contribuição de Sinais): seja 
Então:

[x] → O ⇒ [x] é dito nulo;
[x] → I ⇒ [x] é dito estritamente positivo;
[x] → BI ⇒ [x] é dito não negativo;
[x] → II ⇒ [x] é dito não assimétrico positivo;
[x] → BII ⇒ [x] é dito simétrico;
[x] → III ⇒ [x] é dito assimétrico negativo;
[x] → BIII ⇒ [x] é dito não positivo;
[x] → IV ⇒ [x] é dito estritamente negativo.
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A partir dessa definição de regiões, apresenta-se um teorema para o cálculo da 
multiplicação intervalar com base na classificação em que os intervalos se encontram.

(Classificação e Cálculo da Multiplicação Intervalar): sejam  e [y]  Então 
o produto [x]*[y] é calculado conforme a Figura 1.

Figura 1: Regras para o cálculo da multiplicação.

Fonte: (VACCARO, 2001).

2.3 Multiplicação aritmética multidimensional RDM

Na aritmética definida por Moore existem algumas limitações com cálculos de 
intervalos, como intervalos com diâmetro muito grande, por exemplo. A fim de contornar 
essa e outras limitações, Piegat e Landowski (2012, 2013), desenvolveram uma nova 
aritmética intervalar, chamada aritmética intervalar multidimensional RDM.

A abreviatura RDM (do inglês, Relative Distance Measure) significa Medida 
da Distância Relativa, sendo caracterizada como multidimensional por cada novo 
parâmetro de incerteza de um sistema aumentar a sua dimensionalidade. Assim, 
quando um dado um valor x pertencente a um intervalo [x], ele é descrito da seguinte 
maneira: 
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onde αx E [0,1] é uma variável RDM.
A Figura 2 abaixo ilustra um intervalo x e o valor da variável αx.

Figura 2: Variável αx.

Fonte: (PIEGAT, LANDOWSKI, 2012) .

A partir do entendimento de como são tratados os intervalos na aritmética 
multidimensional, abaixo define-se a operação de multiplicação nesta aritmética. 
Considere os intervalos [x] e [y], definidos como:

Assim, o produto intervalar entre os intervalos [x] e [y] é:

A presente seção apresentou as propriedades e processos de calcular uma 
operação de multiplicação de três diferentes maneiras. Na multiplicação definida 
por Moore, é possível calcular o resultado do produto de dois intervalos, no qual os 
extremos são o valor mínimo e máximo das multiplicações entre os extremos dos 
intervalos multiplicadores. Já Vaccaro definiu casos com expressões otimizadas para 
o cálculo da multiplicação de intervalos, tornando o cálculo mais rápido e simples, 
matematicamente. Por último, apresentou-se o cálculo de multiplicação utilizado na 
mais recente definição de aritmética intervalar, a aritmética multidimensional RDM. O 
diferencial nessa definição é que são usadas variáveis do tipo RDM, além de que a 
cada novo parâmetro aumenta-se a dimensionalidade do sistema.

A próxima seção apresenta os resultados com comparações numéricas entre os 

(3)
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três diferentes cálculos de multiplicação a partir de um exemplo. Além do resultado 
intervalar, realiza-se a análise de qualidade desse intervalo solução com métricas de 
diâmetro e erro Absoluto. 

3 |  RESULTADOS

Para comparar os resultados das diferentes multiplicações, foi escolhido um 
exemplo de multiplicação do trabalho de Landowski (2004). Abaixo encontra-se a 
equação utilizada na aplicação. 

A partir da equação (4), podemos escrevê-la de duas outras formas, como 
mostram as equações (5) e (6):

A computação de intervalos fornece as medidas intervalares de Erro Absoluto 
(EA), conforme equação (7), e Erro Relativo (ER), para a análise do erro (ou qualidade 
do intervalo). Outra métrica muito utilizada em intervalos é o diâmetro, ou comprimento, 
do intervalo, calculado através da diferença entre os limites superior e inferior: w(x) = 
x − x.

onde m([x])=(x+x/2) é o ponto médio do intervalo [x]. Observa-se que nas medidas 
de erros, utiliza-se o ponto médio m(x) do intervalo x para medir a distância do valor 
real em relação ao valor pontual do intervalo. 

Salienta-se que neste trabalho não foi possível utilizar a medida de erro relativo, 
pois os intervalos do exemplo incluem o zero.

Calculando o valor de C das equações (4), (5) e (6), para A = [0,2], usando a 
aritmética de Moore, Vaccaro e RDM, obtém-se os seguintes resultados:

Eq.

Moore Vaccaro RDM
Sol. w(x) EA Sol. w(x) EA Sol. w(x) EA

(4) [-4,2] 6 0 < 3 [-4,2] 6 0 < 3 [-2,1/4] 2.25 0 < 1.125

(4)

(5)

(6)

(7)
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(5) [-2,2] 4 0 < 2 [-2,2] 4 0 < 2 [-2,1/4] 2.25 0 < 1.125

(6) [-4,4] 8 0 < 4 [-4,4] 8 0 < 4 [-2,1/4] 2.25 0 < 1.125

Tabela 1- Intervalo solução, diâmetro e erro absoluto de cada mutiplicação.
Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir da Tabela 1 é possível verificar que nas aritméticas de Moore e de Vaccaro 
os resultados para as três equações foram iguais. Era esperado, pois a multiplicação 
de Vaccaro é uma extensão do que foi definido por Moore. Sobre a diferença entre 
os resultados das três equações, as quais são somente uma escrita diferente de uma 
mesma equação, é claramente notável que a aritmética de Moore tem limitações quanto 
ao tamanho do intervalo, uma vez que nas equações (4) e (6) o intervalo resultante 
possui diâmetro maior que o intervalo para a equação (5). Já o resultado obtido com a 
aritmética RDM mostrou um intervalo solução igual para todas as equações e com um 
diâmetro menor os de Moore e Vaccaro.

Com a análise do erro absoluto verifica-se que em todos os casos a desigualdade 
é satisfeita, e a aritmética de RDM retornou um erro menor, reforçando a qualidade já 
observada com o diâmetro.

4 |  CONCLUSÕES 

A aritmética intervalar gera resultados com uma garantia de sua incerteza, pois 
os possíveis erros estão contidos nesse intervalo solução. A partir disso, cada vez 
mais vem sendo utilizada em substituição da aritmética convencional, principalmente 
em sistemas críticos, os quais necessitam de resultados exatos.

O objetivo deste trabalho foi apresentar três diferentes processos de multiplicação 
intervalar e analisar a qualidade dos resultados gerados por cada processo.

A análise numérica, realizada através da verificação do diâmetro e erro absoluto 
do intervalo solução, permite confirmar a qualidade do resultado e afirmar que a 
aritmética RDM retorna intervalo solução com menor diâmetro e erro para a operação 
de multiplicação, em comparação com os processos de multiplicação devido a Moore 
e Vaccaro.
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