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APRESENTACAO

Aobra “Educacao Matematica e suas tecnologias” € composta por quatro volumes,
gue véem contribuir de maneira muito significante para o Ensino da Matematica, nos
mais variados niveis de Ensino. Sendo assim uma referéncia de grande relevancia
para a area da Educacao Matematica. Permeados de tecnologia, os artigos que
compde estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matematica como um todo,
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da area e professores que buscam
conhecimento e aperfeicoamento. Pois, no decorrer dos capitulos podemos observar
a matematica aplicada a diversas situagcdes, servindo com exemplo de praticas muito
bem sucedidas para docentes da area. A relevancia da disciplina de Matematica no
Ensino Basico e Superior € inquestionavel, pois oferece a todo cidadao a capacidade
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matematica como
ferramenta para a resolucéo de problemas do seu cotidiano. Sem duvidas, professores
e pesquisadores da Educacao Matematica, encontrardo aqui uma gama de trabalhos
concebidos no espaco escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem
para diversos conteudos matematicos. Que estes quatro volumes possam despertar
no leitor a busca pelo conhecimento Matematico. E aos professores e pesquisadores
da Educacdo Matematica, desejo que esta obra possa fomentar a busca por acdes
praticas para o Ensino e Aprendizagem de Matematica.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 21

ANALISE TEORICO-EXPERIMENTAL DE DISPERSAO
DE UM CONTAMINANTE COM TRANSFORMAGOES
INTEGRAIS E INFERENCIA BAYESIANA

Bruno Carlos Lugao
Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Instituto Politécnico

Nova Friburgo, RJ, Brasil
Diego Campos Knupp

Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Instituto Politécnico

Nova Friburgo, RJ, Brasil
Pedro Paulo Gomes Watts Rodrigues

Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Instituto Politécnico

Nova Friburgo, RJ, Brasil
Antonio José da Silva Neto

Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Instituto Politécnico

Nova Friburgo, RJ, Brasil

RESUMO: A proposta deste trabalho consiste
em estimar a velocidade média e o coeficiente de
dispersao longitudinal da equacgéo da adveccao-
dispersao unidimensional em regime transiente
através de um problemainverso. Paratal, foram
utilizados dados de um experimento de campo
realizado por Sousa (2009), onde foi simulado
o langamento instantaneo de um contaminante
conservativo (NaCl) em um trecho do rio Sao
Pedro, localizado na cidade de Nova Friburgo/
RJ. O problema direto é resolvido com o método
hibrido analitico-numérico conhecido como
Técnica da Transformada Integral Generalizada

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2

(GITT). O problema inverso é formulado através
da Inferéncia Bayesiana e resolvido com o
Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov
(MCMC). Os resultados obtidos demonstram
a robustez da combinacao de transformacdes
integrais e inferéncia Bayesiana nesta analise.
PALAVRAS-CHAVE: Técnica da Transformada
Integral Generalizada, Problemas
Inferéncia Bayesiana, Monte Carlo via Cadeias
de Markov.

Inversos,

ABSTRACT: The purpose of this study is to
estimate the average speed and the longitudinal
dispersion coefficient of the advection-dispersion
equation transient one-dimensional through an
inverse problem. For this, we used data from a
field experiment conducted by Sousa (2009),
which was simulated instantaneous release of a
conservative contaminant (NaCl) on a stretch of
the river San Pedro, located in the city of Nova
Friburgo / RJ. The direct problem is solved with
the analytical-numerical hybrid method known
as Generalized Integral Transform Technique
(GITT). The inverse problem is formulated
by Bayesian Inference and solved with the
Markov Chains Monte Carlo method (MCMC).
The results demonstrate the robustness of
the combination of integral transformation and
Bayesian inference in this analysis.

KEYWORDS: Generalized Integral Transform
Problems, Bayesian

Technique, Inverse
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Inference and Markov Chains Monte Carlo method

11 INTRODUCAO

A previsao do comportamento da disperséo de poluentes em rios, conduzida
através de modelos matematicos, é importante para a analise e redugao de impactos
ambientais, uma vez que pode levar a estimativas do alcance e das concentracdes a
serem observadas na pluma de contaminantes.

Neste trabalho é realizada a analise da dispersao de um contaminante
conservativo lancado de maneira instantanea em um rio, através da comparacéao
entre os resultados obtidos em um experimento de campo e aqueles calculados por
um modelo matematico. O transporte deste contaminante foi simulado através da
equacéo da advecgao-dispersao unidimensional em regime transiente com velocidade
e coeficiente de dispersao longitudinal constantes. A solucao desta EDP € obtida por
meio do método hibrido analitico-numérico conhecido como Técnica da Transformada
Integral Generalizada (GITT) (Cotta, 1993). Esta escolha € importante, pois por tratar-
se de uma metodologia parcialmente analitica a solugéo do problema direto é realizada
com custo computacional menor e com grande precisao. Este € um passo fundamental
na solucao do problema inverso aqui tratado, pois este envolve um processo iterativo
intenso computacionalmente. O problema inverso para estimativa dos parametros do
modelo (velocidade média e coeficiente de dispersao longitudinal) é entao formulado
por meio de Inferéncia Bayesiana (Kaipio, 2004), permitindo assim a incorpora¢cé&o no
modelo inverso de informacdes a priori disponiveis para estes parametros.

2|1 DESCRICAO DO EXPERIMENTO

O experimento foi realizado por Sousa (2009) no verao de 2009, em um pequeno
curso fluvial, Rio Sao Pedro, localizado na regido rural do municipio de Nova Friburgo,
centro-norte do estado do Rio de Janeiro. Foram langcadas 2000 gramas de cloreto
de sodio, diluidos em aproximadamente 15 litros de agua em um balde, de maneira
instantdnea em um ponto da secéo de injec&o, sobre a linha de corrente central do
escoamento.

Em duas secles, localizadas, respectivamente, a 50 e 100 metros a jusante do
local de injecdo, foram colhidas, a cada 15 segundos, amostras de 200 ml da agua,
durante periodo de tempo suficiente para que ocorresse, por completo, a passagem
da pluma do tragador. Apenas as amostras obtidas na sec¢ao a 100 metros do ponto de
langamento foram utilizadas. Em todas as amostras foi determinada a condutividade
elétrica, posteriormente convertida em concentracéo de sais dissolvidos, através da
curva de calibracdo que modelada para este fim. De acordo com esse procedimento,
a concentracao de sais a montante do ponto de langamento seria de 15.5 mg/| .

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 21
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31 FORMULACAO E SOLUCAO DO PROBLEMA DIRETO

Considere uma se¢ao de um rio com comprimento L, inicialmente com velocidade
média e coeficiente de dispersdo longitudinal constantes. Em x, € simulado o
lancamento instantaneo de um poluente. Arepresentacéo esquematica deste problema
€ apresentada na figura 1.

I I
Zona advectiva Zona de equilibrio

Figura 1: Representacdo Esquematica
A zona de equilibrio desde problema, marcada esquematicamente a partir

do ponto x, na figura 1, pode ser modelada pela equagédo da advecgao-dispersao
unidimensional em regime transiente (Fischer, 1979):

AC(x,t) ac(x, t) 820 (x, t)
T +u Pl el O<x<lLet>0 (1)

€(0,t) = cp, t=0 (1.1)

g (Lt)y=0, t>0 (1.2)

M
C(I,U} =I§(I—I]:]+C|}. 0=x=<1L (13)

onde u é a velocidade média na se¢&o transversal, E, € o coeficiente de dispersao
longitudinal, A é a area da secao transversal, M € a massa do poluente, &(x —x;)
é a funcao Delta de Dirac e c, € o valor da concentragdo medido no rio antes do
lancamento do poluente.

Para o experimento descrito na Se¢éo 2, os seguintes parametros sao conhecidos:
¢, = 15.5 mg/l, M= 2000g, A = 0.9m?, L = 1000 m e x_1 = 500m. Os parametros u e E,
seréo estimados por meio do problema inverso.

41 TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA

A solucdo formal através da Técnica da Transformada Integral Generalizada
segue o seguinte procedimento sistematico: (i) definicdo do problema de autovalor, (ii)
desenvolvimento do par de transformacéao integral, (iii) realizacdo da transformacao
integral na EDP original, (iv) solucéo do sistema de EDO'’s resultante da transformacéao
integral e (v) utilizagc&o da formula de inversao para construir o potencial original (Cotta,
1993).

De modo a acelerar a convergéncia da solucdo através da GITT, é desejavel que
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as condicdes de contorno sejam homogéneas. Portanto, considera-se o seguinte filtro:

C(x,t) = C*(x,6) + Cr(x) (2)

onde c*(x,t) & o potencial filtrado e cf(x) € a solucao do problema filtro. Para o
problema aqui tratado, ¢ (x) = ¢, é considerado, sendo o suficiente para homogeneizar
as condicdes de contorno.

O problema de autovalor diferencial é definido como o problema de Helmoltz,
cujas autofungdes, ¥i(X), e seus respectivos autovalores, i, para as condicdes de
contorno dadas séo:

YP;(x) = cos (%) i=12,.. (3)
L
W = M i=12,.. (4)

2L

Define-se enatdo o par de transformacao integral como:

L
Transformada: C;(t) = J- P (x)C" (x, t)dx (5.1)
(1]
Inversa: C*(x, t) = Z () (%) (5.2)
i=1
onde
L
b0 =22 N = [ 6)

Operando o problema filtrado com f, #:(x)(.)dx e realizando manipulagées
algébricas para cada uma das integrais resultantes, obtém-se o seguinte sistema de
EDO’s para os potenciais C:(t):

dC;(t)
dt

+utGi() = gi(t),  i=123,.. (7.1)

onde




G(® = —u ) G(ODy 7.2)
j=1

ot di(x)
Dy = L i) —  —dx (7.3)
Com as condig¢des iniciais transformadas dadas por:

L
G0 = fﬂ FOOf @dx, 0D = F0) - ¢ (7.4)

Para a solucéo do sistema de EDO’s dado em (7), foi utilizada a rotina NDSolve
do software Mathematica. Uma vez conhecidos os potenciais transformados Ci(t), a
formula de inversao, Eq. (5.2), pode ser utilizada para a obtengcao do campo filtrado,
C* (x,1). Para a obtencao do campo original, C(x,t), a Eq. (2) é empregada, resultando:

Nitr

€0 t) = € (6, 0) + €00 = ) OB + () ®)
i=1

51 FORMULACAO E SOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO

Considere que no problema modelado pela eq. (1) estejam disponiveis dados
experimentaisZ={Z,, Z,, ..., Z ;}, medidos em uma determinada posi¢do e em tempos
distintos, onde N, representa o numero de dados disponiveis. Considere agora que
os valores do conjunto de parametros a = {u, E } sejam desconhecidos, mas seja
necessario estima-los. Este € o problema de interesse deste trabalho.

Na abordagem Bayesiana o problema inverso é formulado como um problema
de inferéncia estatistica, onde se busca uma fungcéo de densidade de probabilidade
a posteriori dadas as observagdes experimentais. Dessa maneira, as informacdes a
priori sobre os parametros do modelo podem ser utilizadas na formulacéo do problema
inverso.

O teorema de Bayes para a analise inversa pode ser formulado da seguinte
maneira (Kaipio, 2004):

T () (Z]a)

(@) €))

Tpes(@) = m(alZ) =

onde Mres(@) ¢ o funcdo de densidade de probabilidades a posteriori, T[pr(a) €
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a funcao de densidade de probabilidades a priori, TU (Z la) é a funcdo de maxima
verossimilhanca e TT (Z) € a densidade marginal que exerce o papel de constante de
normalizacgéo.

Se os erros experimentais forem aditivos e descritos por uma distribuicao normal,
a funcédo de maxima verossimilhanca pode ser definida como:

m(Z|o) = (z - anlc)Tw_l(z - zcaic)] (1'])

1 1 1
NV R

onde W é a matriz de covariancia relacionado aos dados experimentais. Para o
experimento realizado por Sousa (2009) foi considerado um desvio padréo constante
igual a %ep =155mg/l.. Para simular amostras de Mpos(?) através do MCMC é
empregado o algoritmo de Metropolis-Hastings (Metropolis, 1953; Hastings, 1970).

6 | RESULTADOS E DISCUSSAO

A metodologia apresentada foi formulada computacionalmente no software
de computacao algébrica Mathematica utilizando uma ordem de truncamento Ntr =
100. Na tabela 1 pode-se acompanhar a convergéncia da GITT para diversas ordens
de truncamento. Para t = 90s utilizando Nir=100 tem-se 5 algarismos convergidos,
enquanto que, em t=150s com Ntr= 60, é possivel constatar uma convergéncia melhor.
Este resultado ja era esperado, pois 0 método necessita de uma quantidade maior de
termos para representar de maneira mais fiel os valores nas proximidades do contorno.

t=90s t=150s
Ntr 50m 100m 150m 50m 100m 150m
20 51.1036 23.2132 13.4647 29.4998 45.6128 17.3230
40 61.7399 16.7798 15.0933 24.8485 49.2443 16.9888
60 62.6123 17.5713 15.4851 24.9217 49.2696 16.9684
80 62.6311 17.5495 154999 249217 49.2696 16.9686
100 62.6312 17.5497 15.5001 24.9217 49.2696 16.9686

Tabela 1: Tabela de Convergéncia

Para a solugcdo do problema inverso foram consideradas informacgdes a priori
disponiveis para os parametros u e E_obtidos por Sousa (2009), modeladas como
distribuicées normais com p, = 0.59m/s, o, = 0.3m/s, p, = 1.75m?*/s e o = 0.8m?/s.
Para a construcao das Cadeias de Markov, no algoritmo de Metropolis-Hastings foram
utilizados estados iniciais diferentes das médias a priori, com o objetivo de testar a
implementacéo, verificando a convergéncia das cadeias.

A Cadeia de Markov foi construida com 20.000 estados e um aquecimento de
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6.000 estados, que sdo descartados na computagdo das estatisticas da distribuicéo a
posteriori. As figuras 2 (a) e (b) mostram a evolugcéo das cadeias para os parametros
E, e u, respectivamente, onde € observado que os 6.000 estados utilizados como
amostras de aquecimento sao mais do que o suficiente para as cadeias alcangcarem a
distribuicéo de equilibrio.

: : v estado : : : - gstado
10000 15000 20000 a 5000 10000 15000 20000

5000

Figura 2: Evolucgéo das Cadeias para E, e u, respectivamente em (a) e (b)

Nas figuras 3 (a) e (b) sdo apresentados os histogramas das distribuicdes a
posteriori para E, e u, respectivamente, onde é possivel observar que as densidades
tendem para uma distribuicdo normal.

(a) (b}
freq freq
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M 2000
800
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0 E 0 bt - -
18 17 18 19 20 21 22 0.5850.5900.5950 80006050 610

Figura 3: Histogramas para as distribuices a posteriori de E, e u, respectivamente em (a) e (b)

Atabela 2 apresenta os intervalos de confianca estimados de 95% para cada uma
das distribui¢cdes a posteriori amostradas pelo MCMC, bem como a média e o desvio
padrdo de cada um dos parametros. E importante notar que os valores estimados por
Sousa (2009), E, = 1.75 e u = 0.59, encontram-se dentro do intervalo de confianga
determinado neste trabalho.

E, (m?/s) u (m/s)
IC [1.69 ; 2.11] [0.59; 0.61]
M 1.89 0.60
o 0.105 0.0045

Tabela 2 Intervalos de confiangca de 95%, média e desvio padréo para E e u
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Por fim, é possivel observar na figura 4 uma comparacao entre as concentragoes
calculadas e os dados experimentais. A linha azul representa a solugdo via GITT
utilizando os valores médios dos pardmetros dados na tabela 2, resultando em um
erro absoluto total de 74mg/l, enquanto que a linha tracejada refere-se aos resultados
encontrados por Sousa (2009), resultando em um erro absoluto total de 78mg/I .

ag b

Concentragdo [mg/l)

.0 g g
....‘...‘. .
*en 4

10 b . . . . 1 ! 1 ! . 1 . ! ! 1 1 ! . . . 1 1 ! ! . 1 .
o 100 200 300 400 500

Tempo ()

—— GITT « Dados experimentais ====-= Sousa (2009)

Figura 4: Comparacgao dos resultados obtidos em relacédo aos dados experimentais

7 | CONCLUSOES

A metodologia empregada neste trabalho, combinando transformagdes integrais
e inferéncia Bayesiana, foi demonstrada eficaz para a estimativa do coeficiente de
dispersao longitudinal e a velocidade média empregando-se informacéo a priori. Os
resultados obtidos apresentaram uma pequena melhora em relacdo aos encontrados
por Sousa (2009). Além disso, ressalta-se o fato da solugédo do problema inverso na
abordagem Bayesiana ser densidades de probabilidade para os parametros buscados,
trazendo maior nivel de informag&o quanto as incertezas dos paréametros estimados.
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