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APRESENTACAO

Aobra “Educacao Matematica e suas tecnologias” € composta por quatro volumes,
gue véem contribuir de maneira muito significante para o Ensino da Matematica, nos
mais variados niveis de Ensino. Sendo assim uma referéncia de grande relevancia
para a area da Educacao Matematica. Permeados de tecnologia, os artigos que
compde estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matematica como um todo,
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da area e professores que buscam
conhecimento e aperfeicoamento. Pois, no decorrer dos capitulos podemos observar
a matematica aplicada a diversas situagcdes, servindo com exemplo de praticas muito
bem sucedidas para docentes da area. A relevancia da disciplina de Matematica no
Ensino Basico e Superior € inquestionavel, pois oferece a todo cidadao a capacidade
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matematica como
ferramenta para a resolucéo de problemas do seu cotidiano. Sem duvidas, professores
e pesquisadores da Educacao Matematica, encontrardo aqui uma gama de trabalhos
concebidos no espaco escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem
para diversos conteudos matematicos. Que estes quatro volumes possam despertar
no leitor a busca pelo conhecimento Matematico. E aos professores e pesquisadores
da Educacdo Matematica, desejo que esta obra possa fomentar a busca por acdes
praticas para o Ensino e Aprendizagem de Matematica.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 15

UN EJEMPLO DE TRAYECTORIA HIPOTETICA DE
APRENDIZAJE PARAAPOYAR EL DESARROLLO
COGNITVO DE CONCEPTOS EN ALGEBRA LINEAL

Andrea Carcamo
Universidad Austral de Chile

Facultad de Ciencias de la Ingenieria
Chile

Josep Maria Fortuny

Universidad Autbnoma de Barcelona
Departamento de Didactica de la Mateméatica y de
las Ciencias Experimentales

Espana

Claudio Fuentealba

Universidad Austral de Chile
Facultad de Ciencias de la Ingenieria
Chile

RESUMEN: En la actualidad, el curso de
Algebra Lineal se incluye en la mayoria de
los programas de estudios de las carreras
universitarias enfocadas en el area de ciencia y
tecnologia. Sin embargo, su ensenanza en este
nivel educativo, segun senala Hillel (2000) es
calificada universalmente como una experiencia
frustrante tanto para los profesores como para
los estudiantes. Con el objetivo de favorecer
el aprendizaje y la ensenanza de este curso,
en este trabajo se presenta una trayectoria
hipotética de aprendizaje (THA) que tiene
como finalidad apoyar a los estudiantes en la
construccién de ciertos contenidos del Algebra
Lineal. En particular, se eligen los conceptos de

Educacéo Matemética e suas Tecnologias

conjunto generador y espacio generado. Esta
THA se sustenta en la heuristica de disefio
instruccional de los modelos emergentes vy
la modelizacion matematica. La THA que se
presenta surge del analisis de los resultados
de una investigacion basada en el disefio que
consté con tres ciclos de experimentacion y en
la que participaron estudiantes de primer afno
de la carrera de ingenieria. El analisis de los
resultados muestra evidencias del potencial de
esta THA para apoyar el aprendizaje de estos
conceptos del Algebra Lineal.

PALABRAS CLAVE: Trayectoria Hipotética
de Aprendizaje; Investigacion Basada en el
Disefio; Algebra Lineal; Conjunto Generador;
Espacio Generado

ABSTRACT: Currently, the Linear Algebra
course is included in the majority of university
studies programs focused on the area of science
and technology. However, their teaching at this
level of education, according to Hillel (2000), is
universally qualified as a frustrating experience
for both teachers and students. In order to
favor the learning and teaching of this course,
this paper presents a hypothetical learning
trajectory (HLT) that aims to support students
in the construction of certain concepts of linear
algebra. In particular, the concepts of spanning
set and span are chosen. This HLT is based on
the instructional design heuristics of emergent
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models and mathematical modeling. The HLT arises from the analysis of the results
of a design-based research that consisted of three cycles of experimentation in which
first-year students of the engineering career participated. The analysis of the results
gives evidence of the potential of this HLT to support the learning of these concepts of
Linear Algebra.

KEYWORDS: Hypothetical Learning Trajectory; Design-Based Research; Linear
Algebra; Spanning Set; Span

11 INTRODUCCION

El Algebra Lineal es un curso obligatorio en muchos cursos de pregrado porque es
ampliamente reconocido por tener aplicaciones importantes en diferentes disciplinas
(SALGADO & TRIGUEROS, 2015). Sin embargo, su ensefianza es universalmente
reconocida como dificil. Los estudiantes, por lo general, sienten que aterrizan en otro
planeta, ya que se ven abrumados por la cantidad de nuevas definiciones y la falta de
conexién con el conocimiento anterior. En tanto, los profesores, a menudo, se sienten
frustrados y desconcertados por esta situaciéon (DORIER, 2002).

Dorier y Sierpinska (2001) plantean que los profesores del curso del Algebra
Lineal necesitan sugerencias sobre cdmo organizar los conocimientos que ensefan
en conjunto con un suministro de buenos ejemplos, preguntas, ejercicios y problemas.
Estos profesores aprecian los documentos que les proporcionan esto y la trayectoria
hipotética de aprendizaje (THA) ofrece esta informacion a los profesores. Por este
motivo, es importante su disefo.

Una THA de acuerdo con Confrey y Maloney (2015) es un modelo conceptual de
como los estudiantes transitan de sus conocimientos informales a unos mas sofisticados
cuando se involucran con un conjunto de tareas cuidadosamente secuenciadas. Para
Simon (1995) una THA se compone de: el objetivo de aprendizaje, las tareas de
instruccién y la hipotesis sobre el proceso de aprendizaje de los estudiantes.

Recientemente, se han realizado estudios sobre THA para Algebra Lineal.
Trigueros y Possani (2011) disefian una THA para combinacion lineal, dependencia
lineal eindependencia lineal y concluyen que dicha THA contribuye a que los estudiantes
aprendan estos conceptos. Por su parte, Andrews-Larson, Wawro y Zandieh (2017)
presentan una THA que facilita, a los estudiantes, la comprension de matrices como
transformaciones lineales. Estas autoras, a través de la implementacion de esta THA,
identificaron aspectos importantes del razonamiento del estudiante y el papel del
profesor para apoyar el desarrollo de ese razonamiento. Considerando los resultados
de estos estudios, en esta investigacion se disefia una THA para conjunto generador
y espacio generado. Se eligen estos conceptos por su por su relacién con contenidos
importantes de este curso como: base y dimension de un espacio vectorial (STEWART
& THOMAS, 2010).

El objetivo de este estudio es presentar una THA, fundamentada empirica y
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tedricamente, que favorezca el aprendizaje de los conceptos de conjunto generador y
espacio generado.

Con este estudio, pretendemos contribuir al disefio de THA para el curso de
Algebra Lineal. Nuestra intencion es que dicho disefio de THA apoye a los docentes
en la creacion de modelos de pensamiento de sus estudiantes. Estos consideramos
que les serviran como base para buscar respuestas pedagogicas que ayuden a los
estudiantes a transitar hacia su aprendizaje en el &mbito del Algebra Lineal.

2| MARCO TEORICO

La base teorica de nuestra investigacion se fundamenta en la heuristica de disefio
instruccional de los modelos emergentes (GRAVEMEIJER, 1999) y la modelizacion
matematica desde una perspectiva educativa (JULIE & MUDALY, 2007).

Para iniciar el aprendizaje previsto, se elige una tarea inicial que sea
experiencialmente real para el estudiante (GRAVEMEIJER, 1999). En nuestro caso,
elegimos una tarea de contexto real en que la modelizacion matematica se utiliza
como una herramienta de ayuda al estudio de las matematicas (JULIE Y MUDALY,
2007). Consideramos el ciclo de modelizacion propuesto por Blum y Leiss (2007) para
guiar a los estudiantes en la resolucion de esta tarea.

Una vez definida la tarea inicial, se disefiaron o seleccionaron tareas que
apoyarian a los estudiantes a lograr el aprendizaje previsto. En esta investigacion,
el disefo de las tareas fue guiado por la heuristica para el disefio instruccional de
los modelos emergentes (GRAVEMEIJER, 1999) que busca crear una secuencia de
tareas en que los estudiantes primero desarrollen modelos-de su actividad matematica
informal que mas tarde se transformen en modelos-para su razonamiento matematico
mas sofisticado.

Para el progreso desde la actividad matematica informal a un razonamiento
matematico formal, Gravemeijer (1999) establece cuatro niveles de actividad:
situacional, referencial, general y formal. Zolkower y Bressan (2012) precisan que en el
nivel situacional, el problema experiencialmente real es organizado por los estudiantes
por medio de estrategias que surgen espontaneamente de la problematica. En el nivel
referencial (modelo-de), los estudiantes hacen gréficos, notaciones y procedimientos
que esquematizan el problema, pero que se refieren al problema inicial. En el nivel
general (modelo-para), los estudiantes exploran, reflexionan y generalizan lo aparecido
en el nivel anterior, pero no se hace referencia al contexto inicial. En el nivel formal, los
estudiantes trabajan con procedimientos y notaciones convencionales desligadas de
las situaciones que les otorgaron su significado inicial.
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31 METODOLOGIA

La metodologia del estudio fue la investigacion basada en el disefo. Esta
investigacion tiene el potencial de superar la brecha entre la practica educativa y
la teoria (BAKKER & VAN EERDE, 2015). En la primera fase, se elabor6 una THA
(SIMON, 1995). En la fase de experimentos de ensefianza, se desarrollaron tres ciclos
de experimentos de disefo en los que se refind la THA inicial. Finalmente, en la fase
de analisis retrospectivo se realizaron dos tipos de analisis de datos: uno preliminar y
otro global.

El analisis preliminar consisti6 en comparar los datos de la trayectoria actual de
aprendizaje (TAA) con las conjeturas de la THA para las diferentes tareas (BAKKER &
VAN EERDE, 2015). Por esta razén, (re)construimos la TAA para las tareas principales
de la THA de cada ciclo de experimento de disefno a través de los siguientes pasos:
seleccion de datos; organizacion en tablas de las respuestas escritas de los estudiantes
y transcripcion de las grabaciones en video y audio que estaban relacionadas con
las respuestas escritas; identificacion de regularidades en cada tarea referentes a los
tipos de respuestas que dieron los estudiantes y a las dificultades que presentaron.
Es importante sefalar que utilizamos la TAA para describir el aprendizaje observado
que se infiere de los datos recogidos, ya que estamos de acuerdo con Dierdorp et al.
(2011) en que no es posible detectar el aprendizaje “real”’ de los estudiantes.

A continuacion, comparamos en cada ciclo de experimento de disefo, la THA
con la TAA a través de la matriz cualitativa/cuantitativa de analisis de datos (Tabla
1) propuesta por Dierdorp, Bakker, Eijkelhof, y van Maanen (2011). Para esto, se
buscaron datos que apoyaran o refutaran las conjeturas. La parte izquierda de la matriz
resume la THA y la parte derecha sintetiza la TAA a través de: respuestas escritas 0
extractos de transcripciones, descripcion de los resultados por parte del investigador
y una impresion cuantitativa de lo cercano que estuvieron las conjeturas de la THA
con la TAA. El signo - se utiliza cuando las observaciones sugieren que las conjeturas
fueron confirmadas por un maximo de un tercio de los estudiantes. El signo + se utilizd
cuando las observaciones sugirieron que las conjeturas se confirmaron por lo menos
en dos tercios de los estudiantes. El signo + se utiliza para los casos intermedios.

Comparacion
THA TAA THAy TAA
N Conjetura de Extracto de Impresion cuantitativa de

Descripcion la respuesta X
Tarea respuesta Resultado o que se acercan éstas

tarea de los . .

. escrita u oral (i.e. -,+,4)
estudiantes

Tabla 1. Matriz cualitativa/cuantitativa de andlisis de datos para comparar la THA con la TAA

A partir de los resultados de cada ciclo, se agregaron, mantuvieron, modificaron
o eliminaron conjeturas de la THA aplicada para utilizarla en un ciclo nuevo. El analisis
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global (BAKKER & VAN EERDE, 2015) consistio en observar las tres TAA de los
ciclos de experimento de disefo para buscar patrones o tendencias relacionadas con
determinar las tareas de cada THA que favorecieron la construcciéon de los conceptos.

4 | RESULTADOS Y DISCUSION

En el analisis preliminar se identificaron, para cada ciclo de experimento de disefo,
las tareas que favorecieron la construccidén de los conceptos de conjunto generador y
espacio generado. Para ver los resultados de cada ciclo se puede consultar: Carcamo,
Gomez y Fortuny (2016); Carcamo, Fortuny y Gémez (2017); Carcamo, Fortuny y
Fuentealba (2018). La descripcidn de estas tareas y sus caracteristicas comunes en
los diferentes ciclos de experimento de disefio se muestran en la Tabla 2.

Caracteristica de las tareas que

Descripcion de la tarea . .
favorecieron el aprendizaje

Permitié que los estudiantes activaran sus
concepciones previas de vectores. Esto les
sirvié para resolver las siguientes tareas y
tener una primera aproximacion de conjunto
generador y espacio generado.

Tarea 1. Crear un generador de contrasenas
numéricas con vectores.

Tarea 2. Realizar una tabla de analogia Favorecid que los estudiantes distinguieran
entre el contexto de generar contrasenas entre conjunto generador y espacio generado
numeéricas y los conceptos de conjunto al tener que relacionarlos con conjuntos
generador y espacio generado. derivados de una situacion real.

Tarea 3. Conjeturar propiedades de conjunto  Admitié que los estudiantes profundizaran
generador y espacio generado fuera del sobre propiedades de conjunto generador y
escenario de las contrasenas. espacio generado en el espacio de R".

Dejo6 que los estudiantes aplicaran conjunto
generador y espacio generado en un contexto
matematico y en situaciones diferentes a las
presentadas en las tareas previas.

Tarea 4. Aplicar los conceptos de conjunto
generador y espacio generado en un contexto
matematico.

Tabla 2. Descripcion de cada tarea y las caracteristicas comunes de éstas en cada ciclo de
diseno de experimento que favorecieron el aprendizaje

Respecto a la tarea 1, Carcamo, Fortuny y Fuentealba (2017) precisan que
los estudiantes usaron el modelo matematico basado en vectores para tener una
primera aproximacion de los conceptos de conjunto generador y espacio generado.
Lo anterior, porque a partir de éste, ellos obtuvieron dos conjuntos que se relacionaron
con el contexto de las contrasefas, pero también, con estos conceptos matematicos.
En relaciéon con la tarea 2, Carcamo, Fortuny y Gomez (2016) sefialan que ofrecio
a los estudiantes la oportunidad de evitar confundir estos conceptos porque fueron
presentados en una situacion cotidiana y real para los estudiantes.

La tarea 3 permitié que los estudiantes, del ciclo de experimento de disefio uno,
identificaran la relacion de inclusion que existe entre conjunto generador y espacio
generado, pero también que reconocieran en notacion de conjunto que uno de ellos
tiene una cantidad finita de vectores mientras que el otro, infinitos vectores (CARCAMO,
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GOMEZ & FORTUNY, 2016). Por otro lado, en los ciclos de experimento de disefio dos y
tres, los estudiantes exploraron, reflexionaron e hicieron conjeturas sobre conjuntos de
vectores de R" que correspondian a conjuntos generadores 0 a espacios generados y
gue no se referian al escenario de la tarea 1 (por ejemplo, conjeturaron las condiciones
para que un conjunto generara al espacio de R?).

La tarea 4, en los ciclos de experimento de disefio dos y tres, dio indicios de
que favoreci6 la construccion de los conceptos en estudio porque los estudiantes los
aplicaron en un contexto matematico y en situaciones diferentes a las presentadas en
las tareas previas. También, se considera que una de las preguntas de la tarea 3, del
ciclo de experimento de disefio uno, favorecidé que los estudiantes aplicaran conjunto
generador y espacio generado en un contexto matematico. En concreto, la pregunta
que les pidié verificar si un vector pertenece a un cierto espacio generado. Varios
estudiantes lograron verificar si un vector pertenecia a un cierto espacio generado
haciendo combinacién lineal de los vectores del conjunto generador de este cierto
espacio (CARCAMO, GOMEZ & FORTUNY, 2016). Es importante sefialar que la THA
del ciclo uno no tuvo tarea 4. Sin embargo, se considerd que una de las preguntas de
la tarea 3 de esta THA se vinculaba a la tarea 4 de los otros ciclos de experimento de
disefo.

Los resultados de cada ciclo de experimento de disefio fueron corroborando
las caracteristicas primordiales de cada tarea que favorecidé que los estudiantes
construyeran los conceptos de conjunto generador y espacio generado. La discusion
de estos resultados nos condujo a desarrollar una THA para estos conceptos. Una
sintesis de esta THA se presenta en la Tabla 3.

Objetivo Descripcion de la tarea Conjetura de la ruta de aprendizaje
Los estudiantes usan Los estudiantes: (a) Leen informacion
vectores y el ciclo de Tarea 1: crear un generador de las contrasenas seguras. (b) Crean
modelizacion para de contrasefnas seguras un generador de contrasenas basado
crear un modelo basado en vectores. en vectores siguiendo los pasos del
matematico. ciclo de modelizacién matematica.

Los estudiantes: (a) Encuentran
dos conjuntos de su generador

de contrasenas (uno que tiene los
vectores para generar contrasefias

Los estudiantes Tarea 2: hacer una tabla -
. o ) numeéricas y otro que posee los
identifican de analogia entre su L
P ~ vectores que al hacer combinacion

caracteristicas de generador de contrasefias . .

! . lineal entre ellos se obtiene cada
conjunto generador y y los conceptos de conjunto ~ " o

. . contrasefia numérica). (b) Identifican

espacio generado, y generador y espacio

similitudes entre los conjuntos de su
generador de contrasefas y conjunto
generador y espacio generado (c)
Distinguen entre los conceptos con la
tabla de analogia.

distinguen entre ellos.  generado.
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Los estudiantes: (a) Exploran casos
particulares en R?y R? e identifican
algun patron. (b) Relacionan conjunto
generador con otros conceptos.

(c) Conjeturan las caracteristicas

que pueden tener dos conjuntos
generadores de un mismo espacio.
(e) Determinan que dos conjuntos
generadores no tienen porque tener
elementos en comun o tener el mismo
numero de elementos.

Los estudiantes Tarea 3: conjeturar cuales
deducen propiedades  son las caracteristicas de
de conjunto generador  dos conjuntos generadores
y espacio generado. de un mismo espacio en R".

Tarea 4: Sean C={(1,0,0),
(0,0,1)} y S={(p,0,p) / p en Los estudiantes para plantear una

R} entonces cada vector solucion: (a) Exploran posibles rutas
Los estudiantes aplican de S es una combinacion para su resolucioén. (b) Determinan
conjunto generador y lineal de los vectores de C las condiciones que debe cumplir C
espacio generado. porque (p,0,p)= p(1,0,0) + para que sea un conjunto generador

p(0,0,1). ¢ Es C un conjunto de S. (c) Concluyen que C no es un
generador de S? Justifica tu conjunto generador de S.
respuesta.

Tabla 3. Sintesis de la THA para los conceptos de conjunto generador y espacio generado
propuesta en esta investigacion.

51 CONCLUSIONES

El objetivo de este trabajo fue presentar una THA que favorezca a los estudiantes
en su construccion de los conceptos de conjunto generador y espacio generado del
Algebra Lineal a nivel universitario.

Esta THA es una propuesta que se fundamenta en la heuristica de los modelos
emergentes y en la modelizacidbn matematica. Ademas, surge como resultado de un
refinamiento iterativo de una THA en tres ciclos de experimentacion de disefo.

LaTHA propuesta parala construccién de conjunto generador y espacio generado,
se destaca por ser util para ensefar este tipo de contenido porque proporciona una
estrategia para promover la comprension de conjunto generador y espacio generado.
Esta estrategia se refiere a utilizar la modelizacibn matematica como una herramienta
de ayuda (JULIE'Y MUDALY, 2007) para el estudio de estos conceptos y una secuencia
de tareas disefiada para facilitar la transicion de los estudiantes de sus concepciones
previas hacia la comprension formal de los contenidos (GRAVEMEIJER, 1999).

Los resultados, en el proceso de refinamiento de esta THA, dan evidencias de
su potencial para apoyar el aprendizaje de conjunto generador y espacio generado.
Por este motivo, esperamos que esta THA sirva para aplicarla en otros contextos
educativos, previamente adaptada a estos. Asimismo, consideramos que esta THA
puede proporcionar una orientacion para disefar otras trayectorias que ayuden a los
estudiantes a transitar hacia su aprendizaje en el curso de Algebra Lineal.
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