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APRESENTACAO

Aobra “Educacao Matematica e suas tecnologias” € composta por quatro volumes,
gue véem contribuir de maneira muito significante para o Ensino da Matematica, nos
mais variados niveis de Ensino. Sendo assim uma referéncia de grande relevancia
para a area da Educacao Matematica. Permeados de tecnologia, os artigos que
compde estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matematica como um todo,
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da area e professores que buscam
conhecimento e aperfeicoamento. Pois, no decorrer dos capitulos podemos observar
a matematica aplicada a diversas situagcdes, servindo com exemplo de praticas muito
bem sucedidas para docentes da area. A relevancia da disciplina de Matematica no
Ensino Basico e Superior € inquestionavel, pois oferece a todo cidadao a capacidade
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matematica como
ferramenta para a resolucéo de problemas do seu cotidiano. Sem duvidas, professores
e pesquisadores da Educacao Matematica, encontrardo aqui uma gama de trabalhos
concebidos no espaco escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem
para diversos conteudos matematicos. Que estes quatro volumes possam despertar
no leitor a busca pelo conhecimento Matematico. E aos professores e pesquisadores
da Educacdo Matematica, desejo que esta obra possa fomentar a busca por acdes
praticas para o Ensino e Aprendizagem de Matematica.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 12

LOS SUBNIVELES DE DESARROLLO DEL ESQUEMA
DE DERIVADA: UN ESTUDIO EXPLORATORIO EN EL

Claudio Fuentealba
Universidad Austral de Chile

Facultad de Ciencias de la Ingenieria

Chile

Edelmira Badillo

Universidad Autbnoma de Barcelona
Departamento de Didactica de la Mateméatica y de
las Ciencias Experimentales

Espana

Gloria Sanchez-Matamoros

Universidad de Sevilla

Departamento de Didactica de la Matematica
Espana

Andrea Carcamo

Universidad Austral de Chile

Facultad de Ciencias de la Ingenieria

Chile

RESUMEN: Los resultados de investigaciones
relacionadas con el aprendizaje del concepto
de derivada constatan que, a pesar ¢ de ser un
concepto indispensable, su comprension resulta
muy compleja, observandose una cantidad
significativa de estudiantes universitarios
que solo logra alcanzar una comprension
parcial. Esta problematica a pesar de no ser
nueva, aun constituye un gran desafio de la
educacidon matematica a nivel universitario

y €es una constante preocupacion para las

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2

NIVEL UNIVERSITARIO

instituciones educativas de nivel superior. En
esta investigacion presentamos un andlisis
exploratorio cuyo fin es identificar y caracterizar
los subniveles de desarrollo del
de derivada alcanzados por
universitarios con instruccion previa en Calculo
Diferencial.

PALABRAS CLAVE: Derivada; Teoria APOE;
Subniveles de Desarrollo; Esquema de Derivada

esquema
estudiantes

ABSTRACT: The results of research related to
the learning of the derivative concept confirm
that, despite being an essential concept, its
understanding is very complex, observing a
significant number of university students that
only achieves a partial understanding. This
problem, despite not being new, still constitutes
a great challenge for mathematics education at
the university level and is a constant concern for
higher education institutions. In this research, we
present an exploratory analysis whose purpose
is to identify and characterize the sub-levels of
development of the derivative schema reached
by university students with previous instruction
in Differential Calculus.

KEYWORDS: Derivative; APOS Theory; Sub-
levels of Development; Derivative Schema
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11 INTRODUCCION

La derivada es uno de los conceptos mas importantes del cualquier curso
de Calculo y corresponde a una herramienta fundamental en la comprension de
los fendmenos que involucran el cambio y variacion de magnitudes. Sin embargo,
a pesar de ser un concepto basico y transversal en los curriculos universitarios de
matematicas, ingenieria y otras ciencias, su comprension es compleja para una gran
parte de los estudiantes. Entre algunos de los aspectos mas importantes que provocan
esta dificultad en la comprension del concepto de derivada por parte de los estudiantes
se encuentran; (1) la creacion y utilizacion de disenos instruccionales que privilegian
la excesiva mecanizacion y memorizacion, convirtiendo al concepto de derivada en
un conocimiento algoritmico que se construye por medio de la resolucién de cientos
de tareas que solo involucran la aplicacion correcta de determinadas operaciones
algebraicas, lo cual, obstaculiza la construccion de una comprension mas completa del
concepto (DAWKINS & EPPERSON, 2014), (2) la excesiva predileccion de por el uso
de tareas que involucran la utilizacién de un solo modo de representacion, olvidando
gue la conversidén entre modos de representaciones y la coordinacion (sintesis) entre
distintas representaciones es fundamental para lograr un nivel alto de comprensién,
pues cada representacion tiene asociadas algunas caracteristicas del concepto, pero
no todas (DUVAL, 2006; SANCHEZ-MATAMOROS, GARCIA & LLINARES, 2006).
Como consecuencia de lo anterior, se observa que una gran parte de los estudiantes
tienen éxito al enfrentarse a ese tipo de tareas, sin embargo, estos mismos estudiantes
pueden mostrar dificultades y errores cuando la resolucién de la tarea que requiere
de la comprensién del significado de la derivada, ya sea a través de su expresion
analitica, como limite del cociente incremental, o de su interpretacibn geométrica,
como pendiente de la recta tangente, o de ambas simultaneamente (SANCHEZ-
MATAMOROS, GARCIA & LLINARES, 2008; BAKER, COOLEY & TRIGUEROS, 2000).

En este trabajo nos centramos en identificar el desarrollo de la compresidn del
concepto de derivada alcanzado por un grupo de estudiantes universitarios luego de
un curso de Calculo Diferencial.

2| MARCO TEORICO

En este trabajo hemos consideramos el marco propuesto por la Teoria APOE
(ARNON ETAL., 2014; ASIALAETAL., 1997), la cual se basa en la idea de abstraccion
reflexiva propuesta por Piaget y Garcia (1983). La Teoria APOE considera que la
comprension de un concepto, por parte de un estudiante, comienza con la manipulacién
de objetos fisicos 0 mentales, previamente construidos, en términos de acciones.
Estas acciones se interiorizan para formar procesos que, a su vez, se encapsulan para
formar objetos. Con relacion a los procesos, éstos pueden ser generados a partir de
mecanismos de coordinacion o reversion de otros procesos, previamente construidos
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por el estudiante, o bien por medio de la generalizacidon de éstos. Finalmente, las
acciones, los procesos y los objetos se pueden organizar en esquemas (DUBINSKY,
1991; ARNON ET AL., 2014).

Un esquema debe entenderse como una construccion cognitiva compleja y
conformada por acciones, procesos, objetos, otros esquemas y sus interrelaciones.
Dichas estructuras se encuentran relacionadas en la mente del estudiante, consciente
0 inconscientemente, y son evocadas cuando se enfrenta a distintas tareas. Este
constructo de esquema y los mecanismos de abstraccion reflexiva permiten explicar
la manera en que se construyen los conocimientos matematicos en la mente de un
estudiante, a través de las estructuras cognitivas y las relaciones establecidas entre
ellas (TRIGUEROS, 2005). Los esquemas segun Piaget y Garcia (1983) crecen a
través de distintos mecanismos y se desarrollan o evolucionan pasando por tres
niveles, Intra-Inter-Trans. Estos niveles son denominados triada y se suceden segun
un orden fijo, caracterizandose por el grado de construccidn de relaciones entre los
elementos matematicos constitutivos del concepto.

Para Arnon et al. (2014) un estudiante en el nivel Intra del desarrollo de un
esquema se centra en acciones, procesos y objetos individuales sin relacionarlos.
En el nivel Inter, hace uso de elementos matematicos de forma correcta en algunos
modos de representacion y establece relaciones logicas entre elementos matematicos
gue se encuentran en el mismo modo de representacion. Este nivel se caracteriza por
la construccion de relaciones y transformaciones entre los procesos y los objetos que
conforman el esquema. Finalmente, en el nivel Trans, el estudiante usa elementos
matematicos de forma correcta en todos los modos de representacion y establece
relaciones logicas entre elementos matematicos que se encuentran en diferentes
modos de representacion. Los estudiantes en este nivel han construido el objeto
derivada, y toman consciencia de las relaciones que pueden establecer entre distintos
modos de representacion llegando a la sintesis de éstos (SANCHEZ-MATAMOROS
ET AL., 2006).

Es importante destacar que Piaget y Garcia (1983) consideran que cada fase
o nivel (Intra, Inter y Trans) implican, a su vez, la existencia de algunos subniveles
que siguen el mismo orden de progresion. Un ejemplo de ello, es lo reportado en
la investigacidn de Sanchez-Matamoros et al. (2006) que identifica y describe dos
subniveles para los niveles de desarrollo Intra e Inter. La existencia de estos subniveles
podria dar explicacion de las diferencias que se observan entre estudiantes asignados
a un mismo nivel de desarrollo del esquema.

31 METODOLOGIA

Esta investigacion es de tipo cuantitativa y tiene caracter descriptivo exploratorio.
En ella participaron 40 estudiantes universitarios de segundo afno del grado doble de
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Matematicas y Fisica de una universidad publica de Catalufa. Todos los estudiantes

habian cursado y aprobado como minimo una asignatura de Calculo Diferencial.

Elinstrumento de recoleccién de datos correspondid a un cuestionario conformado

por tres tareas (ver Tabla 1) entregadas en distintos modos de representacion.

Dichas tareas fueron seleccionadas y modificadas de investigaciones previas
sobre la comprension del concepto de derivada (BAKER ET AL., 2000; SANCHEZ-
MATAMOROS ET AL., 2006; FUENTEALBA, SANCHEZ-MATAMOROS, BADILLO &
TRIGUEROS, 2017). Para su resolucion era necesario utilizar y coordinar distintos

elementos matematicos que configuran el concepto de derivada.

Tarea

Enunciado

Descripcion de aspectos asociados a
la resolucién

Esboza la grafica de una funcion f que
satisface las siguientes condiciones:
a) f es continua en su dominio
b) f(2) =0.
o f@=f(s)=0
d) fim fx) =—4
) Jim_flx) = —=
fyf(x) <0cuandos=<x <8
g) f'{(x) = 0cuando x < 5
h) f(x) <0cuando3 <x <8
i) f(x) >0 cuando x < 3

D

Modo de representacién: analitico—
grafico

Elementos matematicos: Interpretacion
analitica de la derivada y sus
implicaciones sobre la gréafica de la
funcién (existencia de valores extremos,
puntos de inflexion). Signo de la primera
derivada y su relacion con respecto

a los intervalos de monotonia de la
funcién. Signo de la segunda derivada y
su relacién con respecto a los intervalos
de convexidad de la funcion.

12 3456 7 89 1011121314151617 X

-~ \-mm.{zmm\l%

Dada la gréfica de la funcion ff, formada
por las ramas de parabolas

a) Obtener los valores de f (3), f (7),
f010), £ (14) y F (15). Explicando como los
obtienes.

b) Realiza un esbozo de la grafica de f .
Explica como los has obtenido.

Modo de representacién: grafico—
analitico—grafico

Elementos matematicos: Interpretacion
geométrica y analitica de la derivada
(existencia de valores extremos, puntos
de inflexion, discontinuidades y picos).
Intervalos de monotonia y convexidad
de la funcioén y su relacion con el signo
de la primera derivada o segunda
derivada segun sea el caso. El operador
derivada (si f es una parabola entonces
f es una recta).

La Figura muestra la grafica de la derivada
de f, esboza las posibles graficas de f.

Modo de representacion: grafico—=
analitico—grafico

Elementos matematicos: Interpretacion
geométrica (existencia de valores
extremos, puntos de inflexion,
discontinuidades y picos). Intervalos

de monotonia de la primera derivada y
su relacion con el signo de la segunda
derivada (intervalos de convexidad de la
funcion). Intervalos de cambio de signo
de la primera derivada y su relacién con
respecto a la monotonia de funcion.

resolucion

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2

Tabla 1.Tareas propuestas en el cuestionario y descripcién de aspectos asociados a su
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Para discretizar los protocolos de resolucion y obtener un vector asociado a
cada uno de ellos, definimos 27 variables (ver Tabla 2) que son el resultado de la
descomposicion de: los elementos matematicos en ambos modos de representacion
(analitico/gréfico), la utilizacion de relaciones l6gicas y de otros estudios previos
(TRIGUEROS & ESCANDON, 2008; FUENTEALBA ET AL., 2017).

Elemento

. Variable a observar
matematico

V.. Usa correctamente el significado geométrico de la
1. Derivada en derivada en x=a

un punto f(a) V,. Usa correctamente el significado analitico de la
derivada en x=a

V,. Usa correctamente el significado de funcion derivada
V,. Usa correctamente el significado del operador
derivada

2. Funcion
derivada f‘(x)

V.. Usa correctamente el significado de maximo local
geométricamente

V. Usa correctamente el significado de maximo local
3. Valor extremo | analiticamente

de f V.. Usa correctamente el significado de minimo local
geométricamente

V,. Usa correctamente el significado de minimo local
analiticamente

V,. Usa correctamente el significado de punto de inflexion
4. Punto de geométricamente

inflexion de f V,,- Usa correctamente el significado de punto de inflexion
analiticamente

V,,. Usa correctamente la relacion de implicacion entre:
el signo positivo de f‘ en un intervalo /'y el crecimiento
5. Relacién de estricto de fen dicho intervalo

equivalencia V,,. Usa correctamente la relacion de implicacion entre:
l6gica entre el el crecimiento estricto de fen un intervalo /'y el signo
signo de f‘en positivo de f‘ en dicho intervalo

unintervalo /'y, |V.,. Usa correctamente la relacion de implicacion entre:
la monotonia el signo negativo f* en un intervalo y el decrecimiento
de fen dicho estricto de fen dicho intervalo

intervalo V.,. Usa correctamente la relacion de implicacion entre:

el decrecimiento estricto de fen un intervalo /y el signo
negativo de f‘ en dicho intervalo

V... Usa correctamente la relacion de implicacion entre: el
signo positivo de f* “ en un intervalo /'y la convexidad de f
6. Relacién de en dicho intervalo

equivalencia V.. Usa correctamente la relacion de implicacion entre: la
I6gica entre el convexidad de fen un intervalo /y el signo positivo de f* "
signo de f” en en dicho intervalo

un intervalo / V,,. Usa correctamente la relacion de implicacion entre: el
y, la curvatura signo negativo de f‘ ‘ en un intervalo /'y la concavidad de f
de fen dicho en dicho intervalo

intervalo V., Usa correctamente la relacion de implicacion entre: la

concavidad de fen un intervalo /'y el signo negativo de f**
en dicho intervalo

V,,- Usa correctamente las derivadas laterales
V,,- Usa correctamente el significado de los puntos
conflictivos (cUspides y angulosos)

7. Puntos de no
derivabilidad de f
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V,,. Usa correctamente la relacion directa: si f es derivable
8. Continuidad y | en x=a, entonces fes continua en x=a

derivabilidad de f | V,,. Usa correctamente la relacion contrarreciproca: si fno
es continua en x=a, entonces fno es derivable en x=a

V,.. Es capaz de dividir correctamente una grafica en
distintos intervalos determinados por los elementos
gréficos proporcionados (monotonia y curvatura).

V,,. Es capaz de definir correctamente distintos intervalos
del dominio de la funcion determinados por la informacion
analitica proporcionada (signo y ceros).

V.. Es capaz de graficar correctamente una funcion a
partir del conocimiento de sus propiedades graficas.

V,.. Es capaz de graficar correctamente una funcion a
partir del conocimiento de sus propiedades analiticas.
V... Es capaz para establecer correctamente relaciones
entre la primera y segunda derivada

Otras variables
generales
observables

Tabla 2. Variables utilizadas para discretizar los protocolos de resolucion de cada uno de los
cuestionarios

El proposito del establecimiento de estas variables fue realizar un analisis de
conglomerados que nos permitira identificar y caracterizar preliminarmente los
subniveles de desarrollo del esquema de derivada (subgrupos entregados por el
analisis de conglomerados). Sin embargo, para cuantificar la presencia o ausencia
de cada una de las variables, en los protocolos de resolucion de los estudiantes, era
necesario utilizar una escala de medida para asignar una puntuacién a cada una de
ellas. Para el caso especifico de este estudio utilizaremos una escala de tipo binaria
1 0 0 (1: se observa la variable; 0: no se observa la variable). A partir de estas dos
herramientas (variables y escala) obtuvimos para cada uno de los cuestionarios un
vector del tipo (¥4, V5,15, ..., V55 ) , en donde cada variable tiene un valor de 0 o 1.

41 ANALISIS Y RESULTADOS

Para el analisis de conglomerados utilizamos el software Infostat version
2016. Por otra parte, dadas las caracteristicas del estudio seleccionamos como
distancia la euclidea al cuadrado (por tratarse de variables binarias) y como método
de agrupamiento el de encadenamiento completo (vecino mas lejano). Ademas,
considerando los elementos aportados por la Teoria APOE indicamos que el nUmero
inicial de conglomerados es 3 (3 conglomerados iniciales correspondientes a los
niveles de desarrollo del esquema Intra-Inter-Trans). A partir de estas consideraciones
obtuvimos el dendograma que se muestra en la Figura 1.

El andlisis e interpretacién del dendograma nos permite indicar que la primera
linea vertical de la derecha determina los tres grupos correspondiente a los niveles
de desarrollo del esquema de derivada Inter-Intra-Trans vy, la segunda linea vertical
correspondiente a la mitad de la distancia total (criterio comunmente utilizado) nos
indica las subdivisidbn de cada nivel en dos subniveles de desarrollo, que para cada

uno de los casos hemos denominado Ay B.
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Figura 1. Dendograma obtenido del analisis de conglomerados con encadenamiento completo
y distancia euclidea al cuadrado.

El agrupamiento de los estudiantes en los distintos niveles y subniveles (Ay B)

se muestra en la Tabla 3.

INTRA INTER TRANS
E4, E6, E7, E9,
T
. E5, E8, E21, E24, »B20,B22, | 45 E14, E15,
Estudiantes E23, E25, E26,
E33, E36 E17. E18, E28,
E27,E32,E34, | o9 30, E31
E35, E37, E38, » B30,
E39, E40
Total 6 21 13
SUBNIVELES A B | A B A B
E6, E9,
E1, | E1,
Eé’1§7’ E16, | E2.
Do | El9, | EB,
E8, | pog, | E20, | E12, 1 pig pyg
Estudiantes E5,E21, E33 | E24, | Eo2 | E14, , E15,
E32, E29, E31
E36 E25. | E17,
E35,
soo | E27, | Et8,
o | Ess, | E28
E37. | E30
E39
Total 3 3 9 12 9 4

Tabla 3. Distribucién de los estudiantes segun los niveles y subniveles entregados por el

andlisis de conglomerados.

Posteriormente, a partir la asignacién de estudiantes a los distintos subniveles

de desarrollo determinados por el andlisis de conglomerados, observamos cada uno
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de los subgrupos generados con el objetivo de caracterizarlos en términos de la
presencia y/o ausencia de las variables observadas.

Con relacién a los subniveles de desarrollo Intra, se observa que en ambos
subniveles no existe comprensién del significado de derivada en un punto. Ademas,
los estudiantes asignados a estos subniveles, no ven a la derivada como una funcion
0 como un operador lineal. Es importante destacar que estos estudiantes no hacen
uso de derivadas laterales o puntos conflictivos y no establecen relaciones entre la
primera y segunda derivadas. Sin embargo, son capaces de determinar intervalos a
partir de la informacion analitica o grafica, aunque no grafican correctamente.

Por otra parte, en subnivel Intra A, a diferencia de lo que ocurre con el subnivel
Intra B, se establecen relaciones directas entre el signo de f'y la monotonia de f. Los
estudiantes no son capaces de establecer relaciones entre continuidad y derivabilidad,
las cuales si las realizan los estudiantes asignados al subnivel Intra B.

Los estudiantes asignados a los subniveles Inter utilizan el significado geométrico
de la derivada (pendiente de la recta tangente), pero no el analitico. Ademas, utilizan
correctamente el significado de los valores extremos y puntos de inflexion en ambos
modos de representacion. Asimismo, al igual que los estudiantes de los subniveles
Intra, no logran establecer relaciones entre la primera y segunda derivadas. Sin
embargo, ellos utilizan las derivadas laterales y son capaces de establecer intervalos
para graficar a partir de informacion entregada, aunque grafican con poca precision.

En cuanto, a las diferencias entre los dos subniveles Inter, podemos indicar que
los estudiantes de nivel Inter B no consideran a la derivada como funcién ni como
operador, en contraste con los estudiantes del subnivel Inter A que si la consideran
como funcion. Ademas, los estudiantes del subnivel Intra A tienen dificultades en
establecer larelacion directa entre el crecimiento de la funcion y el signo de la derivada.
En tanto, los estudiantes del subnivel Inter B, tienen dificultades para establecer la
relacion directa entre la curvatura de la funcion y el signo de la segunda derivada.

Finalmente, en relacion con los subniveles de desarrollo Trans podemos indicar
que el subnivel Trans A observamos las 27 variables. Sin embargo, en los protocolos
de resoluciéon de los estudiantes, asignados al subnivel Trans B, se observan
dificultades para establecer relaciones entre la primera y segunda derivadas, del
mismo modo, no observamos la utilizacion del significado geométrico del punto de
inflexion y tampoco el establecimiento de relaciones entre la curvatura de la funcion
y el signo de la segunda derivada.

51 CONCLUSIONES

Los resultados de este trabajo nos han permitido identificar dos subniveles
asociados a cada nivel de desarrollo de esquema de derivada, lo cual, es coincidente
con los resultados obtenidos por Sanchez-Matamoros et al. (2006) para los niveles
de desarrollo Intra e Inter. Sin embargo, el tratamiento estadistico de los datos nos
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ha mostrado la existencia, hasta ahora, de dos subniveles asociados al nivel de
desarrollo Trans. Cada par de subniveles (Intra- Inter-Trans) tiene asociadas algunas
caracteristicas comunes y otras, que los diferencian. Dichas divergencias se acenttan
en los niveles de desarrollo mas bajos (Intra, Inter) y son menos notorias, en el nivel
de desarrollo Trans. Esta primera caracterizacion confirma algunas conclusiones
de otros estudios previos (SANCHEZ-MATAMOROS ET AL., 2006; BAKER ET AL.,
2000) en cuanto al papel fundamental que juegan los modos de representacion, los
extremos y puntos de inflexion, asi como también, las relaciones I6gicas que pueden
establecerse entre elementos matematicos. Estos ultimos son los que determinan
los niveles y subniveles de desarrollo del esquema. Finalmente, esperamos que al
aumentar la muestra podamos encontrar otros subniveles que nos permitan refinar
esta caracterizacion preliminar.
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