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APRESENTAÇÃO

A obra “Educação Matemática e suas tecnologias” é composta por quatro volumes, 
que vêem contribuir de maneira muito significante para o  Ensino da Matemática, nos 
mais variados níveis de Ensino. Sendo assim uma referência de grande relevância 
para a área da Educação Matemática. Permeados de tecnologia, os artigos que 
compõe estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matemática como um todo, 
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da área e professores que buscam 
conhecimento e aperfeiçoamento. Pois, no decorrer dos capítulos podemos observar 
a matemática aplicada a diversas situações, servindo com exemplo de práticas muito 
bem sucedidas para docentes da área. A relevância da disciplina de Matemática no 
Ensino Básico e Superior é inquestionável, pois oferece a todo cidadão a capacidade 
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matemática como 
ferramenta para a resolução de problemas do seu cotidiano. Sem dúvidas, professores 
e pesquisadores da Educação Matemática, encontrarão aqui uma gama de trabalhos 
concebidos no espaço escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem 
para diversos conteúdos matemáticos. Que estes quatro volumes possam despertar 
no leitor a busca pelo conhecimento Matemático. E aos professores e pesquisadores 
da Educação Matemática, desejo que esta obra possa fomentar a busca por ações 
práticas para o Ensino e Aprendizagem de Matemática.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gonçalves
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CAPÍTULO 1

O ALGORITMO ESPECTRAL COMO ALTERNATIVA AO 
ALGORITMO K-MEANS EM CONJUNTO DE DADOS 

ARTIFICIAIS

Luciano Garim Garcia
Universidade Federal do Rio Grande do Sul 

(UFRGS)
Porto Alegre - Rio Grande do Sul

Leonardo Ramos Emmendorfer
Universidade Federal do Rio Grande (FURG)

Rio Grande - Rio Grande do Sul

RESUMO: Neste trabalho busca-se tratar 
do problema de agrupamento de dados pela 
abordagem de particionamento de grafos. Com 
isto, utiliza-se uma versão espectral e obtém-
se uma solução relaxada que é utilizada no 
processo de agrupamento. No intuito de medir 
a eficácia do método espectral utiliza-se o 
algoritmo k-means para comparar resultados de 
agrupamento de dados artificiais. Finalmente, 
utiliza-se a medida-F para fazer o comparativo 
estatístico dos métodos e inferir conclusões. 
PALAVRAS CHAVE: Particionamento, 
Agrupamento, Grafos, K-means.

ABSTRACT: In this work data clustering problem 
is transformed in graph partitioning problem. 
That way, a spectral version is used and a 
relaxed solution is obtained, and then is used 
in the clustering process. In order to measure 
the efficacy of the spectral method, the k-means 
algorithm is used to compare clustering results 
with artificial data. Finally, the F-measure is 

used to make the statistical comparison of the 
methods and infer conclusions.
KEYWORDS: Partitioning, Clustering, Graphs, 
K-means.

1 | 	INTRODUÇÃO

O reconhecimento de padrões em 
matemática sempre foi alvo de estudo de 
vários pesquisadores. Nas últimas décadas 
diversos métodos de exploração de dados 
foram desenvolvidos com a finalidade de extrair 
informações úteis que antes estavam implícitas 
em números e tabelas. Sendo assim, pode-
se dizer que estudo de agrupamento torna-se 
uma ferramenta útil para a análise de dados em 
diferentes situações. A análise de agrupamento 
tem aplicações em situações simples do dia-
a-dia (desde o início da infância, aprende-se a 
distinguir entre gatos e cachorros, ou plantas e 
animais, melhorando continuamente esquemas 
de classificação subconscientes) assim como 
em diversas áreas, como biologia, pesquisa 
de mercado, processamento de imagens, 
reconhecimento de padrões, geografia, e 
muitas outras (Dos Santos, 2015). 

	 Diversos métodos de agrupamento 
de dados buscam encontrar agrupamentos 
ótimos, porém surgem certas limitações 
correspondentes a cada algoritmo utilizado. 
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Com isto, existe uma grande necessidade de encontrar métodos inteligentes que 
realizem esta tarefa de maneira bem geral, independente do formato do conjunto de 
dados.

	 Neste trabalho, utiliza-se o método de agrupamento espectral baseado em 
particionamento grafos para descobrir os grupos existentes em conjuntos de dados 
artificiais. Desse modo, espera-se que os agrupamentos aconteçam de forma mais 
natural do que outros algoritmos como, por exemplo, o k-means (LÄNGKVIST, 2014).

2 | 	METODOLOGIA

Considere um conjunto de dados  descritos por pares ordenados . 
Cada par de elementos descrevem um ponto no plano cartesiano e, sua relação com 
os demais pode ser descrita por uma função de similaridade. Seja  
a matriz simétrica composta pela função de similaridade que leva em consideração a 
distância euclidiana entre os elementos e  parâmetro de distribuição gaussiana dos 
dados (NG, 2002). Assim pode-se modelar a matriz de similaridade de acordo com a 
equação abaixo:

Neste caso, usando a matriz de similaridade dos dados poder-se-ia aplicar 
algum algoritmo que tomasse as informações dessa matriz para determinar os grupos. 
Porém, esta formulação é bastante sensível ao parâmetro  que é uma medida global, 
não levando em consideração informações locais dos dados. Nesse sentido propõe-se 
transformar o problema de agrupamento de dados em um problema de particionamento 
de dados, conforme descrito na Figura 1.

Figura 1- Esquema da metodologia abordada

Para fazer a transformação do problema considera-se cada par ordenado como 
o vértice do grafo e a medida de similaridade entre os dados é posto como o peso 
de cada aresta que conecta um vértice em outro. Neste sentido a nova formulação 
trata de obter partições no grafo que descrevam coerentemente a estrutura dos 
grupos a serem formados. No ponto de vista de particionamento utilizam-se funções 
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objetivo com o intuito de medir a qualidade das partições. Otimizada a função de 
particionamento e gerado os grupos, retorna-se ao problema de agrupamento com a 
solução obtida e, utiliza-se uma métrica de qualidade de agrupamento para medir a 
eficácia do resultado. 

2.1	Solução do Problema de Particionamento de Grafos

Dado um número  e um grafo G = (V,E) com pesos não negativos em 
suas arestas, , o problema de particionamento de grafos busca determinar 
uma partição P de V com grupos de vértices P= {V1,...,Vk} satisfazendo as seguintes 
condições: V1U ... UVk = V e 

Figura 2- Grafo particionado

Considere a seguinte modelagem para o caso particular do biparticionamento: 
dados dois conjuntos disjuntos de vértices V e Vc de um grafo G define-se:

•	 O somatório dos pesos das arestas dos dois conjuntos por:

•	 O somatório dos pesos das arestas dentro do conjunto V por:

•	 O total de pesos provenientes do grupo V:

Para medir a qualidade das partições é possível recorrer ao uso de funções 
objetivo que otimizadas propiciem partições equilibradas. Uma partição equilibrada 
ocorre quando vértices da mesma partição possuem arestas com pesos grandes 
(alta similaridade) e aresta entre partições distintas possuam pesos pequenos (pouca 
similaridade). Neste sentido, podem-se utilizar funções de corte mínimo, corte por 
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razão, e corte normalizado (JIA, 2014). Neste trabalho é utilizado a função de corte 
normalizado justamente por proporcionar cortes mais equilibrados no grafo (SHI, 
2000).

2.1.1	 Função de Corte Normalizado

O particionamento leva em consideração as conexões dentro e fora de um grupo, 
ou seja,

Neste caso é levado em consideração o tamanho das partições. Porém, quando 
se introduz condições para obter partições equilibradas, o problema do corte mínimo 
embutido na função de corte normalizado torna-se um problema NP-difícil (WAGNER, 
1993).  Nesse sentido, trabalha-se com a versão relaxada do problema obtendo uma 
solução aproximada para a função objetivo.

Considere a seguinte relaxação para NCut :

Seja 
 
. A fim de reescrever NCut considere: 

	 Onde L é chamada de matriz laplaciana, definida por L=D-W, tal que W é a 
matriz de pesos do grafo (ou adjacências) e D é a matriz diagonal com elementos 
descritos por Vol (V,Vc) 

	 Procedendo analogamente para a matriz D:

	 Então, reescreve-se NCut, como:

	 Em resumo, tem-se de otimizar a seguinte função:
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Para esse propósito, considera-se:  sujeito a ƒtD1 com solução dada pelo 
segundo menor autovalor do problema (VON LUXBURG, 2007).

	 De acordo com (FIEDLER, 1973), o segundo menor autovetor associado ao 
segundo menor autovalor, que é solução do problema acima, é capaz de descrever 
uma partição no grafo determinada pelo sinal das suas componentes. Ou seja, é feito 
um mapeamento dessas componentes diretamente no grafo gerando as partições. 
Em suma, ao invés de particionar o grafo de acordo com as componentes dos vetores 
característicos da solução exata utiliza-se as componentes da solução relaxada 
conforme a figura abaixo.

Figura 3 – Solução exata e solução relaxada

Dependo do volume de dados (quantidade de vértices) é necessário aplicar um 
algoritmo de agrupamento nas componentes do autovetor solução para determinar os 
grupos. Em geral, utiliza-se o algoritmo k-means, amplamente utilizado na literatura, 
já que em poucas iterações é possível obter os grupos. Além disso, no caso geral 
de partições em  subconjuntos disjuntos, utilizam-se as componentes dos -menores 
autovetores para determinar as partições, sendo fundamental o uso de um algoritmo 
de agrupamento nesta etapa (NG, 2002). 
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3 | 	ALGORITMOS DE AGRUPAMENTO 

Nas próximas seções são apresentados os algoritmos k-means e espectral via 
k-means, objetos de estudo deste trabalho.  

3.1	Algoritmo K-means

O algoritmo k-means baseia-se na minimização de uma medida de custo, a 
distância interna entre os padrões de um agrupamento (LINDEN, 2009). A minimização 
do custo garante encontrar um mínimo local da função objetivo, que dependerá do 
ponto inicial do algoritmo. Esse tipo de algoritmo é chamado de ‘não-convexo’, pois, a 
cada iteração diminui o valor da distorção, visto que o resultado final depende do ponto 
inicial usado pelo algoritmo.

Algoritmo 1: Algoritmo k-means
Entrada: Conjunto de exemplos contendo vetores de atributos d-dimensionais e k= número 
de grupos.
Saída: k vetores de média e afiliação para os N vetores de atributos D
1. Escolha estimativas iniciais arbitrárias өj (0) para os өjis ; j=1,...,m  (isto é, para centroides 
dos k grupos);
2. Repita:
for i˿1 to N do
             Determine o representante mais próximo, isto é, өj (centroide mais próximo) de xi. 
Faça b(i) = j;
for i˿1 to k do
	 Atualização dos parâmetros: Determinar өj como a média dos vetores xi ϵ  X com b(i) 
= j;
3. Repetir passo 2 até que não ocorram mudanças em өj entre duas iterações sucessivas.

A principal vantagem do k-means é a convergência da solução em poucas 
iterações, sendo esta convergência dependente da inicialização dos centros dos 
grupos e da geometria dos dados. Outro fator importante para o funcionamento do 
algoritmo é a informação preliminar da suposta quantidade de grupos contidos na 
distribuição dos dados. Ou seja, o número de k grupos deve também ser informado 
pelo usuário, acarretando uma dependência no resultado dos agrupamentos. Além 
disso, o k-means pode não funcionar de maneira esperada dependendo da curvatura 
da distribuição dos dados no plano bidimensional (GARCIA, 2017). Geralmente, o 
método funciona bem em conjuntos onde os grupos estão bem separados, ou seja, 
em distribuições gaussianas.

3.2	Algoritmo Espectral via K-means

O algoritmo pioneiro desta metodologia surgiu graças ao trabalho de (NG, 2002), 
que apresentou sua metodologia no artigo intitulado ”On spectral clustering: Analysis 
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and an Algorithm”. Os passos do algoritmo espectral basicamente desempenham 
a tarefa de obter a matriz laplaciana do grafo de similaridade e calcular os seus 
autovetores para agrupá-los via k-means.

O parâmetro de escala  controla a rapidez com que a matriz de similaridade  
decresce levando em consideração a distância entre xi e xj (VON LUXBURG, 2007). 
A matriz  é obtida calculando-se o peso de cada aresta incidente em um determinado 
vértice, desse modo, forma-se uma matriz diagonal, a qual é utilizada na obtenção da 
matriz laplaciana. Calculando-se os k autovetores de L, obtêm-se as matrizes U e logo 
após Y onde no passo 5 ocorre a aplicação do algoritmo k-means.

Algoritmo 2: Agrupamento espectral via k-means (NG, 2002)

Entrada: Conjunto de pontos X = { x1,..., xn},  desvio padrão ơ e o número de grupos k.
Saída: Grupos  A1,..., Ak

1. Formar a matriz de similaridade W definida por: 
2. Construir a matriz laplaciana: L = D - W 
3.  Encontrar os k autovetores de L (escolhidos para serem ortogonais entre si no caso 
de autovalores repetidos), e forme matriz U colocando os autovetores em colunas: 

4. Formar a matriz Y a partir de U normalizando cada linha de  para ter valores unitários.
5. Considerar cada linha de Y como um ponto em  e classifique-os em k grupos via 
algoritmo k-means 

6.Colocar os pontos originais x1 no grupo j, se e somente se, a linha i da matriz y for colocada 
no grupo j.

4 | 	EXPERIMENTOS

Nesta seção apresenta-se uma série de experimentos feitos com a aplicação 
dos dois algoritmos de agrupamentos em diversos conjuntos de dados. A utilização 
do k-means tem por objetivo obter uma comparação de resultados em relação ao 
algoritmo espectral, já tal algoritmo possui popularidade em diversas aplicações. Para 
medir a qualidade dos agrupamentos obtidos, optou-se pelo uso da medida-F, sendo 
que em todos os conjuntos utilizados é possível obter o seu ”ground truth” na literatura.

4.1	Medida Estatística de Qualidade de Agrupamento

Com o intuito de medir o desempenho dos algoritmos utilizados em cada conjunto 
de dados foi utilizada a medida-F. Dada uma predição (h (x) = (h1 (x), ...,hm (x)) ϵ Y de 
rótulo binário y = (y1,..., ym), a medida-F é definida a seguir:
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Esta medida essencialmente corresponde a uma média harmônica ponderada 
de precisão e exaustividade (DEMBCZYNSKI, 2013). Para utilizar esta medida foram 
considerados os resultados corretos dos agrupamentos encontrados na literatura. 
Para cada teste foram definidas as variáveis TrueCluster e PredictedCluster, ou 
seja, a informação dos grupos corretos e dos grupos formados pelos algoritmos 
respectivamente.

4.2	Conjunto de Experimentos I

Em cada experimento a seguir existe um determinado problema de agrupamento 
relacionado à sua estrutura. O primeiro conjunto chamado Two Spirals possui curvaturas 
acentuadas que dificultam a aplicação dos algoritmos.

	 No segundo conjunto de dados ClusterinCluster existem dois grupos formados 
por duas concentrações circulares de pontos, uma pequena e outra maior. Neste 
caso, o desafio está em agrupar corretamente um grupo que está dentro de outro. Tal 
dificuldade é evidente, pois os conjuntos não são linearmente separáveis, além de 
possuírem variâncias distintas.

	 Por fim, no conjunto Corners existem quatro concentrações de pontos 
distribuídos em forma de esquinas. Os grupos deste conjunto possuem a característica 
de serem construídos de maneira bem simétrica, enfatizando claramente a sua 
divisão. Igualmente espaçados, os retângulos que formam as esquinas possuem a 
mesma distância em relação aos retângulos dos outros grupos adjacentes. Devido a 
esta característica, a dificuldade em agrupar as esquinas corretamente consiste em 
não levar apenas em consideração o fator distância entre grupos, mas também o fator 
vizinhança de cada elemento.
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Figura 4 - Resultados dos experimentos referentes aos conjuntos de dados Two Spirals, 
ClusterinCluster e Corners para os algoritmos k-means e espectral.

	 A partir da Figura 4 pode-se obter uma visão geral da aplicação dos algoritmos 
nos conjuntos de dados em estudo. O experimento referente ao conjunto de dados 
Two Spirals mostrou a eficácia do método espectral em determinar corretamente os 
grupos. Já a aplicação do k-means resultou em uma partição linear no grafo, gerando 
também dois grupos, porém com resultados não satisfatórios. 

	 No experimento referente ao conjunto ClusterinCluster, os resultados obtidos 
pelo k-means foram similares aos resultados do conjunto anterior. Uma partição 
linear descreve os dois grupos gerados de acordo com os centroides inicializados e 
posicionados iterativamente entre os dois grupos reais.

	 No último conjunto de dados Corners o método espectral via k-means obteve 
corretamente os grupos. Devido a simetria dos dados, o algoritmo k-means agrupou 
os retângulos de acordo com os centroides posicionados ao norte, sul, leste e oeste 
do conjunto, não retratando corretamente a estrutura dos grupos.

4.3	Conjunto de Experimentos II

Para a aplicação dos métodos de agrupamento discutidos aqui, foram escolhidos 
alguns conjuntos de dados disponíveis em (FU, 2007), (JAIN, 2005) e (CHANG, 2008). 
Houve a preocupação em trabalhar com conjuntos de dados de diferentes formatos 
geométricos, sendo específicos para a finalidade de analisar os resultados de cada 
algoritmo aplicado.
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No primeiro teste foi utilizado o conjunto de dados Jain que possui o formato 
de duas meias luas conforme a Figura 5. Pode-se inferir visualmente que o conjunto 
possui dois grupos bem definidos e bem separados no plano bidimensional. A principal 
dificuldade em agrupar corretamente estes conjuntos está relacionada diretamente 
à curvatura em que os mesmos se dispõem no plano. Sendo assim, é interessante 
ressaltar que metodologias que obtenham um particionamento linear no conjunto 
provavelmente poderão falhar ao tentar descobrir corretamente os grupos.

No segundo experimento foi utilizado o conjunto de dados Flame, que por sua 
vez possui características geométricas interessantes, composta por uma distribuição 
esférica de elementos e outra concentração no formato de meia lua conforme Figura 5.

Por fim, é utilizado o conjunto de dados Spiral que também possui um formato de 
curva, neste caso é possível identificar que o número de grupos existentes no conjunto 
é três, conforme é possível analisar na Figura 5.

Figura 5 - Resultados dos experimentos referentes aos conjuntos de dados Jain, Flame e Spiral 
para os algoritmos k-means e espectral.

	 Conforme a visualização da Figura 5 é possível notar que o algoritmo k-means 
não obteve um agrupamento coerente de acordo com a estrutura do conjunto Jain. Isto 
se deve ao fato de que a utilização de centroides como parâmetro de agrupamento não 
funciona de maneira eficaz em conjuntos de dados que possuem uma determinada 
curvatura. Como a distribuição dos dados no plano não acompanha uma distribuição 
gaussiana, então o uso do k-means neste caso não é o mais recomendado. Já os 
grupos formados pelo algoritmo espectral geraram um resultado melhor que o seu 
antecessor. Apesar disso, a informação proveniente da matriz laplaciana não foi 
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suficiente para estabelecer um agrupamento coerente com a geometria do conjunto.  
Neste caso, existem duas possibilidades para a falha, a primeira seria a ineficácia 
do k-means quando aplicado nas componentes do autovetor solução e, a segunda a 
proximidade das componentes que podem levar a um agrupamento equivocado.

	 Os grupos do conjunto Flame estabelecidos pela metodologia k-means, 
formaram-se de maneira incorreta, agrupando parte da meia lua juntamente com a 
concentração superior acima dela. Considerando a concentração circular de elementos 
neste conjunto, conclui-se que o k-means consegue eficientemente colocar um 
centroide correto nesta região. Porém, em relação à meia lua este acerto do método 
torna-se impossível. No segundo algoritmo o resultado coerente, pois visualmente os 
grupos formaram-se corretamente respeitando a distribuição dos elementos no plano. 
É interessante ressaltar que o desvio padrão dos dados é moderadamente diferente 
entre os dois grupos, o que pode dificultar a resposta de vários algoritmos baseados 
neste parâmetro.

	 Novamente o número de grupos informado como entrada em ambos os 
algoritmos é o mesmo, desse modo, será possível estabelecer uma relação entre 
os resultados obtidos por cada um deles. No experimento com o uso do k-means o 
agrupamento do conjunto Spiral não foi satisfatório, novamente o problema ocorre 
devido à curvatura da distribuição dos elementos no plano. Diferente de muitos casos, 
neste conjunto nem uma boa inicialização do centro irá estabelecer corretamente os 
grupos, sendo assim, o algoritmo é ineficaz neste caso. Em contrapartida, o algoritmo 
baseado na metodologia de particionamento espectral apresentou bons resultados.

4.4	Conjunto de Experimentos III

Nesta seção de experimentos os conjuntos de dados foram escolhidos de 
acordo com a sua dimensão. Em experimentos anteriores os conjuntos utilizados 
eram bidimensionais, porém, propõe-se nesta seção a aplicação dos algoritmos 
em elementos com coordenadas (xi, xj, xk) . A escolha dos dois primeiros bancos de 
dados foi de acordo com o ”The Fundamental Clustering Problems Suite (FCPS)”. 
Cada conjunto possui uma determinada característica que dificulta o processo de 
agrupamento. Problemas relacionados a densidade, distância, variância e não 
linearidade são abordados. No último experimento desta seção, é utilizado o conjunto 
de dados Iris, proveniente do repositório de Aprendizagem de Máquina UCI.

	 O conjunto de dados Chainlink é composto por dois anéis tridimensionais, tal 
que sua principal característica de agrupamento é a separação não linear dos grupos. 
Devido à proximidade entre os elementos dos dois grupos o fator distância não se 
torna suficiente para a determinação correta do agrupamento.

	 Analisando a Figura 6 nota-se, primeiramente, que o resultado de agrupamento 
pelo método k-means não obtém corretamente os grupos formados pelos dois anéis. 
Esta configuração do conjunto não permite que as posições dos centroides se ajustem 
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de acordo com a curvatura dos dados, desse modo, ocorre uma partição linear do 
conjunto gerando dois grupos que não correspondem à geometria correta dos dados.

Figura 6 - Resultados dos experimentos referentes ao conjunto de dados Chainlink para os 
algoritmos k-means e espectral.

Nesse experimento o algoritmo espectral conseguiu identificar corretamente os 
grupos, isso se deve ao fato de que as componentes do autovetor solução estavam 
bem separadas, assim não houve dificuldades para o agrupamento e mapeamento 
dos mesmos. 

Um problema interessante muito abordado em técnicas de agrupamento está 
relacionado a diferença de desvio-padrão e variância entre diferentes grupos. No caso 
do conjunto Atom, na Figura 7, existem dois grupos que possuem valores bem distintos 
de desvio-padrão, além de que existe o fato de um grupo menor estar contido dentro 
de outro maior. A característica do conjunto também não ser linearmente separável 
torna-se um agravante para o agrupamento correto dos elementos.

Figura 7 - Resultados dos experimentos referentes ao conjunto de dados Atom para os 
algoritmos k-means e espectral.

	 Novamente, o fator agrupamento via centroides não foi eficaz, evidenciando 
a dificuldade de estabelecer grupos em formato esférico também em dimensão 
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tridimensional. Em contrapartida, o algoritmo espectral obteve o resultado ótimo 
mesmo existindo a enorme diferença de desvio-padrão entre os grupos.

	 O conjunto Iris é um dos mais conhecidos nas áreas de classificação e 
agrupamento de dados. Introduzido por Ronald Fisher em 1936 no artigo ”The use of 
multiple measurements in taxonomic problems” o seu uso traz importantes avanços na 
área de análise discriminante linear. O conjunto de dados consiste em 50 amostras de 
cada uma das três espécies de Iris (Iris setosa, Iris virginica e Iris versicolor). Foram 
medidas quatro características de cada amostra: o comprimento e a largura das sépalas 
e pétalas, em centímetros. Com base na combinação dessas quatro características, 
Fisher desenvolveu um modelo discriminante linear para distinguir as espécies umas 
das outras.

Figura 8 - Resultados dos experimentos referentes ao conjunto de dados Iris para os algoritmos 
k-means e espectral.

Na Figura 8 nota-se que os algoritmos k-means e espectral via k-medias 
apresentam resultados bem similares. Pode-se notar que grupo mais abaixo do 
conjunto é o mesmo em ambos os resultados de agrupamento dos algoritmos, neste 
caso, este grupo refere-se a Iris setosa. Desse modo, os dois métodos diferem apenas 
na parte superior do conjunto Iris, onde se concentram os grupos Iris virginica e a Iris 
versicolor, os quais apresentam uma maior concentração de pontos e proximidade 
entre si, dificultando a tarefa de agrupamento.

Conforme a tabela abaixo é possível obter um comparativo mais abrangente entre 
os dois algoritmos abordados neste trabalho. A tabela consta de resultados obtidos de 
medida-F quando utilizadas as saídas dos algoritmos, e comparadas com os grupos 
reais fornecidos pelos repositórios de dados utilizados. A partir dos valores da tabela 
pode-se dizer que o algoritmo k-means obteve uma média de 0,54 de medida-F, indo 
à contrapartida do algoritmo espectral com média de 0,97 de medida-F. Em geral, 
considerando conjuntos de dados com uma geometria mais simples, ambos algoritmos 
podem apresentar resultados similares, conforme pode-se ser visto no conjunto Iris. 
Porém, quando confrontados para aplicação em dados com certo grau de curvatura o 
algoritmo espectral é o que possui melhores resultados de medida-F.
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Resultado da Medida-F
Conjuntos de dados K-means Espectral

TwoSpirals 0,4797 1
ClusterinCluster 0,4138 1

Corners 0,2813 1
Jain 0,8288 0,9446

Flame 0,806 0,9825
Spiral 0,2695 1

Chainlink 0,384 1
Atom 0,6146 1
Iris 0,8085 0,8148

Tabela 1 – Resultados de medida-F para os conjuntos de dados utilizados nos experimentos.

5 | 	CONCLUSÃO

Neste trabalho foram apresentados conceitos introdutórios de particionamento 
espectral de grafos, juntamente com a apresentação do principal algoritmo de 
agrupamento espectral de dados. Pode-se notar a eficácia do método espectral quando 
utilizado em conjuntos de dados que possuam uma curvatura acentuada, enfatizando 
a sua utilização nesse contexto. Em diversos problemas de aplicação nem sempre 
os dados terão um formato viável para o seu agrupamento, sendo assim, o método 
espectral pode ser utilizado garantindo uma saída melhor do k-means proporcionaria. 

	 No que se refere a medida de qualidade de agrupamento, nem sempre será 
possível utilizar a medida-F, visto que, em conjunto de dados reais não se sabe 
previamente a distribuição correta dos grupos. Seria interessante, para trabalhos 
futuros, estabelecer uma medida que permita ao algoritmo obter um feedback quanto 
a detecção do número correto de grupos reais. Algumas medidas já possuem tal 
propósito, como por exemplo, a medida Silhouette, que é amplamente utilizada nos 
algoritmos baseados no k-means.

	 Por fim, espera-se que este trabalho contribua como referencial conceitual sobre 
agrupamento de dados e possa ser utilizado para futuras contribuições nesta área de 
pesquisa. Além disso, enfatizando os bons resultados, conclui-se que a metodologia é 
promissora e pode ser aprimorada em trabalhos futuros.
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