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APRESENTACAO

Aobra “Educacao Matematica e suas tecnologias” € composta por quatro volumes,
gue véem contribuir de maneira muito significante para o Ensino da Matematica, nos
mais variados niveis de Ensino. Sendo assim uma referéncia de grande relevancia
para a area da Educacao Matematica. Permeados de tecnologia, os artigos que
compde estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matematica como um todo,
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da area e professores que buscam
conhecimento e aperfeicoamento. Pois, no decorrer dos capitulos podemos observar
a matematica aplicada a diversas situagcdes, servindo com exemplo de praticas muito
bem sucedidas para docentes da area. A relevancia da disciplina de Matematica no
Ensino Basico e Superior € inquestionavel, pois oferece a todo cidadao a capacidade
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matematica como
ferramenta para a resolucéo de problemas do seu cotidiano. Sem duvidas, professores
e pesquisadores da Educacao Matematica, encontrardo aqui uma gama de trabalhos
concebidos no espaco escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem
para diversos conteudos matematicos. Que estes quatro volumes possam despertar
no leitor a busca pelo conhecimento Matematico. E aos professores e pesquisadores
da Educacdo Matematica, desejo que esta obra possa fomentar a busca por acdes
praticas para o Ensino e Aprendizagem de Matematica.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 5

DEFLEXAO EM VIGAS DE CONCRETO ARMADO
SOLUCAO ANALITICA E NUMERICA VIA METODO

Mariana Coelho Portilho Bernardi
Universidade Tecnolégica Federal do Parana,
DACOC — Departamento Académico de
Construcéo Civil

Campo Mourao — Parana
Adilandri Mércio Lobeiro
Universidade Tecnolégica Federal do Parana,

DAMAT — Departamento Académico de
Matemética

Campo Mourao — Parana
Jeferson Rafael Bueno
Universidade Tecnolégica Federal do Parang,

DACOC — Departamento Académico de
Construcéo Civil

Campo Mourao — Parana
Thiago José Sepulveda da Silva
Universidade Tecnolégica Federal do Parang,

DAMAT — Departamento Académico de
Matemética

Campo Mourao — Parana

RESUMO: Neste artigo, apresenta a deducéao
matematica e encontra a solucdo analitica e
numérica da equacéo diferencial ordinaria linear
de segunda ordem, com condi¢des de contorno
do tipo Dirichlet-Dirichlet, que descreve um
arranjo estrutural viga-pilar utilizado na
Engenharia Civil. Como estudo de caso, obtém-
se a equacao diferencial da linha elastica
de uma viga biapoiada com carregamento
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distribuido. A priori, foi encontrado a solugao
analitica desta equacao e implementou-se um
programa em MATLAB, em que, calculou a
solucdo numérica, com base no Método das
Diferencas Finitas, aplicando o Método de
Decomposicéo em LU para resolver o sistema
de equacdes lineares. Por fim, para validagao
dos resultados numéricos, os mesmos foram
comparados com a solugéo analitica.
PALAVRAS-CHAVE: Linha elastica; Analise
Estatica; Euler-Bernoulli.

ABSTRACT: In this paper, he presents the
mathematical deduction and finds the numerical
and analytical solution of the second order
linear differential equation, with Dirichlet-
Dirichlet boundary conditions, which describes
a structural beam-pillar arrangement used in
Civil Engineering. As a case study, we obtain
the differential equation of the elastic line of a
biapoiada beam with distributed load. A priori,
the analytical solution of this equation was found
and a MATLAB program was implemented, in
which the numerical solution was calculated
based on the Finite Differences Method,
applying the Decomposition Method in LU to
solve the system of linear equations. Finally, for
validation of the numerical results, they were
compared with the analytical solution.
KEYWORDS: Elastic
Euler-Bernoulli.

line, Static analysis,

Capitulo 5




11 INTRODUCAO

O estudo de deflexdo de vigas € importante na Engenharia Civil. Utiliza o termo
deflexdo para se referir a configuracdo deformada do eixo longitudinal de uma viga,
gue ocorre quando a mesma € submetida a carregamentos que causam flexdao. Em
projetos de Engenharia, busca-se que a estrutura (ou elemento estrutural) satisfaca os
parametros aceitaveis onde, evita-se deslocamentos excessivos para que, o Estado
Limite de Servico (ELS) e o Estado Limite Ultimo (ELU) sejam atendidos, conforme
recomenda a NBR 6118 [1].

Neste trabalho, apresenta a deducdo matematica da equacdo diferencial
ordinaria (EDO) linear de segunda ordem, conforme [3], que controla a deflexdao em
vigas, conhecida como equacao da linha elastica, dado por (1),

d*u(x) M
dx?  E.l,

em que, u denota a fungcdo que governa a deflexao da viga a um distancia x, Mo
momento fletor, |, 0 momento de inércia da segéo transversal da viga e E_, 0 médulo
de elasticidade secante a ser utilizado nas analises elasticas de projeto, conforme
recomenda a NBR 6118 [1].

O produto E_(l, € chamado de rigidez a flexdo da viga e o0 momento fletor pode
ser obtido por meio do equilibrio estatico em uma secéo transversal da viga, Figura 1.
Na Figura 1, g é a intensidade da carga uniformemente distribuida, | € o comprimento

do véo e R a reacao de apoio.

Yy
A
q
[
..
a A
| [ I
y
A
q
|
\>M
/
R,
I €T I

Figura 1 - Viga biapoiada com corte na secao transversal a uma distancia x, em que O x <.
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A Figura 2, denota a se¢ao transversal da viga em questao, em que b, é a largura
e H é a altura da secéo transversal.

Figura 2 - Secao transversal de uma viga retangular.

Ao observar a Figura 1, obtém-se a equagcdo do momento fletor na viga, (2) onde
realiza-se o equilibrio de momentos na secao de corte, [3], [6],

x?_
EM=M+qT—xR“=D. (@)

A reagéo de apoio,R_, pode ser determinada ao fazer o equilibrio de forcas na
direcéo y, ao utilizar o carregamento total, conforme (3),

e ao isolar M encontra (5),

M= q:_z—x(i—x). (5)

A equacéo (5) representa a variacdo do momento fletor ao longo do comprimento
da viga. Ao substituir (5) em (1), obtém-se (6),

d*u(x)  qx
dx? — 2E.l,

(1= x), (6)
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que representa a equacdo da Linha Elastica de uma viga biapoiada com
carregamento uniformemente distribuido, sujeita as condi¢cdes de contorno dadas em

(),

u(0) =0 e u() =0, (7)

nas quais, indicam que os deslocamentos nos extremos da viga sao nulos, ou
seja, ndo ha deflexdo nos apoios. As equacdes (6) e (7) garantem a unicidade da
solucéo do problema de valor de contorno (PVC), conhecido como Dirichlet-Dirichlet.

2| APLICACAO EM VIGAS PRE-FABRICADAS

A idealizacédo de vigas e as equacgOes apresentadas anteriormente podem ser
utilizadas em diversos casos na Engenharia Civil, como exemplo, apresenta-se o caso
de vigas pré-fabricadas em concreto armado, Figura 3, em que, observa-se uma viga
apoiada em dois pilares, sendo este um arranjo estrutural muito comum em edificios
pré-fabricados e pré-moldados [4].

Figura 3 - Viga tipica de concreto armado pré-fabricada.

Esse tipo de estrutura recebe o nome de pré-fabricada, pois os elementos
estruturais sado produzidos em industrias especializadas, sob condi¢des rigorosas de
controle de qualidade, conforme item 3.6 da NBR 9062 [2]. Em outras palavras, os
elementos estruturais pré-fabricados chegam na obra prontos para serem utilizados.

Nao se deve confundir o termo pré-fabricado com o termo pré-moldado, ja que
0 segundo se refere a elementos executados fora do local de utilizac&o definitiva na
estrutura item 3.5 da NBR 9062 [2], mas, sé&o feitos na propria obra. A ligacao entre
viga e pilar é garantida por meio de detalhes de encaixe, como mostra a Figura 4.
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Figura 4 - Detalhe tipico de ligacéo viga-pilar pré-fabricados.

Ao considerar a situagao problema apresentada na Figura 3, nota-se que o
carregamento da viga sera devido apenas ao seu peso proprio e pode ser representado
como um carregamento uniformemente distribuido. Dessa forma, o modelo estrutural
dessa viga pré-fabricada sera o mesmo apresentado na Figura 1.

31 PROCEDIMENTOS PARA ANALISE DE DEFLEXAO EM VIGAS

Como estudo de caso, utiliza-se a EDO (6) para determinar os deslocamentos ao
longo do vao da viga, a qual, possui tais propriedades geométricas:

Comprimento do vao: | = 5000mm
Secéo transversal:

-Largura: b =200mm;

- Altura: H = 500 mm

-Momento de Inércia:l, = 10°mm*
e, para as propriedades do material, concreto armado, de acordo com a NBR
6118 [1], tem-se,
Peso especifico: p = 25KN
Resisténcia a compresséo: f, = 30MP_
+ Modulo de elasticidade:

-Tangente inicial: E = 56004/ fe:
-Secante: E_ = 0,85 = 26071,6 MP_

O carregamento da viga € obtido pelo produto de peso especifico pela area da
secao transversal, o que resulta em uma carga uniforme g = 2,5 N/mm.
Pelo fato, da viga estar biapoiada obtém-se o Problema de Valor de Contorno
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(PVC), do tipo Dirichlet-Dirichlet,

d?u(x) qx

_— = (] = 0<x<|,
dxz - g, TR O<x (8)

u(0) =10, u(l) =0,

em que, u(0)=0 e u(l)=0 sao as condi¢cdes de contorno, as quais indicam que nas
extremidades da viga o deslocamento vertical € nulo.

41 SOLUCAO NUMERICA

Um Problema de Dirichlet-Dirichlet & caracterizado conforme apresentado em

(9),
oy = p(x)y + gy + r(x), a<x<h,

yvia)=a, y(b)=p,

(9)

A solucao numérica deste tipo de problema pode ser obtida pelo Método das
Diferencas Finitas (MDF). O MDF é um método consagrado em transformar uma
equacdo diferencial em uma equacgéo de diferengas, que gera um sistema de equacodes
lineares, [5].

Para fazer a discretizacdo do intervalo [a;b], em primeiro lugar, selecione um
namero inteiro N>0 e divide o intervalo [a;b] em N+1 subintervalos iguais, cujos
extremos sao os pontos de malha,

x; =a+ ih. (10)

Ao substituir i=0 e i=N+1 em (10), obtém-se os extremos do intervalo, x0 = a e
Xy,s = b respectivamente. Em particular, par i=N+1 encontra-se o tamanho do passo,
h, dado por,

h=

N+T

A equacéo diferencial a ser aproximada €,

y'=plx)y' +q(x)y +rx).

Ao substituir as equacdes

yp = LEth }2; Y —h) ez (13)
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Vi) = y(x;+h) —Zyge) + y(x; — h) L o),

em (12), obtém-se

—Wiyq + 2W — Wiy
h2

—r(x) = ( ) +p(x) (%) +q(x)w;, (15)

emque w; = y(x) parai=1,2,...,N. Observe que w, representa a solugdo numeérica,
y(x;) a solugdo analitica e p, g e r séo as fungbes dadas em (9), juntamente com as
condi¢des de contorno que sdo escritas em (16),

Wy = o, Wai1 = B. (16)
A equacéo (15) é conhecida como Método das Diferencas Finitas para problemas
lineares de segunda ordem do tipo de Dirichlet-Dirichlet, com erro de truncamento da

ordem O(h?).
Ao multiplicar a equacgéao (15) por h?e rearranjar os termos, encontra-se,

hPr(x) = (1%::{:&-)) wiy + (2 + h¥q(x))w + (1 +2p(xa) Wit (17)
e ao fazer jvariar de 1 até N em (17), obtém-se o sistema de equacdes,

Aw =b (18)

em que, A, € uma matriz tridiagonal, w, . e b_. s&o matrizes coluna.

Para obter a solugdo numérica do PVC (8), foi desenvolvido um cédigo em
MATLAB, baseado no MDF aplicando a Decomposi¢cao em LU, para resolver o sistema
dado em (18), na qual foi criado uma interface amigavel ao usuério final. A Figura 5,
apresenta a primeira janela, onde o usuario digita os valores de p(x), q(x), r(x) e N.

qix):

i)

QK Cancel

Figura 5 - Janela para inserir os dados da EDO.
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Na Figura 6, insere as condi¢cdes de contorno, ou seja, os valores de a, b, y(a) e
y(b).

yla):

yib):

oK Cancel

Figura 6 - Janela para inserir as condi¢cdes de contorno.

Por fim o usuario digita, caso seja conhecida a solugéo analitica, Figura 7.

0K Cancel

Figura 7 - Janela para inserir a solu¢do analitica.

Ao clicar em “OK”, resolve-se numericamente o PVC, fornecendo como resultado
uma tabela de dados e um grafico.

51 SOLUCAO ANALITICA

Para obter a solucéo analitica de (8), aplica-se, inicialmente a integral de ambos
0s membros em (8) e obtém-se,

du(x) g [(lx* x*
dx 25“;,(7_? e (19)
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Ao aplicar novamente a integral de ambos os membros de (19), encontra-se,

u(x) =

g {(lx* x*
5] 12

— = = |+tx+ocy, 20
2E,l, ) o 20

em que, e sdo as constantes de integracao.
Para encontrar os valores de e basta utilizar as condicdes de contorno dadas
em (8). Ao utilizar u(0)=0, encontra-se e (20) pode ser escrita,

g [l Xt
ulx) = 2E.L (? ﬁ) + oy x. 21)

Ao aplicar a condigdo de contorno, u(l)=0, em (21), obtém-se,

gl?
= - 22
€ 24EL (22)
ApoOs substituir (22) em (21), encontra-se,
. q Ix®  x* gxl®
u) =557 (?_E) T 24E_1, (23)

gue representa a solucdo analitica de (8).

6 | RESULTADOS

Para o estudo de caso, PVC (8), tem-se p(x) = 0,q(x) = 0,r (x) = (qlx - gx?)/ (2E_,
1), N =1001,a = 0,b = 5000, y(a) =0, y (b) = 0 e y(x) dada por, (23). Ao inserir esses
valores no codigo, obtém-se a solugdo numérica do PVC.

A Tabela 1 ilustra alguns valores para os deslocamentos ao longo do vao da viga
pré-fabricada em questao, indicando os resultados obtidos para a solugédo numérica e

analitica.

X (mm) w_(mm) y, (mm) Erro percentual (%)
0 0 0 0
503,9920 -0,54855523 -0,54855473 0,0000913
1002,9940 -1,03255795 -1,03255706 0,0000858
1501,9960 -1,41130420 -1,41130304 0,0000823
2000,9980 -1,65176397 -1,65176264 0,0000803

2500 -1,73411922 -1,73411784 0,0000796
3003,9920 -1,65011991 -1,65011859 0,0000803
3502,9940 -1,40815717 -1,40815601 0,0000823
4001,9960 -1,02817283 -1,02817195 0,0000858
4500.9980 -0.54332905 -0.54332856 0,0000913
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5000 0 0 0

Tabela 1 - Comparacao dos resultados numéricos e analiticos

O gréfico, Figura 8, demonstra a deflexdo que ocorre na viga.

EDO Linear - Diferencas Finitas
T T T

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Figura 8 - Gréfico das solu¢des numérica e analitica representando a deflexao da viga.

Pelo fato de a viga ser biapoiada, a mesma nao sofre deslocamento nos apoios
e a flecha, ou seja, a deflexdo maxima, ocorre no meio do vao.

7 1 CONCLUSAO

Deduzir a equacéo da Linha Elastica de uma viga biapoiada com carregamento
uniformemente distribuido foi de suma importancia para entendimento dos termos que
a compdem.

A partir dai, implementou um algoritmo no MATLAB baseado no Método das
Diferencas Finitas, onde foi possivel obter a solugdo numérica da equacédo, ou
seja, obteve-se a deformacédo maxima da viga e verificou a simetria que existe nos
deslocamentos ao longo da viga com relagao ao seu centro.

A solugao analitica foi calculada para validagdo do método numérico, e é notério
gue os resultados obtidos pelas solu¢des numérica e analitica foram muito préximos,
mostrando a eficiéncia do método.
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