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APRESENTACAO

Aobra “Educacao Matematica e suas tecnologias” € composta por quatro volumes,
gue véem contribuir de maneira muito significante para o Ensino da Matematica, nos
mais variados niveis de Ensino. Sendo assim uma referéncia de grande relevancia
para a area da Educacao Matematica. Permeados de tecnologia, os artigos que
compde estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matematica como um todo,
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da area e professores que buscam
conhecimento e aperfeicoamento. Pois, no decorrer dos capitulos podemos observar
a matematica aplicada a diversas situagcdes, servindo com exemplo de praticas muito
bem sucedidas para docentes da area. A relevancia da disciplina de Matematica no
Ensino Basico e Superior € inquestionavel, pois oferece a todo cidadao a capacidade
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matematica como
ferramenta para a resolucéo de problemas do seu cotidiano. Sem duvidas, professores
e pesquisadores da Educacao Matematica, encontrardo aqui uma gama de trabalhos
concebidos no espaco escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem
para diversos conteudos matematicos. Que estes quatro volumes possam despertar
no leitor a busca pelo conhecimento Matematico. E aos professores e pesquisadores
da Educacdo Matematica, desejo que esta obra possa fomentar a busca por acdes
praticas para o Ensino e Aprendizagem de Matematica.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 3

ALGORITMOS RAPIDOS PARA O CALCULO DA
TRANSFORMADA NUMERICA DE PASCAL

Arquimedes José De Araujo Paschoal
Instituto Federal de Educacgao, Ciéncia e
Tecnologia de Pernambuco - Campus Caruaru —
Departamento de Engenharia Mecénica

Caruaru — PE
Ricardo Menezes Campello De Souza

Universidade Federal de Pernambuco —
Departamento de Eletronica e Sistemas

Recife — PE

RESUMO: Este artigo propbe algoritmos
rapidos para computar a Transformada
Numérica de Pascal (TNP) de comprimentos
e . As simetrias da matriz da TNP, bem como
sua fatoragao como um produto de Kronecker,
foram usadas para se obter uma reducao da
complexidade multiplicativa para seimplementar
a transformada. Os algoritmos propostos
resultaram em uma reducédo da complexidade
entre 84% e 99,9%. Considerando o critério
de complexidade multiplicativa, os melhores
resultados sdo obtidos quando o comprimento
da TNP é uma poténcia de um primo.
PALAVRAS —CHAVE: Transformada Numérica
de Pascal, Triangulo de Pascal Modular,
Algoritmos Rapidos, Produto de Kronecker.

ABSTRACT: This paper proposes fast
algorithms for computing the Pascal Number
Theoretic Transform (PNTT) of blocklengths
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and . The symmetries of the PNTT as well as
its factorization as a Kronecker product were
explored to reduce the multiplicative complexity
for implementing the transform. The proposed
algorithms resulted in a complexity reduction
from 84% to 99.9%. Taking into account the
the best
results are obtained when the blocklength of the

multiplicative complexity criterion,

PNTT is a prime power.
KEYWORDS:
Transform, Modular Pascal

Algorithms, Kronecker Product.

Number-Theoretic
Fast

Pascal
Triangle,

11 INTRODUCAO

Transformada discretas desempenham

um papel relevante em Engenharia e
suas aplicagdes devem-se principalmente a
existéncia de algoritmos rapidos para sua
computacdo. Neste cenario, transformadas
definidas sobre corpos finitos sdo atraentes
porque nao apresentam o chamado erro de
arredondamento ou truncagem, uma vez que
empregam aritmética modulo p. Este trabalho
aborda as chamadas transformadas numéricas,
isto &, transformadas definidas sobre o corpo
finito GF(p).

Eletronica, tais como Processamento Digital

Algumas areas da Engenharia

de Sinais, Cédigos Corretores de Erros e
Criptografia, entre outras, tém sido beneficiadas
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com o uso de tais transformadas [3, 4]. Uma questao importante para a implementacéao
de uma dada transformada é a complexidade multiplicativa necesséaria para sua
computacdo. Muitos algoritmos tém sido desenvolvidos visando reduzir esta
complexidade. Estes algoritmos, implementados em Processadores Digitais de
Sinais (DSP), em FPGA ou em circuitos integrados de aplicagao especifica (ASIC),
permitem o desenvolvimento de equipamentos capazes de processar informacdes em
tempo real.

Recentemente, uma nova transformada definida sobre corpos finitos, a
Transformada Numérica de Pascal (TNP), foi introduzida [5]. A TNP se baseia no
tridngulo de Pascal modular e apresenta propriedades, decorrentes de sua estrutura
autossimilar, que podem ser usadas na concepc¢ao de algoritmos rapidos. Neste trabalho
séo propostos algoritmos rapidos para computar a TNP. Na Secao 2, a definicdo da
TNP é apresentada. Nas Secdes 3, 4 e 5 s&o desenvolvidos algoritmos rapidos para
a computacao da TNP de comprimentos N =p, N = kp e N = p, respectivamente. Na
Secéao 6 sdo apresentadas as conclusdes do trabalho.

2 | PRELIMINARES

Existem, pelo menos, 12 definicdes para a matriz de Pascal, todas baseadas no
tridngulo de Pascal [2]. Neste artigo, foi adotada a definicdo a seguir, que emprega
aritmética sobre o corpo finito GF(p).

Definicao 2.1. A Transformada Numérica de Pascal (TNP) da sequéncia v = (v,,
. Vy4) V. € GF(p), € a sequéncia V= V0, V1, ...,V .), V, € GF(P), em que

N-1

V= Z Cl, . v; (mod p) (1)
i=0

A complexidade multiplicativa direta do céalculo da TNP de comprimento N, por
meio da Definicdo 2.1, € M (N) = N2. Pode-se mostrar [5] que, para N = p, a matriz da
TNP é uma matriz triangular superior. Neste caso, a complexidade multiplicativa direta,
incluindo-se as multiplicac¢des triviais (multiplicacdes por + 1), €

M) =2+ 1. )

E possivel reduzir esta complexidade multiplicativa observando certas simetrias
decorrentes da estrutura do triangulo de Pascal. Assim, inicialmente considera-se um
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exemplo em que tais simetrias podem ser observadas e exploradas.

Exemplo 2.1. Considere a TNP de comprimento N = 7 da sequéncia v =
(vo, -+, V6)T, v € GF(7), V.= (Vo, Vi, -+, V)T, Vi € GF(7) em que

a
V= Y Cloi (mod 7).

i=0

Em formato matricial, tem-se V=P_v , ou seja,

o1 1 1 1 1 1 1 19V
Vil 11 2 3 4 5 6 0"
Vil |1 3 6 3 1 0 o0fr:
Vzl=[1 4 3 6 0 0 0||vs
Wl 11t 5 1.0 0 0 ollvs
Vel 11 6 0 0 0 0 o}lvs
V.l L1 0 0 0 0 0 ollvel

Note que:

I.  Os coeficientes ndo nulos da segunda linha da matriz P sdo congruentes,
moddulo 7, aos inteiros 1, 2, 3, -3, -2 e -1, respectivamente. Assim, V1 pode
ser escrita como V. = (v, - v,) + 2(v, - v,)+ 3(v, - V,), reduzindo-se de seis
para trés o numero de multiplicacbes para sua computacdo. O mesmo
raciocinio pode ser aplicado as outras linhas pares.

II. Os coeficientes ndo nulos das linhas impares sao simétricos. Explorando-
se esta simetria, V,, por exemplo, pode ser computada como V, = (v, +V,)
+ 3(v, +v,) +6v,, reduzindo-se o numero de multiplicagbes de cinco para
trés. O mesmo raciocinio pode ser empregado as outras linhas impares.

31 ATNP DE COMPRIMENTO PRIMO
As simetrias do tridngulo de Pascal modular [1], observadas no Exemplo 2.1,

levam ao resultado mostrado a seguir.

Proposicao 3.1. A TNP de comprimento N=p, em que p € um numero primo
impar, pode ser computada por meio de um algoritmo de complexidade multiplicativa
dada por

M(N) = M(p) = (W)

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 3
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Prova. Se M) = Mpar(p) + Minpar (P). denotam, respectivamente, as
complexidades multiplicativas associadas as linhas pares e as linhas impares no
célculo da TNP de comprimento , entdo pode-se escrever Mpar(P) € Mimpar(P), em
que

Mye, (p) =1+2+ +(P;_1) _ (pzs_ 1)}

p—1 pi—1
Mu’mﬂm'(p)=1+2+“'+(T +p=( 8 )+P-

Uma vez que a primeira linha somente requer multiplicagdes triviais, e cada uma
das (p-1) linhas subsequentes possui pelo menos uma multiplicacéo trivial, resulta

t_4 3
M(p) = Mpar'(p) + Mrrupar(P) -p=p-1= (%)

O valor para M(p) indicado na Eq.(3) € uma cota superior para a complexidade
multiplicativa, uma vez que existe a possibilidade de se ter outras multiplicacdes triviais
na matriz da TNP. Para se obter uma expresséo que nao inclua multiplicagées triviais,
€ necessario contabilizar quantos termos s&o congruentes a + 1 modulo p na matriz
P,. Assim, por exemplo, para o caso N = 11 tem-se, pela Eq.(3),M (11) = 20 Todavia,
uma analise da matriz P_, revela que o numero de multiplicagoes nao triviais € 17. Na
Tabela 3.1 sdo apresentadas as complexidades multiplicativas para o calculo da
TNP, cujo comprimento N é um numero primo impar, considerando-se os métodos:
i) Método direto (Eq.(2)); ii) Método rapido baseado na Proposicao 3.1 (Eq.(3)).

Comprimento
Método 7 11 13 17 19 23 29
Eq.(2) 28 66 91 153 190 276 435
Eq.(3) 6 20 30 56 72 110 182

Tabela 3.1: Comparativo da complexidade multiplicativa da TNP de comprimento , sobre , de
acordo com as Equacdes (2) e (3).

41 A TNP DE COMPRIMENTO N = kp

Quando a matriz da TNP possui uma ordem do tipo N = kp,k >1 entéo é possivel
decompor esta matriz como o produto de Kronecker Py = P ® B, [6].

Exemplo 4.1. Considere a matriz da TNP sobre GF(5) de comprimento N= 15




O W B O B W R D e W R e
CoORRWE OO WE DO W
(=N = = = = N ==
CcCoOoOoOROoOoOCOROoOOoo o e
[FUN U SR JCRNIC RN SE R A A A Y [ S S
[ S SRR SR = R % R S I R FUR
SO W WO O R NS D W e
SO oW OO WN DO S R e
CoOocoWoOoOOoOONOOoO oo e
L B I L R T 2 R
== A T e R = I o R S L B e e L e R
OO WE OO W WD D W
[T e T S N e Y - T Y S B e Y e e
CoOoCOoOROOOOoO WO oo o=

o
[4,]
|
A

Note que P, pode ser escrita como

=|p, 2P, 3P,
Ps 3P Ps

e a complexidade multiplicativa para a TNP de comprimento N = 15, sobre GF(5),
pode ser expressa em funcéo da complexidade da TNP para N+5. Assim,

?0 Py Py P ﬁo
= Pl = PS 2P5 3P5 ﬁl ;
1‘}2 Pe 3P P: 1‘32

em que Vo = Vo, Vi, Vo), Wy = (Vg, Vg, -+, Vo), Vy = (Vi Vg, e, Vig), B =

(vg, vy, v4), By = (U5, 0,7, Vg), Dy = (V10, V11,7 V1g)-

No calculo de ¥, as parcelas (Ps?, Psp1ePs9,) foram computadas e armazenadas,
de modo que, na computacdo das componentes , ndo € necessario efetuar nenhuma
outra multiplicagao por , mas apenas multiplicacdes para cada termo binomial.

Teorema 4.1. A TNP de comprimento , em que é um numero primo impar,
pode ser computada por meio de um algoritmo de complexidade multiplicativa dada

por
Z—4p+3
M(N) = M(kp) = (%) + plk — 1)% (4)
Prova. Note que quando p = 2 ou p=3 s6 existem multiplica¢des triviais. A prova
Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 3 m




deste Teorema pode ser feita considerando-se , ou seja,

V’u P, Py Py Do
V= A _ P, Cr}F‘p C,}Pp 1’7t1 '
Vi1 B Cli:(_lpp Cé‘,;_j‘sz Uk

Note que o vetor coluna v possui k componentes, em que cada uma possui
dimensédo p. Armazenando-se todos os produtos resultantes da multiplicacao
da primeira linha da matriz P pelo vetor v, evitam-se multiplicagbes adicionais no
calculo das outras componentes de V. Cada produto requer M(p) multiplicacoes,
conforme Eq.(3). Note a existéncia de uma submatriz (k -1) X (k-1) em que as uUnicas
multiplicagcdes necessarias sao pelos termos binomiais e envolve p multiplicacdes
cada. O resultado segue.

NaTabela 4.1 é apresentada a complexidade multiplicativa M(N), dada pela Eq.(4),
para o calculo da TNP de comprimento N= kp. Para efeito de comparac¢ao é mostrada
a complexidade multiplicativa direta, bem como a reducdo nesta complexidade
proporcionada pelo algoritmo rapido.

N 10 15 20 30 35
M(N) 9 26 53 137 194
N2 100 225 400 900 1225
Reducao (%) 91 88,44 86,75 84,77 84,16

Tabela 4.1: Complexidade multiplicativa da TNP de comprimento N = 5k,k >1.

51 ATNP DE COMPRIMENTO N = p*

Quando o comprimento da transformada € do tipo N = p', entéo € possivel usar o
fato de que a matriz da TNP pode ser decomposta como P = P, & Pyr-1

Teorema 5.1. ATNP de comprimento N = p', em que € um namero primo impatr,
pode ser computada por meio de um algoritmo de complexidade multiplicativa dada
por

p:—3p+2
2 r

M(") =p" 'M(p) + (r — Dp™! (

em que M(p) é dado pela Eq.(3).
Prova. A prova é feita por indugdo em .
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Passo Base: Fazendo-se r = 1, na Eq.(5), resulta em M(p) = M(p)
Passo da Inducéo: Considera-se a Eq.(5) verdadeira e faz-se N= p™'

Expressando P naformaP =k ® Ppr, tem-se

1

2 Ppr Pypr Ppr Por11 o
V| _[Ppr 2Ppr -+ (P—1)P,r 0O H 12 ‘
Vil Py 0 o 0 0 1Py

em que os vetores Vi e D possuem p* componentes, i, k =0,1 ..., p-1. Observe
que

Vo = Pprf?g + Ppr‘ﬁl + -+ Pp"ﬁp—la

em que cada uma das p parcelas contribui com M(p") multiplicacdes, resultando
em uma quantidade de multiplicacées igual a pM(p"). As linhas restantes s6 contém
multiplicacdes por coeficientes binomiais. Devido a estrutura triangular superior da

matriz P__,, a quantidade de coeficientes binomiais € dada por

Z-3p+2
1+z+...+(p_2)=(%),

com p" multiplicagdes para cada componente. Assim, resulta

p?—3p+2
M(p™*") =pM(p") +p" (f)

2 2
p —3p+2 p°—3p+2
=y M) + (r — 1)y (T) ' (—)

2
2-3p+2
=p’"M(P)+rp”(7p zp )

e o0 resultado segue.

Na Tabela 5.1 é apresentada a complexidade multiplicativa M(N), dada pela
Eq.(5), para o calculo da TNP de comprimento N = P?, em que p € um primo maior do
que 3. Para efeito de comparacdo é mostrada a complexidade multiplicativa direta,
bem como a reducao nesta complexidade proporcionada pelo algoritmo rapido.
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N 25 125 625 3.125 15.625
M(N) 40 350 2.500 16.250 100.000
5"+1
57 ( > ) 325 7.875 195.625 4.884.375 | 122.078.125
Reducéo (%) 87,69 95,55 98,72 99,66 99,92

Tabela 5.1: Complexidade multiplicativa da TNP de comprimento N =57, r > 1

6 | CONCLUSOES

Neste trabalho sdo apresentados algoritmos rapidos para computar a
Transformada Numérica de Pascal. O fato da TNP usar uma matriz de Pascal modular,
trazendo consigo todo um conjunto de propriedades e de simetrias, produz um cenario
promissor para a construcao de algoritmos rapidos para sua computacdo. Tendo em
vista que a matriz da TNP é triangular superior, quando sua ordem N &€ uma poténcia
de um numero primo p, foram propostos algoritmos rapidos para a computacéo de
transformadas de comprimentos N = kp e N = p". Os algoritmos propostos resultaram
em uma reducao de complexidade multiplicativa entre 84% e 99,9%. Em relagao a
esta complexidade, os melhores resultados s&o obtidos quando o comprimento da
TNP é uma poténcia de um primo.
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