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APRESENTAÇÃO

A obra “Educação Matemática e suas tecnologias” é composta por quatro volumes, 
que vêem contribuir de maneira muito significante para o  Ensino da Matemática, nos 
mais variados níveis de Ensino. Sendo assim uma referência de grande relevância 
para a área da Educação Matemática. Permeados de tecnologia, os artigos que 
compõe estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matemática como um todo, 
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da área e professores que buscam 
conhecimento e aperfeiçoamento. Pois, no decorrer dos capítulos podemos observar 
a matemática aplicada a diversas situações, servindo com exemplo de práticas muito 
bem sucedidas para docentes da área. A relevância da disciplina de Matemática no 
Ensino Básico e Superior é inquestionável, pois oferece a todo cidadão a capacidade 
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matemática como 
ferramenta para a resolução de problemas do seu cotidiano. Sem dúvidas, professores 
e pesquisadores da Educação Matemática, encontrarão aqui uma gama de trabalhos 
concebidos no espaço escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem 
para diversos conteúdos matemáticos. Que estes quatro volumes possam despertar 
no leitor a busca pelo conhecimento Matemático. E aos professores e pesquisadores 
da Educação Matemática, desejo que esta obra possa fomentar a busca por ações 
práticas para o Ensino e Aprendizagem de Matemática.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gonçalves
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CAPÍTULO 2

NOVAS RELAÇÕES NA MATRIZ DE 
TRANSFORMAÇÃO DA TRANSFORMADA NUMÉRICA 

DE PASCAL

Arquimedes José De Araújo Paschoal
Instituto Federal de Educação, Ciência e 

Tecnologia de Pernambuco - Campus Caruaru – 
Departamento de Engenharia Mecânica

Caruaru – PE

Ricardo Menezes Campello De Souza
Universidade Federal de Pernambuco – 
Departamento de Eletrônica e Sistemas

Recife – PE

Hélio Magalhães De Oliveira
Universidade Federal de Pernambuco – 

Departamento de Estatística
Recife - PE

RESUMO: Neste artigo, a matriz de 
transformação da Transformada Numérica de 
Pascal (TNP) é investigada e novas relações 
baseadas na decomposição desta matriz, por 
meio do produto de Kronecker de duas matrizes 
de Pascal, são propostas com aplicações na 
implementação da TNP.
PALAVRAS –CHAVE: Transformada Numérica 
de Pascal, Triângulo de Pascal Modular, Corpos 
Finitos, Produto de Kronecker.

ABSTRACT: In this paper, the Pascal 
Number Theoretic Transform (PNTT) matrix is 
investigated and new relationships based on 
the decomposition of this matrix, by means of 
the Kronecker Product of two Pascal matrices, 

are proposed with applications on the PNTT 
implementation.
KEYWORDS: Pascal Number-Theoretic 
Transform, Modular Pascal Triangle, Finite 
Fields, Kronecker Product.

1 |  PRELIMINARES

Uma das principais razões de se 
pesquisar transformadas numéricas é o fato 
das mesmas não apresentarem o chamado 
erro de arredondamento ou truncagem, uma 
vez que toda a aritmética se efetua em um 
corpo finito. Tais transformadas tem sido 
aplicadas em algumas áreas da Engenharia 
Eletrônica, tais como Processamento Digital 
de Sinais, Códigos Corretores de Erros e 
Criptografia, entre outras [4, 5]. Recentemente 
foi introduzida a Transformada Numérica de 
Pascal (TNP) [8]. Definida sobre o corpo finito 
com um número primo de elementos, GF(p) (do 
inglês, Galois Field), e baseada no triângulo de 
Pascal modular, esta transformada apresenta o 
interessante aspecto de que seu comprimento 
e a característica do corpo são independentes, 
o que não acontece nas demais transformadas 
numéricas conhecidas na literatura [2, 3, 4, 
5]. Neste cenário, uma questão relevante, de 
um modo geral, é a complexidade aritmética 
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(entendida aqui como o número de multiplicações e adições) necessária ao cálculo da 
transformada. Muitos algoritmos eficientes têm sido desenvolvidos visando reduzir esta 
complexidade aritmética [2]. A utilização do triângulo de Pascal [1] na definição da TNP 
permite que sejam exploradas relações bem conhecidas, o que leva a implementações 
eficientes da mesma [9].

Definição 1.1. A Transformada Numérica de Pascal (TNP) da sequência v = 
(v0,...,vN-1), VI ϵ GF (p) é a sequência V = V0, V1, ..., VN-1), Vk ϵ GF (p) em que

(1)

Em formato matricial, tem-se  V = Pnv, em que os elementos de PN são [PN]i,k:=

Teorema 1.1. (Transformada Inversa) A TNP inversa da sequênciaV = (V0, V1, ..., 
VN-1) é a sequência v = (v0, ..., vN-1) em que

(2)

Algumas propriedades da TNP de comprimento , sobre , podem ser verificadas 
[8]:

I. A TNP de um impulso v = (1,0, ... , 0) é uma constante.

II. A TNP de uma constante é um impulso deslocado.

III. Uma dada componente Vk depende apenas das componentes vi 0 ≤ i ≤ 
p - 1 - k

IV. A inversa da matriz Pp é triangular inferior em relação à diagonal secundária. 
Seus elementos são os mesmos de Pp porém aparecem refletidos em 
relação a esta diagonal.

V. A soma dos elementos das linhas de Pp, com exceção da última linha, é 
congruente a zero módulo p

VI. As complexidades multiplicativa e aditiva para se computar a TNP são, 
respectivamente,
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(3)

2 |  DECOMPOSIÇÃO DA MATRIZ DE PASCAL MODULAR

A matriz de Pascal sobre GF (p) pode ser decomposta como o produto de Kronecker 
de duas matrizes de Pascal, quando a ordem desta matriz puder ser fatorada como o 
produto N = Lp Esta importante propriedade, demonstrada no Teorema a seguir, tem 
relação com a autoestrutura da TNP.

Teorema 2.1. A matriz de Pascal PN, em que N = Lp, sobre o corpo finito GF 
(p), pode ser obtida a partir do produto de Kronecker  em que PL e Pp são 
matrizes de Pascal de ordem L e p, respectivamente.

Prova. Pela definição do produto de Kronecker, tem-se que os elementos da 
matriz , em que A é uma matriz m x n e B é uma matriz p x q, são obtidas 
multiplicando-se cada elemento da matriz A pela matriz B, obtendo-se uma matriz mp x 
nq. Como as matrizes de Pascal são quadradas, tem-se que m = n = L e p = q. Então, 
a matriz resultante do produto de Kronecker possui ordem Lp Considere o produto de 
Kronecker  em que

Tem-se,

Sejam r e s os índices que identificam os blocos formados pelas cópias da matriz  
Pp multiplicada pelos termos binomiais de PL Então, r,s = 0,1, ... .L -1 e [PL] r,s = Cr

r +s. 

A matriz PN = PL  Ppé formada pelos elementos obtidos pela multiplicação , 
em que  Note que os índices das linhas (i) e das colunas (j) da matriz 
PN são dados por

i = î + rp,    j= ĵ = sp,

em que  e . Assim,
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Deseja-se provar que

(4)

Fixando-se os valores de r e s, a prova é feita por indução em i. Por simetria, a 
prova por indução em j é semelhante.

I. Passo base: i = 0 → r = 0 Então

II. Passo da Indução:

(6)

Supondo que a Equação (4) é verdadeira, então

(7)

Este teorema tem consequências que derivam das propriedades do produto de 
Kronecker, a saber, se A e B são duas matrizes quaisquer, então

1. Associatividade: 

2. Se A e B são matrizes triangulares então  é uma matriz triangular.

3. Se A e B são matrizes simétricas então  é uma matriz simétrica.

4. Se  são os autovalores de A e μj são os autovalores de B , então  
são os autovalores de . Esta propriedade auxilia na determinação da 
autoestrutura da TNP.

Exemplo 2.1. A matriz da TNP de comprimento N = 5 possui 1 autovalor no 
corpo base GF (5) e 4 autovalores no corpo de extensão GF (52) Então, é possível 
determinar de que forma os autovalores da TNP de comprimento N = 25 estão 
distribuídos em relação a GF (5) e a GF (52). O produto de autovalores no corpo base 
produz autovalores no corpo base e o produto de um autovalor no corpo base por um 
autovalor no corpo de extensão produz um autovalor no corpo de extensão. O produto 
de autovalores no corpo de extensão pode produzir autovalores no corpo de extensão 
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ou no corpo base. Neste caso, o produto de autovalores pertencentes a GF (52) produz 
metade dos autovalores em GF (52) e metade em GF (5). Dos 25 autovalores, 9 estão 
em  e 16 em 

Observação. Apesar de existir a TNP para qualquer comprimento, a fatoração 
da matriz da TNP por meio de um produto de Kronecker só existe nas condições do 
Teorema 2.1.

A Proposição 2.1 permite identificar quais as potências de um elemento primitivo 
do corpo de extensão que produzem elementos no corpo base.

Proposição 2.1. Se  em que ɑ é um elemento primitivo do corpo de 
extensão GF (pm), então, β ϵ GF (p) Ademais, os elementos βk, em que k = 1,2, ..., p 
-1, pertencem a GF(p)

Prova. Observe que

e, portanto, β ϵ GF (p) . Como as potências de um elemento no corpo base estão 
no corpo base, e os elementos do corpo base possuem ordens que são divisores de 
(p -1), segue-se que βk ϵ GF (p), k = 1,2, ... , p-1

Proposição 2.2. Se π  (x)é o polinômio gerador de GF (pm), então, pelas Relações 
de Girard pode-se identificar qual o valor da primeira potência do elemento primitivo 
que se encontra no corpo base, a saber

(8)

Prova. Seja  o polinômio gerador de 
GF (pm), em que ɑm = 1. Então se  e os seus conjugados são as raízes de π (x) pelas 
relações de Girard tem-se

e o resultado segue.

3 |  OS AUTOVALORES DISTINTOS DA MATRIZ Ppr

Nesta seção os autovalores distintos da matriz de transformação da TNP de 
ordem pr são encontrados. As operações realizadas a seguir são feitas módulo p
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Proposição 3.1. A matriz de transformação da TNP sobre GF(p), em que p é um 
primo ímpar, cuja ordem é N = pr satisfaz , em que IN é a matriz identidade de 
ordem N

Prova. A matriz de transformação da TNP cujo comprimento é N = pr satisfaz

P2
N = LPNL, (9)

em que

Uma vez que L2 = IN, então . Mas

e assim

Proposição 3.2. Os autovalores associados à matriz de transformação da TNP 
de ordem N = pr sobre GF (p) em que p é um primo ímpar, satisfazem ʎ3 = 1.

Prova. Se v é uma autosequência da TNP com autovalor associado ʎ, então PNv 
= ʎv Da Proposição 3.1 pode-se escrever  e o resultado segue.

Uma decorrência da Proposição 3.2 é que todos os autovalores da matriz de 
transformação da TNP de ordem pr estão no corpo base GF(p) se, e somente se, 3 é 
um divisor de (p -1). O exemplo a seguir ilustra de que forma estes resultados podem 
ser usados para encontrar os autovalores da TNP.

Exemplo 3.1. Considere a TNP de comprimento N = 25, sobre GF(5) Note que 
como  então, o único autovalor sobre GF(5) é ʎ = 1 Os autovalores sobre  
são ɑ8 e ɑ16 em que ɑ é um elemento primitivo do corpo. Esses autovalores (1, ɑ8 E 
ɑ16) possuem multiplicidades 9, 8 e 8, respectivamente.

Exemplo 3.2. Sobre (GF(7) a matriz de transformação da TNP de comprimento 
N= 72 possui todos os seus autovalores em GF(7) Esses autovalores {1,2 e 4}  possuem 
multiplicidades 17, 16 e 16, respectivamente.
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3.1 Uma forma alternativa da matriz de transformação inversa da TNP

Novas relações na matriz de transformação da TNP foram obtidas, as quais 
permitem uma implementação mais simples da TNP inversa proposta em [8]. Este 
resultado tem aplicação no cálculo desta inversa (Eq.(2)).

Proposição 3.3. (Transformada de Pascal Inversa para N = pr)A matriz de 
transformação da TNP inversa de comprimento N = pr é a matriz de elementos

(10)

Prova. Uma consequência imediata da Proposição 3.1 é que  A partir da Definição 
1.1, observa-se que os elementos da matriz  são dados por

(11)

A ação da matriz L na Eq.(9) é mapear a posição (i,j) da matriz  na posição     
(pr - 1- i, pr - 1 - j) da matriz ; assim, o resultado segue.

A proposição 3.3 permite reescrever a expressão da TNP inversa, Eq.(2), para o 
caso em que N = pr, na forma

(12)

4 |  CONCLUSÕES

Neste trabalho novas relações na matriz de transformação da TNP são 
apresentadas, com aplicações na Transformada Numérica de Pascal (TNP). Mostra-
se que, para ordens que são múltiplas da característica do corpo, é possível decompor 
a matriz de Pascal modular como o produto de Kronecker de matrizes de Pascal de 
ordens iguais aos fatores envolvidos nesta fatoração. Como consequência direta 
das propriedades do produto de Kronecker, segue-se que os autovalores da matriz 
de Pascal original podem ser encontrados a partir dos autovalores das matrizes 
envolvidas na fatoração. Uma nova expressão para a TNP inversa de comprimento  foi 
apresentada. Aplicações da TNP nas áreas de sistemas de comunicação multiusuário, 
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codificação de canal e criptografia estão sendo investigadas.
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