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APRESENTACAO

Aobra “Educacao Matematica e suas tecnologias” € composta por quatro volumes,
gue véem contribuir de maneira muito significante para o Ensino da Matematica, nos
mais variados niveis de Ensino. Sendo assim uma referéncia de grande relevancia
para a area da Educacao Matematica. Permeados de tecnologia, os artigos que
compde estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matematica como um todo,
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da area e professores que buscam
conhecimento e aperfeicoamento. Pois, no decorrer dos capitulos podemos observar
a matematica aplicada a diversas situagcdes, servindo com exemplo de praticas muito
bem sucedidas para docentes da area. A relevancia da disciplina de Matematica no
Ensino Basico e Superior € inquestionavel, pois oferece a todo cidadao a capacidade
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matematica como
ferramenta para a resolucéo de problemas do seu cotidiano. Sem duvidas, professores
e pesquisadores da Educacao Matematica, encontrardo aqui uma gama de trabalhos
concebidos no espaco escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem
para diversos conteudos matematicos. Que estes quatro volumes possam despertar
no leitor a busca pelo conhecimento Matematico. E aos professores e pesquisadores
da Educacdo Matematica, desejo que esta obra possa fomentar a busca por acdes
praticas para o Ensino e Aprendizagem de Matematica.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 2

_NOVAS RELACOES NA MATRIZ DE
TRANSFORMACAO DA TRANSFORMADA NUMERICA

Arquimedes José De Araujo Paschoal
Instituto Federal de Educacgao, Ciéncia e
Tecnologia de Pernambuco - Campus Caruaru —
Departamento de Engenharia Mecénica

Caruaru — PE
Ricardo Menezes Campello De Souza

Universidade Federal de Pernambuco —
Departamento de Eletronica e Sistemas

Recife — PE
Hélio Magalhaes De Oliveira

Universidade Federal de Pernambuco —
Departamento de Estatistica

Recife - PE

RESUMO: Neste artigo, a matriz de
transformac¢do da Transformada Numérica de
Pascal (TNP) é investigada e novas relacdes
baseadas na decomposi¢cao desta matriz, por
meio do produto de Kronecker de duas matrizes
de Pascal, sao propostas com aplicagbes na
implementacao da TNP.

PALAVRAS —-CHAVE: Transformada Numérica
de Pascal, Triangulo de Pascal Modular, Corpos
Finitos, Produto de Kronecker.

ABSTRACT: In this paper, the Pascal
Number Theoretic Transform (PNTT) matrix is
investigated and new relationships based on
the decomposition of this matrix, by means of
the Kronecker Product of two Pascal matrices,
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are proposed with applications on the PNTT
implementation.
KEYWORDS:
Transform, Modular Pascal Triangle, Finite
Fields, Kronecker Product.

Pascal Number-Theoretic

11 PRELIMINARES

Uma das principais razbes de se
pesquisar transformadas numéricas € o fato
das mesmas nao apresentarem o0 chamado
erro de arredondamento ou truncagem, uma
vez que toda a aritmética se efetua em um
corpo finito. Tais transformadas tem sido
aplicadas em algumas areas da Engenharia
Eletronica, tais como Processamento Digital
de Sinais, Cédigos Corretores de Erros e
Criptografia, entre outras [4, 5]. Recentemente
foi introduzida a Transformada Numérica de
Pascal (TNP) [8]. Definida sobre o corpo finito
com um numero primo de elementos, GF(p) (do
inglés, Galois Field), e baseada no triangulo de
Pascal modular, esta transformada apresenta o
interessante aspecto de que seu comprimento
e a caracteristica do corpo sao independentes,
0 que nao acontece nas demais transformadas
numéricas conhecidas na literatura [2, 3, 4,
5]. Neste cenério, uma questéo relevante, de
um modo geral, é a complexidade aritmética
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(entendida aqui como o numero de multiplicacdes e adicbes) necessaria ao calculo da
transformada. Muitos algoritmos eficientes tém sido desenvolvidos visando reduzir esta
complexidade aritmética [2]. A utilizag&o do triangulo de Pascal [1] na definicao da TNP
permite que sejam exploradas relagées bem conhecidas, o que leva a implementacoes
eficientes da mesma [9].

Definicao 1.1. A Transformada Numérica de Pascal (TNP) da sequéncia v =

(Vgse-Vyy)s V, € GF (p) € asequénciaV=V,V,..,V,,),V, eGF (p) emque

0

N—-1

V, = Z Cl, v (mod p). (1)

i=0

Em formato matricial, tem-se V = P v, em que os elementos de P séo [P ] =
Cliwr L,k=0,1,+,N—1.

Teorema 1.1. (Transformada Inversa) A TNP inversa da sequénciaV = (V, V., ...,

V,,) éasequénciav = (v, .., V,,) emque

N-1

v = Z [(—I)Hk

=0

N-1
cick| v (2)
J=Max(ik)

Algumas propriedades da TNP de comprimento , sobre , podem ser verificadas
[8]:

. ATNP de um impulsov = (1,0, ..., 0) € uma constante.
II. ATNP de uma constante é um impulso deslocado.

lll. Uma dada componente V, depende apenas das componentes v, 0 <i <
p-1-k

IV. Ainversa da matriz Ppé triangularinferiorem relagdo a diagonal secundaria.
Seus elementos sdo os mesmos de Pp porém aparecem refletidos em
relagdo a esta diagonal.

V. A soma dos elementos das linhas de Pp, com excec¢ao da ultima linha, é
congruente a zero modulo p

VI. As complexidades multiplicativa e aditiva para se computar a TNP sao,
respectivamente,

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 2




M(N) = w AN) = @ (3)

21 DECOMPOSICAO DA MATRIZ DE PASCAL MODULAR

Amatrizde Pascal sobre GF (p) pode ser decomposta como o produto de Kronecker
de duas matrizes de Pascal, quando a ordem desta matriz puder ser fatorada como o
produto N = Lp Esta importante propriedade, demonstrada no Teorema a seguir, tem
relacdo com a autoestrutura da TNP.

Teorema 2.1. A matriz de Pascal P, em que N = Lp, sobre o corpo finito GF
(p), pode ser obtida a partir do produto de Kronecker Py = P, ® B, em que P e Pp sao
matrizes de Pascal de ordem L e p, respectivamente.

Prova. Pela definicdo do produto de Kronecker, tem-se que os elementos da
matriz 4 @ B, em que A € uma matriz m x n e B € uma matriz p x g, s@o obtidas
multiplicando-se cada elemento da matriz A pela matriz B, obtendo-se uma matriz mp x
ng. Como as matrizes de Pascal sdo quadradas, tem-se que m=n=Le p =q. Entéo,
a matriz resultante do produto de Kronecker possui ordem Lp Considere o produto de
Kronecker Py = P, ® B, em que

1 1 1 1 1 1
1 1 1 ! cl
P, = ! 6:2 c:L e b =1; ’ 1
1 ¢k ci, 1 ¢t s
Tem-se,
P, P, P,
1 1,1
po=p@p=|" Gh " GG
P, CL7'B, - CH4P,

Sejam r e s os indices que identificam os blocos formados pelas copias da matriz
P, multiplicada pelos termos binomiais de P, Entao, s =0,1, ... .L-1e[P]rs=C"
AmatrizP =P, &® Ppé formada pelos elementos obtidos pela multiplicagéo CLSCEH,
emaque 35 =0,1,,p—1 Note que os indices das linhas (i) e das colunas (j) da matriz
P, sao dados por

i=T+rp, j=]=sp,

o1 R
emaquer=l;] es=|}e.Assim,
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(r+s)!_[(i' +i)—(r+s)pl!

— j —
(PE. ® Pp)u = C;+SC:+} (mod p) = st G—1p)( —sp)!

Deseja-se provar que

(r+s)! . [+ — G +spl!

—cr o) -
(PL®By),; = ClasClyy (mod p) = == < ) G — sp)!

— ci, (mod p) (4)

Fixando-se os valores de r e s, a prova é feita por indugédo em i. Por simetria, a
prova por inducdo em j é semelhante.

. Passobase:i=0 - r=0 Entao

(0+s)! [(0+))—(0+s)p]!

— — 0
0l's!  (0—=0p)(j—sp) 1= G
Il. Passo da Inducéo:
_MG+14 D=0 +9p] G+ [(+)) =0 +s)p]!
@ P”]Hl.j - (i+1-7rp) rist  ({—-rpl(G—sp)!’ ©)

Supondo que a Equacao (4) é verdadeira, entdo

C[G+14) = +5)p]
i+1j (i+1—7rp)

(P.®PB,) “Cly; = Cfffy 1 (mod p). (7)

Este teorema tem consequéncias que derivam das propriedades do produto de
Kronecker, a saber, se A e B sdo duas matrizes quaisquer, entao

1. Associatividade: AQBQC=(AQB)®C=4Q (B ().
2. Se A e B sao matrizes triangulares entdao A @ B € uma matriz triangular.
3. Se A e B sdo matrizes simétricas entdo A @ B é uma matriz simétrica.

4. Se AiM;j sdo os autovaloresde Ae M, séo os autovalores de B, entdo A;H;
séo os autovalores de A @ B. Esta propriedade auxilia na determinagao da
autoestrutura da TNP.

Exemplo 2.1. A matriz da TNP de comprimento N = 5 possui 1 autovalor no
corpo base GF (5) e 4 autovalores no corpo de extensao GF (5%) Entao, € possivel
determinar de que forma os autovalores da TNP de comprimento N = 25 estédo
distribuidos em relacao a GF (5) e a GF (5?). O produto de autovalores no corpo base
produz autovalores no corpo base e o produto de um autovalor no corpo base por um
autovalor no corpo de extensao produz um autovalor no corpo de extensao. O produto
de autovalores no corpo de extens&o pode produzir autovalores no corpo de extensao
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ou no corpo base. Neste caso, o produto de autovalores pertencentes a GF (5%) produz
metade dos autovalores em GF (52) e metade em GF (5). Dos 25 autovalores, 9 estao
em e 16em

Observagdo. Apesar de existir a TNP para qualquer comprimento, a fatoracao
da matriz da TNP por meio de um produto de Kronecker s6 existe nas condi¢des do
Teorema 2.1.

A Proposicao 2.1 permite identificar quais as poténcias de um elemento primitivo
do corpo de extensao que produzem elementos no corpo base.
p:_;l

Proposicao 2.1. Se p za( )_ em que a é um elemento primitivo do corpo de
extensao GF (p™), entao, B € GF (p) Ademais, os elementos B, emque k=1,2, ..., p
-1, pertencem a GF(p)

Prova. Observe que
ﬁ(p—ll = gP™1 = 1,

e, portanto, B € GF (p) . Como as poténcias de um elemento no corpo base estéo
no corpo base, e os elementos do corpo base possuem ordens que séo divisores de
(p -1), segue-se que B*e GF (p), k=1,2, ..., p-1

Proposicao 2.2. Se 1t (x)é o polindbmio gerador de GF (p™), entdo, pelas Relacdes
de Girard pode-se identificar qual o valor da primeira poténcia do elemento primitivo
gue se encontra no corpo base, a saber

m—q

B = rx(%) = (—1)™r(0) (8)

Prova. Seja m(x) = apx™ + ap_1x™ "1 + -+ a,x + a, o polinémio gerador de
GF (p™), em que a_= 1. Entdo se e os seus conjugados séo as raizes de 1 (x) pelas
relacbes de Girard tem-se

aaP ".a,pm—l = (_1)]?1?1-(0)’
m_y
qltp P+ 4p™Tt = a( p-1 ) = (—=1)™n(0)

e o resultado segue.

31 0OS AUTOVALORES DISTINTOS DA MATRIZ Pp’

Nesta secdo os autovalores distintos da matriz de transformacéo da TNP de
ordem p" sdo encontrados. As operacdes realizadas a seguir sao feitas modulo p
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Proposicao 3.1. A matriz de transformacéo da TNP sobre GF(p), em que p € um
primo impar, cuja ordem é N = p' satisfaz i =LFvL., em que | é a matriz identidade de
ordem N

Prova. A matriz de transformacao da TNP cujo comprimento € N = p’ satisfaz

P2 =LPL, 9)
em que
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
L= :
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0

Uma vez que L, = |, entdo Py = LPyLLPyL = LP§L. Mas

LPZL = LLPyLL = Py
e assim
Pp =Py = Pi=1,.

Proposicao 3.2. Os autovalores associados a matriz de transformacéo da TNP
de ordem N = p" sobre GF (p) em que p € um primo impar, satisfazem A3= 1.

Prova. Se v € uma autosequéncia da TNP com autovalor associado A, entéo P,v
= Av Da Proposicao 3.1 pode-se escrever e o resultado segue.

Uma decorréncia da Proposicao 3.2 € que todos os autovalores da matriz de
transformacao da TNP de ordem p’ estédo no corpo base GF(p) se, e somente se, 3 é
um divisor de (p -1). O exemplo a seguir ilustra de que forma estes resultados podem
ser usados para encontrar os autovalores da TNP.

Exemplo 3.1. Considere a TNP de comprimento N = 25, sobre GF(5) Note que
como 3 } (p — 1), entéo, o unico autovalor sobre GF(5) € A = 1 Os autovalores sobre
sdo a® e a'® em que a é um elemento primitivo do corpo. Esses autovalores (1, a® E
a'®) possuem multiplicidades 9, 8 e 8, respectivamente.

Exemplo 3.2. Sobre (GF(7) a matriz de transformacéo da TNP de comprimento
N= 72 possui todos os seus autovalores em GF(7) Esses autovalores {1,2 e 4} possuem
multiplicidades 17, 16 e 16, respectivamente.
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3.1 Uma forma alternativa da matriz de transformacao inversa da TNP

Novas relacdes na matriz de transformacado da TNP foram obtidas, as quais
permitem uma implementacdo mais simples da TNP inversa proposta em [8]. Este
resultado tem aplicagao no calculo desta inversa (Eq.(2)).

Proposicao 3.3. (Transformada de Pascal Inversa para N = p)A matriz de
transformacao da TNP inversa de comprimento N = p" é a matriz de elementos

_ — ppT-1)-i
[Py, Z ClikC, e = Coppr_1y—iafy (10)

Prova. Uma consequéncia imediata da Proposi¢do 3.1 é que A partir da Definicéo
1.1, observa-se que os elementos da matriz Pv sdo dados por

]u Z C:+k ke (11)

A acado da matriz L na Eq.(9) é mapear a posicéo (i,j) da matriz P na posicao
(pr-1-1i,p" -1 -j) da matriz Pﬁ; assim, o resultado segue.

A proposicao 3.3 permite reescrever a expressao da TNP inversa, Eq.(2), para o
caso em que N = p', na forma

p=1-i
Vi = Z Catp-1)-i+ky Vi (12)

41 CONCLUSOES

Neste trabalho novas relagbes na matriz de transformacdo da TNP sé&o
apresentadas, com aplicagdes na Transformada Numérica de Pascal (TNP). Mostra-
se que, para ordens que sao multiplas da caracteristica do corpo, é possivel decompor
a matriz de Pascal modular como o produto de Kronecker de matrizes de Pascal de
ordens iguais aos fatores envolvidos nesta fatoracdo. Como consequéncia direta
das propriedades do produto de Kronecker, segue-se que os autovalores da matriz
de Pascal original podem ser encontrados a partir dos autovalores das matrizes
envolvidas na fatoracdo. Uma nova expresséao para a TNP inversa de comprimento foi
apresentada. Aplicacées da TNP nas areas de sistemas de comunicacao multiusuario,
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codificacdo de canal e criptografia estdo sendo investigadas.
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